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摘 要: 软集理论是一种新的处理不确定性问题的数学工具. 讨论了软集与信息系统之间的关系,介绍了由软集诱

导的二元关系,借助信息系统的属性约简来研究软集的参数约简,得到了软集参数约简的新方法,并通过算例验证了

方法的有效性.
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Abstract: The soft set theory is a new mathematical tool to deal with uncertain problems. The relationship between soft sets

and information systems is discussed, the binary relation induced by a soft set is introduced, the parameter reduction of soft

sets by means of the attribute reduction for information systems is researched and new method on the parameter reduction of

soft sets is obtained. Moreover, an example is given to verify the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

在处理管理科学、社会科学、工程技术、医学诊

断等领域的不确定问题时, 采用传统的定量分析方

法处理所得到的效果并不理想. 现有的一些处理不

确定问题的数学理论,包括粗糙集理论[1]、模糊集理

论[2]和概率论等,都可以弥补传统的定量分析方法的

不足. 但它们表达参数不充分,即大量的参数无法确

定.为了避免上述缺陷, Molodtsov[3]在 1999年给出了

软集的概念. 随后,人们证明了模糊集和粗糙集都是

软集的特例. 目前, 在决策、预测和测量等实际问题

中,软集理论得到了广泛的应用[3-4].

软集理论的优势在于: 它对对象最初的描述具

有近似性,不需要引入精确解的概念. 它对对象的描

述也没有限制条件,研究者可以根据需要选择参数形

式,因此该理论使用起来非常方便,极易实践.软集中

参数设置的无约束性极大地简化了决策过程,使得研

究者在数据信息量较少的情况下仍能有效地提出决

策[5]. Maji等[6]进一步研究软集理论, 提出了软集的

与、或、并、交等运算,并将软集理论用于解决决策问

题. Pei等[7] 讨论了软集与信息系统之间的关系,指出

软集是一类特殊的信息系统.针对软集的参数语义表

达欠丰富的缺点, Jiang等[8]结合描述逻辑, 扩充了软

集的参数语义,形成了基于描述逻辑的软集.

软集的参数约简是软集理论中一个重要问题.软

集参数约简的实际意义,是删除那些对最优决策没有

影响或影响较小的冗余参数,得到数量较少但仍能保

持最优决策的参数. Maji等[9] 提出了软集参数约简的

概念. Chen等[10]指出文献 [9]中的软集参数约简的概

念存在不合理性, 提出用软集参数约简的办法来改

进基于软集的支持决策, 并说明了软集的参数约简

与粗糙集的属性约简的区别.为了解决文献 [10]中提

出的最优选择问题, Kong等[11]提出了软集的正规参

数约简的概念. Ma等[12]也研究了软集的正规参数约

简,改进了文献 [11]中的方法. 但是,软集的正规参数
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约简较为复杂,不易理解. 值得重视的是,邹艳等[5]提

出了基于最优选择对象不变的软集的参数约简,肖智

等[13]研究了基于双射软集决策系统的参数约简.

本文进一步研究了一般软集的参数约简,介绍了

由软集诱导的二元关系,并基于此二元关系给出了软

集参数约简的概念,借助辨识矩阵和辨识函数来研究

软集的参数约简, 得到了软集参数约简的新方法.通

过使用该方法的一个算例,表明了新方法的有效性.

1 基基基本本本知知知识识识

1.1 软软软 集集集

定定定义义义 1 [3] 设𝑈为初始论域, 2𝑈为𝑈的幂集, 𝐸

为所有可能的参数组成的参数集, 𝐴 ⊆ 𝐸, 若 𝑓是𝐴

到 2𝑈的一个映射,则称 (𝑓,𝐴)是𝑈上的一个软集,可

记 (𝑓,𝐴)为 𝑓𝐴.

定定定义义义 2 [5] 设 𝑓𝐴和 𝑔𝐵是𝑈上的两个软集. 若𝐴

⊆ 𝐵,且对于任意的 𝑒 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑒) = 𝑔(𝑒),则称 𝑓𝐴为 𝑔𝐵

的软子集,记为 𝑓𝐴 ⊆̃ 𝑔𝐵或 𝑔𝐵 ⊇̃ 𝑓𝐴.

定定定义义义 3 [5] 设 𝑓𝐴和 𝑔𝐵是𝑈上的两个软集. 若对

于每个 𝑒 ∈ 𝐴,有𝐴 = 𝐵和 𝑓(𝑒) = 𝑔(𝑒),则称 𝑓𝐴和 𝑔𝐵

是软相等的,记为 𝑓𝐴 = 𝑔𝐵 .

显然, 𝑓𝐴 = 𝑔𝐵当且仅当 𝑓𝐴 ⊆̃ 𝑔𝐵且 𝑓𝐴 ⊇̃ 𝑔𝐵 .

定定定义义义 4 [5] 设𝐴,𝐵 ⊆ 𝐸,且 𝑓𝐴和 𝑔𝐵是𝑈上的两

个软集.

1) 若𝐶 = 𝐴
∩

𝐵, 且对于任意的 𝑒 ∈ 𝐶, ℎ(𝑒) =

𝑓(𝑒)
∩

𝑔(𝑒), 则称ℎ𝐶是 𝑓𝐴和 𝑔𝐵的交, 记为 𝑓𝐴
∩̃
𝑔𝐵

= ℎ𝐶 .

2)若𝐶 = 𝐴
∪

𝐵,且

ℎ(𝑒) =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑒), 𝑒 ∈ 𝐴−𝐵;

𝑓(𝑒)
∪

𝑔(𝑒), 𝑒 ∈ 𝐴
∩

𝐵;

𝑔(𝑒), 𝑒 ∈ 𝐵 −𝐴;

则称ℎ𝐶是 𝑓𝐴和 𝑔𝐵的并,记为 𝑓𝐴
∪̃
𝑔𝐵 = ℎ𝐶 .

3) 若𝐶 = 𝐴 × 𝐵, 且对于任意的 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵,

ℎ(𝑎, 𝑏) = 𝑓(𝑎)
∩

𝑔(𝑏), 则称ℎ𝐶是 𝑓𝐴和 𝑔𝐵的尖交, 记

为 𝑓𝐴
⋀

𝑔𝐵 = ℎ𝐶 .

4) 若𝐶 = 𝐴 × 𝐵, 且对于任意的 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵,

ℎ(𝑎, 𝑏) = 𝑓(𝑎)
∪

𝑔(𝑏), 则称ℎ𝐶是 𝑓𝐴和 𝑔𝐵的尖并, 记

为 𝑓𝐴
⋁

𝑔𝐵 = ℎ𝐶 .

1.2 软软软集集集与与与信信信息息息系系系统统统之之之间间间的的的关关关系系系

定定定义义义 5 [14] 设𝑈是有限的对象集, 𝐴是属性集.

称序对 (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)为一个信息系统 (或知识表达系

统), 如果 𝑔是一个从𝑈 × 𝐴到𝑉 =
∪
𝑎∈𝐴

𝑉𝑎的信息函

数,则称𝑉𝑎 = {𝑔(𝑥, 𝑎) : 𝑥 ∈ 𝑈}为属性 𝑎的值域.

若𝑉 = {0, 1}, 则信息系统 (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)称为 2值

信息系统.

定定定义义义 6 设𝑆 = (𝑓,𝐴)是𝑈上的一个软集,则称

𝐼𝑆 = (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔𝑠)是由𝑆诱导的 2值信息系统, 其中

对于任意的𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑎 ∈ 𝐴,有

𝑔𝑠(𝑥, 𝑎) =

{
1, 𝑥 ∈ 𝑓(𝑎),

0, 𝑥 ∕∈ 𝑓(𝑎).

定定定义义义 7 设 𝐼 = (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)是一个 2值信息系

统,称𝑆𝐼 = (𝑓𝐼 , 𝐴)是由 𝐼诱导的𝑈上的软集,其中对

于任意的 𝑎 ∈ 𝐴,有 𝑓𝐼(𝑎) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑔(𝑥, 𝑎) = 1}.
引引引理理理 1 设𝑆 = (𝑓,𝐴) 是一个𝑈 上的软集, 𝐼𝑆

= (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔𝑠)是由𝑆 诱导的 2值信息系统,并且𝑆𝐼𝑆

= (𝑓𝐼𝑆 , 𝐴)是由 𝐼𝑆 诱导的𝑈 上的软集,则𝑆 = 𝑆𝐼𝑆 .

证证证明明明 由定义 7,对于任意的 𝑎 ∈ 𝐴,有 𝑓𝐼𝑆 (𝑎) =

{𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑔𝑠(𝑥, 𝑎) = 1}.
由定义 6,对于任意的𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑎 ∈ 𝐴,有

𝑔𝑠(𝑥, 𝑎) =

{
1, 𝑥 ∈ 𝑓(𝑎);

0, 𝑥 ∕∈ 𝑓(𝑎).

则 𝑔𝑠(𝑥, 𝑎) = 1 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑓(𝑎). 从而对于任意的 𝑎 ∈ 𝐴,

有 𝑓(𝑎)=𝑓𝐼𝑆 (𝑎). 于是 (𝑓,𝐴)=(𝑓𝐼𝑆 , 𝐴),故𝑆=𝑆𝐼𝑆 . 2
引引引理理理 2 设 𝐼 = (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)是一个 2值信息系

统, 𝑆𝐼 = (𝑓𝐼 ,𝐴 )是由 𝐼诱导的𝑈上的软集,并且 𝐼𝑆𝐼 =

(𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔𝑠𝐼 )是由𝑆𝐼诱导的 2值信息系统,则 𝐼=𝐼𝑆𝐼
.

由定义 6,对于任意的𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑎 ∈ 𝐴,有

𝑔𝑠𝐼 (𝑥, 𝑎) =

{
1, 𝑥 ∈ 𝑓𝐼(𝑎);

0, 𝑥 ∕∈ 𝑓𝐼(𝑎).

由定义 7,对于任意的 𝑎 ∈ 𝐴,有 𝑓𝐼(𝑎) = {𝑥 ∈ 𝑈 :

𝑔(𝑥, 𝑎) = 1}. 因为 𝐼 = (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)是一个 2值信息系

统,若𝑥 ∕∈ 𝑓𝐼(𝑎),则 𝑔(𝑥, 𝑎) = 0. 这意味着

𝑔(𝑥, 𝑎) =

{
1, 𝑥 ∈ 𝑓𝐼(𝑎);

0, 𝑥 ∕∈ 𝑓𝐼(𝑎).

于是对于任意的𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑎 ∈ 𝐴,有 𝑔𝑠𝐼 (𝑥, 𝑎) = 𝑔(𝑥, 𝑎).

可得 𝑔𝑠𝐼 = 𝑔,故 𝐼 = 𝐼𝑆𝐼 .

定定定理理理 1 设Σ = {𝑆 : 𝑆 = 𝑓𝐴是一个𝑈上的软

集},并且Γ = {𝐼 : 𝐼 = (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)是一个 2值信息系

统},则在Σ与Γ之间存在一一对应.

由引理 1和引理 2可推得定理 1成立, 此处证明

略.

1.3 软软软集集集诱诱诱导导导的的的二二二元元元关关关系系系

定定定义义义 8 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, 且 (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)是

由𝑈上的软集 𝑓𝐴诱导的 2值信息系统. 对于任意的

𝐵 ⊆ 𝐴,定义

𝑅𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 : 𝑔(𝑥, 𝑎) = 𝑔(𝑦, 𝑎)(∀𝑎 ∈ 𝐵)}.
记𝑅{𝑎} = 𝑅𝑎,显然𝑅𝐵 =

∩
𝑎∈𝐵

𝑅𝑎.

定定定义义义 9 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, 𝐵 ⊆ 𝐴, 并且 (𝑈,

𝑅𝐵)为一个近似空间. 基于近似空间𝑃𝐵 = (𝑈,𝑅𝐵),
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定义一对算子𝑅𝐵、𝑅𝐵: 2𝑈 → 2𝑈如下:

𝑅𝐵(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑅𝐵(𝑥) ⊆ 𝑋},
𝑅𝐵(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑅𝐵(𝑥)

∩
𝑋 ∕= ∅}.

其中: 𝑋 ∈ 2𝑈 , 𝑅𝐵(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑈 : 𝑥𝑅𝐵𝑦}.
称𝑅𝐵(𝑋)和𝑅𝐵(𝑋)分别为关于𝑃𝐵的𝑋下近

似和上近似.

若𝑅𝐵(𝑋) = 𝑅𝐵(𝑋), 则称𝑋为关于𝑃𝐵的可定

义集;否则,称𝑋为关于𝑃𝐵的粗糙集.

定定定理理理 2 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, 𝐵 ⊆ 𝐴,则有下列

性质成立:

1) 𝑅𝐵是𝑈上的等价关系;

2)如果𝐵1 ⊆ 𝐵2 ⊆ 𝐴,则𝑅𝐵1 ⊇ 𝑅𝐵2 ⊇ 𝑅𝐴;

3)对于任意的𝑥 ∈ 𝑈 ,有𝑅𝐵(𝑥) =
∩
𝑎∈𝐵

𝑅𝑎(𝑥).

定定定理理理 3 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集,则对于任意的𝐵

⊆ 𝐴, 𝑋,𝑌 ∈ 2𝑈 ,下列性质成立:

1) 𝑅𝐵(∅) = 𝑅𝐵(∅) = ∅, 𝑅𝐵(𝑈) = 𝑅𝐵(𝑈) = 𝑈 ;

2) 𝑅𝐵(𝑋) ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑅𝐵(𝑋);

3) 𝑋 ⊆ 𝑌 ⇒ 𝑅𝐵(𝑋) ⊆ 𝑅𝐵(𝑌 ), 𝑋 ⊆ 𝑌 ⇒
𝑅𝐵(𝑋) ⊆ 𝑅𝐵(𝑌 );

4) 𝑅𝐵(𝑋
∩

𝑌 ) = 𝑅𝐵(𝑋)
∩

𝑅𝐵(𝑌 ), 𝑅𝐵(𝑋
∪

𝑌 ) =

𝑅𝐵(𝑋)
∪

𝑅𝐵(𝑌 );

5) 𝑅𝐵(𝑋∪𝑌 ) ⊇ 𝑅𝐵(𝑋)
∪

𝑅𝐵(𝑌 ), 𝑅𝐵(𝑋
∩

𝑌 ) ⊆
𝑅𝐵(𝑋)

∩
𝑅𝐵(𝑌 );

6) 𝑅𝐵(𝑈 −𝑋) = 𝑈 − 𝑅𝐵(𝑋), 𝑅𝐵(𝑈 −𝑋) = 𝑈

−𝑅𝐵(𝑋);

7) 𝑅𝐵(𝑅𝐵(𝑋)) ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑅𝐵(𝑅𝐵(𝑋)).

可仿照文献 [14]中定理 3.2和定理 3.7对定理 3

进行证明,此略.

2 软软软集集集的的的参参参数数数约约约简简简

2.1 软软软集集集参参参数数数约约约简简简概概概述述述

软集中参数约简的主要目的是删除那些对最优

决策没有影响或影响较小的参数,以减少用于决策的

参数个数.具体做法是,根据参数的重要性对参数进

行分类,找到获取最优决策没有影响或影响较小的参

数集. 软集的参数约简在决策问题中起着重要作用,

它能节省繁琐的检验时间.

由定理 1可知, 由所有软集组成的集与由所有

2值信息系统组成的集之间存在一一对应关系,因此,

信息系统的属性约简方法可移植到一般软集的参数

约简中.

定定定义义义 10 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集.

1)若当𝐵 ⊆ 𝐴时,有𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 ,并且对于任意的

𝑎 ∈ 𝐵, 𝑅𝐵 ∕= 𝑅𝐵−{𝑎}成立,则称𝐵是 𝑓𝐴的参数约简.

2) 所有参数约简的交集称为 𝑓𝐴的核, 记为

core(𝑓𝐴).

在本文中, 记所有 𝑓𝐴的参数约简组成的集合

为 pr(𝑓𝐴). 于是有

core(𝑓𝐴) =
∩

pr(𝑓𝐴).

定定定理理理 4 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集,则 pr(𝑓𝐴) ∕= ∅.

证证证明明明 1)若对于任意的 𝑎∈𝐴,都有𝑅𝐴 ∕=𝑅𝐴−{𝑎}
成立,则𝐴 ∈ pr(𝑓𝐴). 所以 pr(𝑓𝐴) ∕= ∅.

2)若对某个 𝑎 ∈ 𝐴, 有𝑅𝐴 = 𝑅𝐴−{𝑎}成立, 则考

虑𝐵1 = 𝐴− {𝑎}.
若对于任意的 𝑏1 ∈ 𝐵1, 都有𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐵1−{𝑏1}成

立, 则𝐵1 ∈ pr(𝑓𝐴),故 pr(𝑓𝐴) ∕=∅; 否则,再考虑𝐵1 −
{𝑏1}.

重复以上过程. 因𝐴是有限集,所以至少可找到

𝑓𝐴的一个约简. 因此, pr(𝑓𝐴) ∕= ∅. 2
例例例 1 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集,其中𝑈 = {ℎ1, ℎ2, ℎ3,

ℎ4, ℎ5, ℎ6}, 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4}, 𝑓(𝑎1) = {ℎ1, ℎ2, ℎ5},
𝑓(𝑎2) = {ℎ1, ℎ6}, 𝑓(𝑎3) = {ℎ3, ℎ4}, 𝑓(𝑎4) = {ℎ3, ℎ4,

ℎ6}.
不难验证

pr(𝑓𝐴) = {{𝑎2, 𝑎4}, {𝑎1, 𝑎2}},
core(𝑓𝐴) = {𝑎2, 𝑎4}

∩
{𝑎1, 𝑎2} = {𝑎2}.

定定定义义义 11 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, 𝑎 ∈ 𝐴, pr(𝑓𝐴) =

{𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞}.
1)若 𝑎 ∈

𝑞∩
𝑘=1

𝐵𝑖 = core(𝑓𝐴),则称 𝑎为核心的;

2) 若 𝑎 ∈
𝑞∪

𝑘=1

𝐵𝑖 − core(𝑓𝐴), 则称 𝑎为相对必要

的;

3)若 𝑎 ∈ 𝐴−
𝑞∪

𝑘=1

𝐵𝑖,则称 𝑎为绝对不必要的;

4)若 𝑎 ∈ 𝐴− core(𝑓𝐴),则称 𝑎为不必要的.

显然, 𝑎 ∈ 𝐴是不必要的当且仅当 𝑎是相对必要

的或绝对不必要的.

例例例 2 在例 1中,有:

1) 𝑎2是核心参数;

2) 𝑎1和 𝑎4是相对必要参数;

3) 𝑎3是绝对不必要参数;

4) 𝑎1, 𝑎3和 𝑎4是不必要参数.

定定定理理理 5 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, 并且 pr(𝑓𝐴) =

{𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞},则有:

1) ∣pr(𝑓𝐴)∣ = 1当且仅当 core(𝑓𝐴) ∈ pr(𝑓𝐴);

2) 𝑎 ∈ core(𝑓𝐴)当且仅当𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐴−{𝑎};

3) 𝑎 ∈ 𝐴是不必要的,当且仅当𝑅𝐴 = 𝑅𝐴−{𝑎}.
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证证证明明明 1)必要性是显然的. 下面证明充分性.

设 core(𝑓𝐴) ∈ pr(𝑓𝐴). 由于 pr(𝑓𝐴) = {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽
𝑞},需要证明 𝑞 = 1.

①假设 𝑞 = 2, 𝐵1和𝐵2是 𝑓𝐴的两个不同的参数

约简.

a) 假设𝐵1 ⊊ 𝐵2. 因𝐵2 ∈ pr(𝑓𝐴), 所以𝑅𝐴 ∕=
𝑅𝐵1

,这意味着𝐵1 ∕∈ pr(𝑓𝐴),产生矛盾.

b)假设𝐵2 ⊊ 𝐵1,类似地,也可得出矛盾.

c)假设𝐵1 ⊈ 𝐵2, 𝐵2 ⊈ 𝐵1. 显然, core(𝑓𝐴) = 𝐵1∩
𝐵2, 并且 core(𝑓𝐴) ⊊ 𝐵1. 由于𝐵1 ∈ pr(𝑓𝐴), 有𝑅𝐴

∕= 𝑅core(𝑓𝐴). 这意味着 core(𝑓𝐴) ∕∈ pr(𝑓𝐴),产生矛盾.

②假设 𝑞 ⩾ 3,类似于 1)的证明,也可得出矛盾.

因此, ∣pr(𝑓𝐴)∣ = 1.

2)充分性. 假设𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐴−{𝑎},对于任意的 1 ⩽
𝑘 ⩽ 𝑞,都有 𝑎 ∈ 𝐵𝑘;否则,若对某个 𝑘0,有 𝑎 ∕∈ 𝐵𝑘0 ,意

味着𝑅𝐴 = 𝑅𝐵𝑘0
. 由定理 2得, 𝑅𝐵𝑘0

⊇ 𝑅𝐴−{𝑎} ⊇ 𝑅𝐴,

所以𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐴−{𝑎},产生矛盾. 因此 𝑎 ∈ core(𝑓𝐴).

必要性.假设𝑅𝐴 = 𝑅𝐴−{𝑎},因为 pr(𝑓𝐴) ∕= ∅,至

少能找到一个𝐵′
1 ⊆ 𝐴 − {𝑎},使得𝐵′

1 ∈ pr(𝑓𝐴),所以

𝑎 ∕∈ core(𝑓𝐴),产生矛盾. 因此, 𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐴−{𝑎}.

3)充分性.设𝑅𝐴 = 𝑅𝐴−{𝑎},因为𝐴−{𝑎}是有限
集,可找到𝐵2 ⊆ 𝐴 − {𝑎}使得𝐵2 ∈ pr(𝑓𝐴),所以 𝑎 ∕∈
core(𝑓𝐴), 于是 𝑎 ∈ 𝐴 − core(𝑓𝐴). 因此 𝑎是不必要参

数.

必要性. 假设𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐴−{𝑎}, 类似于 (2)的证明,

有 𝑎 ∈ core(𝑓𝐴),于是 𝑎 ∕∈ 𝐴−core(𝑓𝐴).因为 𝑎是不必

要参数,所以 𝑎 ∈ 𝐴− core(𝑓𝐴),产生矛盾. 因此, 𝑅𝐴 =

𝑅𝐴−{𝑎}. 2
2.2 软软软集集集的的的辨辨辨识识识矩矩矩阵阵阵

定定定义义义 12 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, ∣𝑈 ∣ = 𝑛, 并且

(𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)是由软集 𝑓𝐴诱导的 2值信息系统.对于任

意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,定义能区分对象𝑥和 𝑦的参数集为

𝑑(𝑥, 𝑦) = {𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑔(𝑥, 𝑎) ∕= 𝑔(𝑦, 𝑎)}.
称𝔇(𝑓𝐴) = (𝑑𝑖𝑗)𝑛×𝑛是 𝑓𝐴的辨识矩阵, 其中𝑈

= {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}, 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛.

引引引理理理 3 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集,则:

1) 对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 有 𝑑(𝑥, 𝑦) = {𝑎 ∈ 𝐴 :

𝑥 ∈ 𝑓(𝑎), 𝑦 ∕∈ 𝑓(𝑎)或者𝑥 ∕∈ 𝑓(𝑎), 𝑦 ∈ 𝑓(𝑎)};
2)对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,有 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥);

3)对于任意的𝑥 ∈ 𝑈 ,有 𝑑(𝑥, 𝑥) = ∅.

定定定理理理 6 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑔)是由

𝑈上的软集 𝑓𝐴诱导的 2值信息系统, 𝐵 ⊆ 𝐴, 则对于

任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,有

𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 ⇔ 𝐵
∩

𝑑(𝑥, 𝑦) ∕= ∅.

证证证明明明 “=⇒”假设存在 𝑑(𝑥0, 𝑦0) ∕= ∅, 使得𝐵∩
𝑑(𝑥0, 𝑦0) = ∅, 则对于任意的 𝑎 ∈ 𝐵, 有 𝑔(𝑥0, 𝑎) =

𝑔(𝑦0, 𝑎),于是 (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑅𝐵 . 因为 𝑑(𝑥0, 𝑦0) ∕= ∅,所以

存在 𝑎0 ∈ 𝐴, 使得 𝑔(𝑥0, 𝑎0) ∕= 𝑔(𝑦0, 𝑎0), 即 (𝑥0, 𝑦0) ∕∈
𝑅𝐴. 因此𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐵 ,产生矛盾.

“⇐=”假设𝑅𝐴 ∕= 𝑅𝐵 , 由定理 2得𝑅𝐴 ⊆ 𝑅𝐵 , 则

𝑅𝐴 ⊉ 𝑅𝐵 . 这意味着𝑅𝐵 − 𝑅𝐴 ∕= ∅. 取 (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑅𝐵

− 𝑅𝐴,则 (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑅𝐵 , (𝑥0, 𝑦0) ∕∈ 𝑅𝐴. 这意味着𝐴 −
𝐵 ⊇ 𝑑(𝑥0, 𝑦0) ∕= ∅. 因此𝐵

∩
𝑑(𝑥0, 𝑦0) = ∅, 产生矛

盾. 2
定定定理理理 7 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, 则𝐵 ⊆ 𝐴是 𝑓𝐴

的参数约简当且仅当对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 有𝐵
∩

𝑑(𝑥, 𝑦) ∕= ∅,并且对于任意的 𝑎 ∈ 𝐵,存在𝑥𝑎, 𝑦𝑎 ∈ 𝑈 ,

使得 (𝐵 − {𝑎})∩ 𝑑(𝑥𝑎, 𝑦𝑎) = ∅.

证明同定理 6,此略.

定定定理理理 8 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集,则

core(𝑓𝐴) = {𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑑(𝑥, 𝑦) = {𝑎}(𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈)}.
证证证明明明 记𝐷 = {𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑑(𝑥, 𝑦) = {𝑎}(𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈)},

pr(𝑓𝐴) = {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞}. 只需证明 core(𝑓𝐴) = 𝐷.

1) 设 𝑎 ∈ 𝐷, 存在𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑈使得 𝑑(𝑥0, 𝑦0) =

{𝑎}.既然𝐵𝑘是 𝑓𝐴的参数约简,于是𝐵𝑘

∩
𝑑(𝑥0, 𝑦0) ∕=

∅. 这意味着对于任意的 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑞, 有 𝑎 ∈ 𝐵𝑘, 𝑎 ∈
𝑞∩

𝑘=1

𝐵𝑘 = core(𝑓𝐴). 因此 core(𝑓𝐴) ⊇ 𝐷.

2)假设 𝑎 ∈ core(𝑓𝐴), 并假设不存在𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈使

得 𝑑(𝑥, 𝑦) = {𝑎}. 则有以下几种情况:

①对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 𝑑(𝑥, 𝑦) = ∅.

由 𝑎 ∈ core(𝑓𝐴), 对于任意的 𝑘 ⩽ 𝑞, 有 𝑎 ∈ 𝐵𝑘.

由定理 6, 𝐵𝑘

∩
𝑑(𝑥, 𝑦) ∕= ∅,得出矛盾.

②存在𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑈使得 ∣𝑑(𝑥0, 𝑦0)∣ = 1, 𝑑(𝑥, 𝑦) ∕=
{𝑎}. 假设 𝑑(𝑥, 𝑦) = {𝑏}(𝑏 ∕= 𝑎).

类似于 1)的证明,可得到 𝑏 ∈ core(𝑓𝐴). 所以 𝑏 =

𝑎,得出矛盾.

③对于任意的 𝑎 ∈ 𝑑(𝑥, 𝑦), ∣𝑑(𝑥, 𝑦)∣ ⩾ 2.

令𝐵 =
∪
(𝑑(𝑥, 𝑦)− {𝑎}),有𝐵

∩
𝑑(𝑥, 𝑦) ∕= ∅. 由

定理 6可知, 𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 , 所以存在𝐶 ⊆ 𝐵使得𝐶是

𝑓𝐴的一个参数约简,但是 𝑎 ∕∈ 𝐶,矛盾. 因此, core(𝑓𝐴)

⊆ 𝐷. 2
2.3 软软软集集集的的的辨辨辨识识识函函函数数数

如果一个软集有很多参数,则用辨识函数计算软

集的参数约简和核会更方便一些.

在这一部分, “
⋁

”(析取), “
⋀

”(合取), “→”(蕴含),

“↔”(逻辑等价)代表数理逻辑中的命题连接词,它们

分别读作“或”, “且”, “若―则”, “当且仅当”.

对于任意的 𝑎 ∈ 𝐴,指定布尔变量“𝑎”. 假如 𝑑(𝑥,
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𝑦) = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑘}, 则指定布尔表达式 𝑎1
⋁

𝑎2
⋁

⋅ ⋅ ⋅⋁ 𝑎𝑘.

对于任意的 {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑘} ⊆ 𝐴,记⋁{𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑘}(或 𝑘⋁
𝑖=1

𝑎𝑘

)
=

𝑎1
⋁

𝑎2
⋁ ⋅ ⋅ ⋅⋁ 𝑎𝑘,⋀{𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑘}(或 𝑘⋀

𝑖=1

𝑎𝑘

)
=

𝑎1
⋀

𝑎2
⋀ ⋅ ⋅ ⋅⋀ 𝑎𝑘.

规定
⋁
∅ = 1,

⋀
∅ = 0, 其中 0和 1是两个布尔

常量.

定定定义义义 13 设𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}, 𝑓𝐴是𝑈上

的软集,并且𝔇(𝑓𝐴) = (𝑑𝑖𝑗)𝑛×𝑛是 𝑓𝐴的辨识矩阵. 定

义 𝑓𝐴的辨识函数为

Δ(𝑓𝐴) =
⋀
(
⋁

𝑑𝑖𝑗).

定定定义义义 14 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, 并且Δ(𝑓𝐴)是

𝑓𝐴的辨识函数. 若Δ(𝑓𝐴) =

𝑞⋁
𝑘=1

( 𝑝𝑘⋀
𝑙=1

𝑎𝑘𝑙

)
, 并且每个

𝐵𝑘 = {𝑎𝑘𝑙 : 𝑙 ⩽ 𝑝𝑘} ⊆ 𝐴 没有重复元素, 则称
𝑞⋁

𝑘=1

( 𝑝𝑘⋀
𝑙=1

𝑎𝑘𝑙

)
是Δ(𝑓𝐴)的最小标准式,记为

Δ∗(𝑓𝐴) =
𝑞⋁

𝑘=1

( 𝑝𝑘⋀
𝑙=1

𝑎𝑘𝑙

)
.

2.4 软软软集集集参参参数数数约约约简简简的的的新新新方方方法法法

定定定理理理 9 设 𝑓𝐴是𝑈上的软集, Δ(𝑓𝐴)是 𝑓𝐴的辨

识函数, 并且Δ∗(𝑓𝐴) =

𝑞⋁
𝑘=1

( 𝑝𝑘⋀
𝑙=1

𝑎𝑘𝑙

)
是Δ(𝑓𝐴)的最

小标准式,则𝐵𝑘 = {𝑎𝑘𝑙 : 𝑙 ⩽ 𝑝𝑘} (𝑘 ⩽ 𝑞)是 𝑓𝐴的所有

参数约简.

证证证明明明 1)设𝐵𝑘0 ∈ {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞}.
①显然

Δ∗(𝑓𝐴) =
𝑞⋁

𝑘=1

( 𝑝𝑘⋀
𝑙=1

𝑎𝑘𝑙

)
=

𝑞⋁
𝑘=1

(
⋀

𝐵𝑘),

故
⋀

𝐵𝑘0→Δ∗(𝑓𝐴). 由于Δ∗(𝑓𝐴)=Δ(𝑓𝐴)=
⋀
(
⋁

𝑑𝑖𝑗),

对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,Δ∗(𝑓𝐴) ↔
⋁

𝑑(𝑥, 𝑦). 故
⋀

𝐵𝑘0

−→ ⋁
𝑑(𝑥, 𝑦).

对于任意的 𝑙 ⩽ 𝑝𝑘0 ,有
⋀

𝐵𝑘0 ↔ 𝑎𝑘0𝑙,并且存在

𝑎 ∈ 𝑑(𝑥, 𝑦)使得
⋁

𝑑(𝑥, 𝑦) ↔ 𝑎.对于任意的 𝑙 ⩽ 𝑝𝑘0 ,

存在 𝑎 ∈ 𝑑(𝑥, 𝑦),使得 𝑎𝑘0𝑙 → 𝑎,所以对于任意的𝑥, 𝑦

∈ 𝑈 , 存在 𝑙0 ⩽ 𝑝𝑘0 , 使得 𝑎 = 𝑎𝑘0𝑙0 , 即 𝑎 ∈ 𝐵𝑘0

∩
𝑑(𝑥, 𝑦). 因此,对于任意的𝑥, 𝑦∈𝑈 , 𝐵𝑘0

∩
𝑑(𝑥, 𝑦) ∕=∅.

② 为证明𝐵𝑘0是 𝑓𝐴的一个参数约简, 由定理 7,

只需证明对于任意的 𝑎 ∈ 𝐵𝑘0 , 存在𝑥𝑎, 𝑦𝑎 ∈ 𝑈使得

(𝐵𝑘0 − {𝑎})
∩

𝑑(𝑥𝑎, 𝑦𝑎) = ∅.

假设存在 𝑎0 ∈ 𝐵𝑘0使得对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,有

(𝐵𝑘0 − {𝑎0})
∩

𝑑(𝑥, 𝑦) ∕= ∅. 取 𝑏𝑥𝑦 ∈ (𝐵𝑘0 − {𝑎0})
∩

𝑑(𝑥, 𝑦),则
⋀
(𝐵𝑘0 −{𝑎0})→𝑏𝑥𝑦,且 𝑏𝑥𝑦→

⋁
𝑑(𝑥, 𝑦). 因

此,对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,
⋀
(𝐵𝑘0 − {𝑎0})→

⋁
𝑑(𝑥, 𝑦).

因为Δ∗(𝑓𝐴)包含Δ(𝑓𝐴)的所有真解释, 𝐵𝑘0 −
{𝑎0} ∈ {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞},所以

(
⋀

𝐵𝑘0)
⋁
(
⋀
(𝐵𝑘0 − {𝑎0})) =

((
⋀
(𝐵𝑘0 − {𝑎0}))

⋀{𝑎0})⋁
((
⋀
(𝐵𝑘0 − {𝑎0}))

⋀
1) =

(
⋀
(𝐵𝑘0

− {𝑎0}))
⋀
({𝑎0}

⋁
1) =

(
⋀
(𝐵𝑘0 − {𝑎0}))

⋀
1 =⋀

(𝐵𝑘0 − {𝑎0}).
这意味着𝐵𝑘0 ∕∈ {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞},矛盾.因此,每个𝐵𝑘0是

𝑓𝐴的参数约简.

2)为证明𝐵𝑘 = {𝑎𝑘𝑙 : 𝑙 ⩽ 𝑝𝑘} (𝑘 ⩽ 𝑞)是 𝑓𝐴的所

有参数约简, 只需证明: 若𝐵是 𝑓𝐴的参数约简,则存

在𝐵𝑘1 ∈ {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞}使得𝐵 = 𝐵𝑘1 .

因𝐵是 𝑓𝐴的参数约简, 故𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 . 由定理 6

可得,对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 ,有𝐵
∩

𝑑(𝑥, 𝑦) ∕= ∅. 类似

于 1)中②的证明,可得𝐵 ∈ {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞}. 因此,存在

𝐵𝑘1 ∈ {𝐵𝑘 : 𝑘 ⩽ 𝑞}使得𝐵 = 𝐵𝑘1 .

综合 1)和 2), 𝐵𝑘 = {𝑎𝑘𝑙 : 𝑙 ⩽ 𝑝𝑘} (𝑘 ⩽ 𝑞)是 𝑓𝐴

的所有参数约简. 2
3 算算算例例例分分分析析析

设 𝑓𝐴是𝑈上的软集. 使用软集参数约简的新方

法,计算 𝑓𝐴的参数约简和核的步骤如下.

Step 1: 输入软集 𝑓𝐴;

Step 2: 计算出 𝑓𝐴的辨识矩阵𝔇(𝑓𝐴);

Step 3: 给出 𝑓𝐴的辨识函数Δ(𝑓𝐴);

Step 4: 计算出Δ(𝑓𝐴)的最小标准式Δ∗(𝑓𝐴);

Step 5: 输出 𝑓𝐴的所有参数约简和核.

例例例 3 考虑例 1中的软集, 求其所有参数约简和

核.

Step 1: 输入例 1中的软集 𝑓𝐴.

Step 2: 得到 𝑓𝐴的辨识矩阵如下:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∅ {𝑎2} 𝐴

{𝑎2} ∅ {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4}
𝐴 {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4} ∅
𝐴 {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4} ∅
{𝑎2} ∅ {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4}
{𝑎1, 𝑎4} {𝑎1, 𝑎2, 𝑎4} {𝑎2, 𝑎3}

→
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←

𝐴 {𝑎2} {𝑎1, 𝑎4}
{𝑎1, 𝑎3, 𝑎4} ∅ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎4}

∅ {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4} {𝑎2, 𝑎3}
∅ {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4} {𝑎2, 𝑎3}

{𝑎1, 𝑎3, 𝑎4} ∅ {𝑎1, 𝑎2, 𝑎4}
{𝑎2, 𝑎3} {𝑎1, 𝑎2, 𝑎4} ∅

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Step 3: 得到 𝑓𝐴的辨识函数

Δ(𝑓𝐴) =

𝑎2
⋀
(𝑎2

⋁
𝑎3)

⋀
(𝑎1

⋁
𝑎4)

⋀
(𝑎1

⋁
𝑎2

⋁
𝑎4)

⋀
(𝑎1

⋁
𝑎3

⋁
𝑎4)

⋀
(𝑎1

⋁
𝑎2

⋁
𝑎3

⋁
𝑎4) =

𝑎2
⋀
(𝑎1

⋁
𝑎4).

Step 4: 得到Δ(𝑓𝐴)的最小标准式

Δ∗(𝑓𝐴) = (𝑎1
⋀

𝑎2)
⋁
(𝑎2

⋀
𝑎4).

Step 5: 得到 𝑓𝐴的所有参数约简为 {𝑎1, 𝑎2}和
{𝑎2, 𝑎4},并得到 𝑓𝐴的核为 core(𝑓𝐴) = {𝑎2}.
4 结结结 论论论

本文介绍了软集的辨识矩阵和辨识函数,给出了

软集参数约简方法. 所提出的方法是借助信息系统的

属性约简得到的,而其他软集参数约简方法则不涉及

信息系统,且往往是考虑特定条件下的软集参数约简.

算例分析表明,所提出的方法简便、好用.
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