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摘 要: 研究一类具有随机采样特性的网络化系统𝐻∞滤波问题.通过将传感器的随机采样过程建模成马尔可夫

链,将数据量化作用转化为模型的参数不确定性,并用二值随机变量描述丢包过程,从而用一个多随机变量的马尔可

夫不确定性模型来描述滤波误差系统.应用Lyapunov稳定性理论和随机系统分析方法,导出了滤波误差系统随机稳

定且具有给定𝐻∞性能的充分条件,并给出了滤波器的设计方法. 仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: The 𝐻∞ filtering problem is considered for a class of networked systems with stochastic sampling. The stochastic

sampling process of sensors is described as a Markov chain, the effect of signal quantization is transformed into the parameter

uncertainty of the model, then a set of binary variables are introduced to model the random packet loss process, thus a

uncertain Markovian model with multiple random variables is obtained to describe the resulting filtering error system. Based

on the Lyapunov stability theory and stochastic analysis method, some conditions are derived such that the filtering error

system is stochastic stable and achieves a prescribed 𝐻∞ performance, the design procedure of the filter is also provided. A

simulation is given to demonstrate the effectiveness of the proposed results.
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0 引引引 言言言

近年来,由控制对象和各子系统通过网络连接构

成的网络化控制系统以其成本低、设计灵活、易于扩

展和维护等优点受到了广泛关注,逐步成为当前学术

界及工业界研究的热点. 在过去的 10余年里,已经出

现了许多有效的网络化控制系统分析与设计方法,如

时滞系统方法、切换系统方法、随机系统方法等[1-3].

除了控制问题, 网络化系统的滤波问题也越来

越受到人们的重视. 目前, 国内外学者已经提出了

许多网络环境下的滤波器设计结果, 包括Kalman滤

波[4]、𝐻∞滤波等[5-7]. 但现有的研究普遍假设系统的

采样周期是固定的, 而在实际的网络化系统中, 采用

固定的采样周期无法使系统的性能达到最优[8]. 另一

方面,网络环境的随机性使得许多学者开始关注具有

随机采样特性的网络化系统分析与设计问题,但这方

面的研究成果有限[9-10]. 文献 [10]研究了一类具有随

机采样策略的𝐻∞滤波问题,其中假设不同采样周期

发生的概率恒定且服从伯努利分布,进而将具有随机

采样特性的滤波系统建模成一个具有多个随机变量

的随机时滞系统.最后,基于Lyapunov稳定性理论和

时滞系统方法,给出了滤波器的设计算法. 虽然在文

献 [9-10]中已经考虑了随机采样问题,但仍有许多极

具挑战性的问题有待解决. 例如,上述研究采用的输

入时滞处理方法只适用于采样周期个数较少的情况,

当这种方法被推广到更具一般性的情形时,将产生大

量的随机变量和时延因子,使得系统稳定性分析和滤

波器设计过程变得非常复杂. 因此,如何寻求一种更

具一般性的方法仍需进一步研究,这也是本文研究的

动机之一.此外, 网络的引入也不可避免地带来一些

新的问题,如有限的带宽资源使得信号在发送前必须
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经过量化处理,而通信链路的不可靠导致了随机丢包

问题[11-14]. 但上述问题尚未被综合研究,主要难点在

于当采用文献 [9-10]中的输入时滞方法来研究随机

采样问题时, 若进一步考虑随机丢包和量化等问题,

所得到的滤波误差系统将是一个非常复杂的动态系

统,其分析更加困难.

本文研究了一类具有随机采样特性的网络化系

统𝐻∞滤波问题,同时考虑了数据量化及随机丢包等

网络诱导因素,更符合实际的网络化系统.对象的量

测信息通过传感器采样后经由网络传输到滤波器,定

义采样间隔的取值范围是一个给定的有限集合,不同

采样间隔之间的切换过程可视为具有有限模态的随

机系统.基于Lyapunov稳定性理论和LMI方法,导出

了滤波误差系统随机稳定且具有给定𝐻∞性能的充

分条件,并给出了滤波器的设计方法. 最后通过仿真

算例验证了所述设计方法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

本文考虑的滤波策略如图 1所示,对象由如下的

线性时不变模型描述:{
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛1为系统的状态向量; 𝑤(𝑡) ∈ 𝑹𝑛2为

能量有界的外部扰动信号,属于𝐿2[0,∞); 𝑧(𝑡) ∈ 𝑹𝑛3

为需要估计的信号; 𝐴,𝐵和𝐿分别为维数适当的已知

矩阵.
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图 1 滤波系统的结构示意图

对象的量测输出 𝑦(𝑡𝑘) ∈ 𝑹𝑚通过𝑚个传感器

节点在离散时刻 𝑡𝑘采样并传输, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . 定义

采样间隔ℎ𝑘 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = 𝑚𝑘𝑇0, 其中𝑇0为系统的

基本采样周期, 𝑚𝑘 ∈ {𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑠}, 故ℎ𝑘 ∈ {𝑖1𝑇0,

𝑖2𝑇0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑠𝑇0}. 经采样后系统 (1)的离散化模型为⎧⎨⎩
𝑥(𝑡𝑘+1) = 𝐴𝑘𝑥(𝑡𝑘) +𝐵𝑘𝑤(𝑡𝑘),

𝑦(𝑡𝑘) = 𝐶𝑥(𝑡𝑘) +𝐷𝑤(𝑡𝑘),

𝑧(𝑡𝑘) = 𝐿𝑥(𝑡𝑘).

(2)

其中: 𝐴𝑘 = e𝐴ℎ𝑘 , 𝐵𝑘 = 𝐵
w ℎ𝑘

0
e𝐴𝜏d𝜏 . 记𝐴0 = e𝐴𝑇0 ,

𝐵0=𝐵
w 𝑇0

0
e𝐴𝜏d𝜏 ,可得𝐴𝑘=𝐴0

𝑚𝑘 , 𝐵𝑘=

𝑚𝑘−1∑
𝑖=0

𝐴0
𝑖𝐵0.

可见系统 (2)中参数矩阵𝐴𝑘和𝐵𝑘的取值与采样间隔

ℎ𝑘相关.假设不同采样周期的切换过程满足马尔可夫

性,并以一个马尔可夫链𝜎(𝑘) ∈ Γ = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}描

述,相应的概率转移矩阵Π = [𝜎𝑖𝑗 ]如下:

𝜎𝑖𝑗 = Prob{𝜎(𝑘 + 1) = 𝑗∣𝜎(𝑘) = 𝑖},
𝑠∑

𝑗=1

𝜎𝑖𝑗 = 1, ∀𝑖, 𝑗 ∈ Γ . (3)

进而系统 (2)可表示为⎧⎨⎩
𝑥(𝑡𝑘+1) = 𝐴𝜎(𝑘)𝑥(𝑡𝑘) +𝐵𝜎(𝑘)𝑤(𝑡𝑘),

𝑦(𝑡𝑘) = 𝐶𝑥(𝑡𝑘) +𝐷𝑤(𝑡𝑘),

𝑧(𝑡𝑘) = 𝐿𝑥(𝑡𝑘).

(4)

注注注 1 不同于文献 [9-10]中将随机采样过程转

化为具有多个随机变量和时延因子的随机时滞系统,

本文采用马尔可夫链描述随机采样过程,这种方法更

简单,且适用于采样间隔个数较多的情况.

为估计信号 𝑧(𝑡𝑘),考虑如下结构的滤波器:{
𝑥𝑓 (𝑡𝑘+1) = 𝐴𝑓𝑥𝑓 (𝑡𝑘) +𝐵𝑓𝑦(𝑡𝑘),

𝑧𝑓 (𝑡𝑘) = 𝐶𝑓𝑥𝑓 (𝑡𝑘).
(5)

其中: 𝑥𝑓 (𝑡𝑘) ∈ 𝑹𝑛1为滤波器的状态; 𝑦(𝑡𝑘) ∈ 𝑹𝑚为

滤波器的输入; 𝑧𝑓 (𝑡𝑘) ∈ 𝑹𝑛3为信号 𝑧(𝑡𝑘)的估计值;

𝐴𝑓 ,𝐵𝑓 ,𝐶𝑓为待设计的滤波器参数矩阵.

由于传感器与滤波器之间的信号通过网络进行

传输,有限的带宽资源使得信号在发送前必须经过量

化处理, 而通信链路的不可靠导致了随机丢包问题.

以下考虑量化及丢包等网络诱导因素对系统性能的

影响.首先考虑量化问题,本文采用的对数量化器可

由如下分段函数表示:

𝑄(𝑣) =

⎧⎨⎩
𝜌𝑖𝑢0,

𝑢𝑖

1 + 𝛿
< 𝑣 ⩽ 𝑢𝑖

1− 𝛿
, 𝑣 > 0;

0, 𝑣 = 0;

−𝑄(−𝑣), 𝑣 < 0.

(6)

对应的量化误差可表示为[15]

𝑒𝑄(𝑣) = 𝑄(𝑣)− 𝑣 = Δ𝑣, Δ ∈ [−𝛿, 𝛿]. (7)

其中: 𝛿 =
1− 𝜌

1 + 𝜌
为量化器的最大误差系数, 𝜌为量化

密度,量化密度越大,量化精度越高. 由式 (6)可得各

个量化器的输出 𝑦𝑖(𝑡𝑘) = 𝑄(𝑦𝑖(𝑡𝑘)), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

基于式 (7),量化器输出亦可表示为

𝑦(𝑡𝑘) = (𝐼 +Δ(𝑡𝑘))𝑦(𝑡𝑘). (8)

其中

Δ(𝑡𝑘) = diag{Δ1(𝑡𝑘),Δ2(𝑡𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝑚(𝑡𝑘)},

Δ𝑖(𝑡𝑘) ∈ [−𝛿𝑖, 𝛿𝑖], 𝛿𝑖 =
1− 𝜌𝑖
1 + 𝜌𝑖

, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

通信链路的不可靠将导致数据包丢失,因此,引

入随机二进制切换序列𝛼𝑖(𝑡𝑘)描述各信道丢包过程,

并作如下定义: 𝛼𝑖(𝑡𝑘) ∈ {0, 1}, Prob{𝛼𝑖(𝑡𝑘) = 1} =

𝛼̄𝑖, ∀𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}. 𝛼𝑖(𝑡𝑘) = 1表示 𝑡𝑘时刻传感器

𝑖的数据成功送达,滤波器输入 𝑦𝑖(𝑡𝑘) = 𝑦𝑖(𝑡𝑘), 反之,

表示发生丢包,滤波器采用上一时刻成功接收到的数
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据进行状态更新,即 𝑦𝑖(𝑡𝑘) = 𝑦𝑖(𝑡𝑘−1),易知各信道丢

包率𝛽𝑖 = 1− 𝛼̄𝑖. 综合以上分析,滤波器输入为

𝑦(𝑡𝑘) = Λ(𝑡𝑘)(𝐼 +Δ(𝑡𝑘))𝑦(𝑡𝑘) + (𝐼 − Λ(𝑡𝑘))𝑦(𝑡𝑘−1),

(9)

其中

Λ(𝑡𝑘) = diag{𝛼1(𝑡𝑘), 𝛼2(𝑡𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑚(𝑡𝑘)}.
定义 𝜂(𝑡𝑘) = [ 𝑥T(𝑡𝑘) 𝑥𝑓

T(𝑡𝑘) 𝑦T(𝑡𝑘−1) ]
T, 根

据式 (4), (5)和 (9),可得滤波误差系统{
𝜂(𝑡𝑘+1) = 𝐴𝜎(𝑘)𝜂(𝑡𝑘) + 𝐵̄𝜎(𝑘)𝑤(𝑡𝑘),

𝑒(𝑡𝑘) = 𝐶𝜂(𝑡𝑘).
(10)

其中

𝐴𝜎(𝑘)=

⎡⎢⎣ 𝐴𝜎(𝑘) 0 0

𝐵𝑓Λ(𝑡𝑘)(𝐼 +Δ(𝑡𝑘))𝐶 𝐴𝑓 𝐵𝑓 (𝐼− Λ(𝑡𝑘))

Λ(𝑡𝑘)(𝐼 +Δ(𝑡𝑘))𝐶 0 𝐼 − Λ(𝑡𝑘)

⎤⎥⎦ ,

𝐵̄𝜎(𝑘) =

⎡⎢⎣ 𝐵𝜎(𝑘)

𝐵𝑓Λ(𝑡𝑘)(𝐼 +Δ(𝑡𝑘))𝐷

Λ(𝑡𝑘)(𝐼 +Δ(𝑡𝑘))𝐷

⎤⎥⎦ , 𝐶 =

⎡⎢⎣ −𝐿T

𝐶T
𝑓

0

⎤⎥⎦
T

.

本文针对随机系统 (4),设计滤波器 (5)中的参数

矩阵,使得系统 (10)满足给定的性能要求. 为此,首先

引入以下定义及引理.

定定定义义义 1 [16] 若对于任意的初始条件𝑥0 ∈ 𝑹𝑛1 ,

𝜎0 ∈ Γ ,当外部扰动信号𝑤(𝑡𝑘) ≡ 0时,有

𝐸
{ ∞∑

𝑘=0

∥𝜂(𝑡𝑘)∥2∣𝑥0, 𝜎0

}
< ∞, (11)

则称滤波误差系统 (10)是随机稳定的.

定定定义义义 2 [16] 若滤波误差系统 (10)随机稳定, 且

在零初始条件下对于任意给定的标量 𝛾 > 0,有

𝐸
{ ∞∑

𝑘=0

∥𝑒(𝑡𝑘)∥2
}
⩽ 𝛾2

∞∑
𝑘=0

∥𝑤(𝑡𝑘)∥2, (12)

则称滤波误差系统 (10)具有给定的𝐻∞性能 𝛾.

引引引理理理 1 [17] 给定适当维数的矩阵𝑋1、𝑋2、𝑋3,

𝑋1满足𝑋1 = 𝑋1
T,则

𝑋1 +𝑋2Δ𝑋3 +𝑋3
TΔT𝑋2

T < 0, (13)

对于任意满足ΔTΔ < 𝐼的Δ成立, 当且仅当存在标

量 𝜀 > 0,使得

𝑋1 + 𝜀−1𝑋2𝑋2
T + 𝜀𝑋3

T𝑋3 < 0. (14)

2 主主主要要要结结结果果果

本节将导出使得滤波误差系统 (10)随机稳定且

具有给定𝐻∞性能的充分条件,并给出滤波器的设计

方法.

定定定理理理 1 对于给定的概率转移矩阵Π 及标量

𝛾 > 0, 若存在矩阵𝑃𝑖 > 0及标量 𝜀 > 0, 使得对于任

意 𝑖 ∈ Γ ,不等式

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑃𝑖 0 𝐴T
𝑖 (𝑁T−𝑅T)Φ̂ 𝐶T 𝜀𝑁TΞ 0

∗ −𝛾2𝐼 𝐵̂T
𝑖 𝐷TΦ̂ 0 𝜀𝐷TΞ 0

∗ ∗ −𝑃−1
𝑖 0 0 0 𝑀 Λ̄

∗ ∗ ∗ 𝑃𝑖 0 0 Φ̂T

∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝜀𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝜀𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0

(15)

成立, 则滤波误差系统 (10)是随机稳定的, 同时具有

给定的𝐻∞性能 𝛾. 其中

𝑃𝑖 =

𝑠∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑃𝑗 , 𝐴𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝐴𝑖 0 0

𝐵𝑓 Λ̄𝐶 𝐴𝑓 𝐵𝑓 (𝐼 − Λ̄)

Λ̄𝐶 0 𝐼 − Λ̄

⎤⎥⎦ ,

𝐵̂𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝐵𝑖

𝐵𝑓 Λ̄𝐷

Λ̄𝐷

⎤⎥⎦ , 𝑀 =

⎡⎢⎣ 0

𝐵𝑓

𝐼

⎤⎥⎦ , 𝑁 = [ 𝐶 0 0 ],

𝑅 = [ 0 0 𝐼 ], Φ̂ = [ 𝜃1Φ1𝑀
T ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃𝑚Φ𝑚𝑀T ],

𝜃𝑖 =
√

𝛼̄𝑖 − 𝛼̄2
𝑖 , Φ𝑖 = diag{0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0,︸ ︷︷ ︸

𝑖−1

1, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑚−𝑖

},

Λ̄ = diag{𝛼̄1, 𝛼̄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼̄𝑚}, Ξ = diag{𝛿1, 𝛿2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑚},
𝑃𝑖 = diag{−𝑃−1

𝑖 ,−𝑃−1
𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑃−1

𝑖︸ ︷︷ ︸
𝑚

}.

证证证明明明 首先,考虑系统 (10)的随机稳定性. 外部

扰动信号𝑤(𝑡𝑘) ≡ 0时,选取Lyapunov函数

𝑉 (𝑡𝑘) = 𝜂T(𝑡𝑘)𝑃𝜎(𝑘)𝜂(𝑡𝑘). (16)

假设随机系统 (4)在 𝑡𝑘时刻处于状态 𝑖, 𝑡𝑘+1时刻切换

至状态 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ Γ ,由式 (16)可得

𝐸[Δ𝑉 (𝑡𝑘)] = 𝐸[𝑉 (𝑡𝑘+1)− 𝑉 (𝑡𝑘)] =

𝐸
{
𝜂T(𝑡𝑘)

[ 𝑠∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝐴
T
𝑖 𝑃𝑗𝐴𝑖 − 𝑃𝑖

]
𝜂(𝑡𝑘)

}
. (17)

记𝑃𝑖 =

𝑠∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑃𝑗 ,可将式 (17)改写为

𝐸[Δ𝑉 (𝑡𝑘)] = 𝐸{𝜂T(𝑡𝑘)[𝐴T
𝑖 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝑃𝑖]𝜂(𝑡𝑘)}. (18)

分别记

Λ(𝑡𝑘)− Λ̄ =

𝑚∑
𝑖=1

(𝛼𝑖(𝑡𝑘)− 𝛼̄𝑖)Φ𝑖,

Ω1𝑖 = 𝐴𝑖 +𝑀 Λ̄Δ(𝑡𝑘)𝑁,

Ω2𝑗 = 𝑀Φ𝑗((𝐼 +Δ(𝑡𝑘))𝑁 −𝑅),

由式 (18)可得

𝐸[Δ𝑉 (𝑡𝑘)] = 𝜂T(𝑡𝑘)Ψ𝑖𝜂(𝑡𝑘). (19)

其中

Ψ𝑖 = Ω1𝑖
T𝑃𝑖Ω1𝑖 +

𝑚∑
𝑗=1

𝜃𝑗
2Ω2𝑗

T𝑃𝑖Ω2𝑗 − 𝑃𝑖.
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根据 Schur引理, 𝐸[Δ𝑉 (𝑡𝑘)] < 0等价于

Ω3𝑖 + Ω4Ξ
−1Δ(𝑡𝑘)Ω5 + Ω5

T[Ξ−1Δ(𝑡𝑘)]
TΩ4

T < 0.

(20)

其中

Ω4 = [ ΞT𝑁 0 0 ]T, Ω5 = [ 0 Λ̄𝑀T Φ̂ ],

Ω3𝑖 =

⎡⎢⎣ −𝑃𝑖 𝐴T
𝑖 (𝑁T −𝑅T)Φ̂

∗ −𝑃−1
𝑖 0

∗ ∗ 𝑃𝑖

⎤⎥⎦ .

注意到式 (20)中 [Ξ−1Δ(𝑡𝑘)]
TΞ−1Δ(𝑡𝑘) < 𝐼 , 根据引

理 1及Schur引理,式 (20)成立当且仅当下式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑃𝑖 𝐴T
𝑖 (𝑁T −𝑅T)Φ̂ 𝜀𝑁TΞ 0

∗ −𝑃−1
𝑖 0 0 𝑀 Λ̄

∗ ∗ 𝑃𝑖 0 Φ̂T

∗ ∗ ∗ −𝜀𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝜀𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0.

(21)

由式 (15)可推出式 (21),即𝐸[Δ𝑉 (𝑡𝑘)] < 0,因此

𝐸[𝑉 (𝑡𝑘+1)∣𝑥𝑡𝑘 , 𝜎𝑡𝑘 ] < 𝑉 (𝑡𝑘). 进而, 存在标量 0 <

𝜇 < 1, 使得𝐸[𝑉 (𝑡𝑘+1)∣𝑥𝑡𝑘 , 𝜎𝑡𝑘 ] < 𝜇𝑉 (𝑡𝑘), 递推可得

𝐸[𝑉 (𝑡𝑘)∣𝑥𝑡0 , 𝜎𝑡0 ] < 𝜇𝑘𝑉 (𝑡0),从而

𝐸
[ ℎ∑
𝑘=0

𝑉 (𝑡𝑘)∣𝑥𝑡0 , 𝜎𝑡0

]
⩽

1 + 𝜇+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜇ℎ𝑉 (𝑡0) =
1− 𝜇ℎ+1

1− 𝜇
𝑉 (𝑡0). (22)

设𝜒 = min
𝑖∈Γ

𝜆min(𝑃𝑖), 并对式 (22)两边分别取极

限ℎ → ∞,可得

𝐸
[ ∞∑
𝑘=0

∥𝜂(𝑡𝑘)∥2∣𝑥𝑡0 , 𝜎𝑡0

]
⩽ 1

(1− 𝜇)𝜒
𝑉 (𝑡0) < ∞.

(23)

根据定义 1,滤波误差系统 (10)是随机稳定的.

进一步考虑如下性能指标:

𝐽
Δ
= 𝐸

{ ∞∑
𝑘=0

[𝑒T(𝑡𝑘)𝑒(𝑡𝑘)− 𝛾2𝑤T(𝑡𝑘)𝑤(𝑡𝑘)]
}
, (24)

在零初始条件下,由式 (24)及𝐸[Δ𝑉 (𝑡𝑘)] < 0可得

𝐽 ⩽ 𝐸
{ ∞∑

𝑘=0

[𝑒T(𝑡𝑘)𝑒(𝑡𝑘)− 𝛾2𝑤T(𝑡𝑘)𝑤(𝑡𝑘) + Δ𝑉 ]
}
=

∞∑
𝑘=0

𝜂T(𝑡𝑘)Ψ̃𝑖𝜂(𝑡𝑘). (25)

其中

Ψ̃𝑖 = Ω6𝑖 + ΩT
7 Δ(𝑡𝑘)Ω

T
8 + Ω8Δ(𝑡𝑘)Ω7,

𝜂(𝑡𝑘) = [ 𝜂T(𝑡𝑘) 𝑤T(𝑡𝑘) ]
T,

Ω7 = [ 𝑁 𝐷 0 0 0 ],

Ω8 = [ 0 0 Λ̄T𝑀T Φ̂ 0 ]T,

Ω6𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑃𝑖 0 𝐴T
𝑖 (𝑁T −𝑅T)Φ̂ 𝐶T

∗ −𝛾2𝐼 𝐵̂T
𝑖 𝐷TΦ̂ 0

∗ ∗ −𝑃−1
𝑖 0 0

∗ ∗ ∗ 𝑃𝑖 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

由引理 1、Schur引理和式 (15),可得 Ψ̃𝑖 < 0,即 𝐽

< 0. 因此, 由定义 2可知, 滤波误差系统 (10)具有给

定的𝐻∞性能 𝛾. 2
定理 1中存在滤波器参数和未知矩阵的耦合现

象,无法直接求得滤波器增益.下面将给出滤波器参

数矩阵的求解方法.

定定定理理理 2 给定概率转移矩阵Π 及标量 𝛾 > 0,

若存在矩阵𝐺𝑖, 𝐴𝐹 = 𝐺𝑓
T𝐴𝑓 , 𝐵𝐹 = 𝐺𝑓

T𝐵𝑓 , 𝐶𝐹 =

𝐶𝑓
T, 𝑃𝑖 > 0和标量 𝜀 > 0,对于任意 𝑖 ∈ Γ ,不等式[

Σ1𝑖 Σ2𝑖

∗ Σ3𝑖

]
< 0, (26)

𝑃𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝑃𝑖11 𝑃𝑖12 𝑃𝑖13

∗ 𝑃𝑖22 𝑃𝑖23

∗ ∗ 𝑃𝑖33

⎤⎥⎦ > 0 (27)

成立,则系统 (10)随机稳定且具有给定的𝐻∞性能 𝛾,

相应的滤波器参数矩阵为⎧⎨⎩
𝐴𝑓 = 𝐺𝑓

−T𝐴𝐹 ,

𝐵𝑓 = 𝐺𝑓
−T𝐵𝐹 ,

𝐶𝑓 = 𝐶𝐹
T.

(28)

其中

Σ2𝑖 =

⎡⎢⎣ (𝑁T −𝑅T)Φ̃𝑖 𝐶T 𝜀𝑁TΞ 0

𝐷TΦ̃ 0 𝜀𝐷TΞ 0

0 0 0 𝐺𝑖
T𝑀 Λ̄

⎤⎥⎦ ,

Φ̃𝑖 =

⎡⎢⎢⎣
𝜃1𝐺𝑖

T𝑀Φ1

...

𝜃𝑚𝐺𝑖
T𝑀Φ𝑚

⎤⎥⎥⎦ , 𝐺𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝐺𝑖11 𝐺𝑖12 𝐺𝑖13

𝐺𝑓 𝐺𝑓 0

𝐺𝑖31 𝐺𝑖32 𝐺𝑖33

⎤⎥⎦ ,

Σ1𝑖 =

⎡⎢⎣ −𝑃𝑖 0 𝐴T
𝑖 𝐺𝑖

∗ −𝛾2𝐼 𝐵̂T
𝑖 𝐺𝑖

∗ ∗ 𝑃𝑖 −𝐺𝑖 −𝐺𝑖
T

⎤⎥⎦ ,

Σ3𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃𝑖 0 0 Φ̃T

∗ −𝐼 0 0

∗ ∗ −𝜀𝐼 0

∗ ∗ ∗ −𝜀𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑃𝑖 = diag{𝑃 −𝐺𝑖 −𝐺𝑖
T, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 −𝐺𝑖 −𝐺𝑖

T︸ ︷︷ ︸
𝑚

}.

证证证明明明 由式 (26)可知𝑃𝑖−𝐺𝑖−𝐺𝑖
T < 0,而𝑃𝑖 >

0,故𝐺𝑖+𝐺𝑖
T > 0,根据 (𝑃𝑖 −𝐺𝑖)

T𝑃−1
𝑖 (𝑃𝑖−𝐺𝑖) ⩾ 0,

可得𝑃𝑖 −𝐺𝑖 −𝐺𝑖
T ⩾ −𝐺𝑖

T𝑃−1
𝑖 𝐺𝑖. 由式 (26)可得
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Σ4𝑖 Σ5𝑖

∗ Σ6

]
< 0. (29)

其中

Σ4𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑃𝑖 0 𝐴T

𝑖 𝐺𝑖 (𝑁T −𝑅T)Φ̃

∗ −𝛾2𝐼 𝐵̂T
𝑖 𝐺𝑖 𝐷TΦ̃

∗ ∗ −𝐺𝑖
T𝑃−1

𝑖 𝐺𝑖 0

∗ ∗ ∗ 𝑃 ′
𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Σ5𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶T 𝜀𝑁TΞ 0

0 𝜀𝐷TΞ 0

0 0 𝐺𝑖
T𝑀 Λ̄

0 0 Φ̃T

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , Σ6 =

[
−𝐼 0

0 −𝜀𝐼

]
,

𝑃 ′
𝑖 = diag{−𝐺𝑖

T𝑃−1
𝑖 𝐺𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝐺𝑖

T𝑃−1
𝑖 𝐺𝑖︸ ︷︷ ︸

𝑚

}.

分别对式 (29)左乘 diag{𝐼, 𝐼,𝐺𝑖
−T, 𝐺𝑖

−T︸ ︷︷ ︸
𝑚+1

, 𝐼, 𝐼, 𝐼},

并右乘其转置, 可得式 (15), 因此滤波误差系统 (10)

随机稳定且具有给定𝐻∞性能 𝛾. 2
注注注 2 式 (26)和 (27)中的LMIs关于未知矩阵

和标量 𝛾2都是线性的,因此,使系统 (10)性能最优的

滤波器参数可通过如下具有LMIs约束的优化问题来

求解:

min 𝛾2,

s.t.式 (26) and (27). (30)

若优化问题 (30)有解, 则滤波误差系统 (10)的最优

𝐻∞性能 𝛾∗ =
√

𝛾2
min, 且滤波器参数矩阵由式 (28)

给出.

3 仿仿仿真真真示示示例例例

考虑文献 [5]中的弹簧系统,相应系数矩阵如下:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1 0

0 0 0 1

−2 1 −0.5 0

2 −2 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

0 0

1 0

2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐿=[ 1 1 0 0 ], 𝐶=

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
, 𝐷=

[
0 0.1

0 0.1

]
.

设基本采样周期𝑇0 = 0.1 s, 传感器的采样间隔

在Γ = {𝑇0, 3𝑇0}内切换,且概率转移矩阵

Π =

[
0.6 0.4

0.6 0.4

]
.

在所考虑的网络化滤波系统中, 系统的输出 𝑦1和 𝑦2

经由两个传感器测量并通过网络传输至远程的滤波

器,设对应量化器的量化密度分别为 𝜌1=0.9, 𝜌2=0.8,

数据成功传输的概率分别为 𝛼̄1 = 0.9, 𝛼̄2 = 0.8. 求解

优化问题 (30)可得 𝛾∗ = 1.041 3, 对应的滤波器参数

矩阵如下:

𝐴𝑓 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.089 3 −0.196 4 0.063 5 0.037 3

−0.047 7 −0.138 8 0.157 9 −0.010 3

−0.316 2 −0.549 0 0.759 5 −0.086 5

0.712 3 −1.522 6 0.463 8 0.301 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵𝑓 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−0.654 7 −0.352 2

−0.614 1 −0.695 7

−0.463 3 −0.462 2

−0.338 6 −0.780 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐶𝑓 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1.001 7

−0.998 9

0.007 9

−0.005 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
T

.

根据给定概率转移矩阵Π 随机生成马尔可夫链

𝜎(𝑘)如图 2所示,其中: 𝜎(𝑘) = 1表示采样间隔为𝑇0,

𝜎(𝑘) = 2表示采样间隔为 3𝑇0. 𝑘 ∈ [0, 30]时, 扰动信

号𝑤(𝑡𝑘)在 [−3, 3]随机分布, 当 𝑘 > 30时恒为零. 图

3给出了待估信号 𝑧(𝑡𝑘)及其估计值 𝑧𝑓 (𝑡𝑘)的状态轨

迹,滤波误差 𝑒(𝑡𝑘)及随机噪声𝑤(𝑡𝑘)的轨迹如图 4所

示,计算可得√√√⎷ ∞∑
𝑘=0

∥𝑒(𝑡𝑘)∥2
/ ∞∑

𝑘=0

∥𝑤(𝑡𝑘)∥2 = 0.248 9 <𝛾∗. (31)

由此可知本文滤波器设计方法是有效的.
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图 2 马尔可夫链𝜎(𝑘)
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图 3 𝑧(𝑡𝑘)和 𝑧𝑓 (𝑡𝑘)的状态轨迹
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图 4 𝑒(𝑡𝑘)和𝑤(𝑡𝑘)的状态轨迹
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考虑随机丢包及量化误差对系统𝐻∞性能的影

响. 表 1给出了量化密度 𝜌2与滤波误差系统𝐻∞性

能的对应关系, 其中 𝜌1 = 0.9, 𝛼̄𝑖 = 0.9. 由表 1可知,

系统𝐻∞性能随单个量化器的量化精度降低而下降.

表 2给出了丢包率 𝛽2与系统𝐻∞性能的关系, 其中

𝜌𝑖 = 0.9, 𝛽1 = 0.1. 可见若某个通信链路丢包率增大,

系统𝐻∞性能将随之下降.

表 1 量化密度与𝐻∞性能之间的关系

𝜌2 0.9 0.7 0.5 0.3 0.1

𝛾∗ 0.875 6 1.074 8 1.515 3 2.288 8 3.786 6

表 2 丢包率与𝐻∞性能之间的关系

𝛽2 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

𝛾∗ 0.875 6 0.991 3 1.058 2 1.077 3 1.082 2

4 结结结 论论论

本文研究了一类具有随机采样特性的网络化系

统𝐻∞滤波问题,同时考虑了随机采样、数据量化和

随机丢包等问题对系统性能的影响,更符合实际的网

络化系统.将滤波误差系统建模成一个包含随机变量

及不确定性参数的马尔可夫模型, 基于Lyapunov稳

定性理论及LMI方法,导出了滤波误差系统随机稳定

且具有给定𝐻∞性能的充分条件,并给出了滤波器的

设计方法. 最后通过仿真算例验证了本文方法的有效

性.
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