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摘 要: 利用确定性鲁棒控制方法对参数摄动的最坏情况进行研究,设计出的控制器具有较大的保守性和较高的控

制成本. 针对这一问题,建立范数有界型参数不确定性系统模型,分析系统性能的置信概率与参数不确定性随机向量

的范数边界之间的关系,提出一种基于概率估计的鲁棒𝐻∞控制方法,该方法能以有限的迭代步数给出一个与系统

性能置信概率相关的鲁棒𝐻∞控制器的可行解. 最后通过仿真实例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: The deterministic robust control method is used to analyze the worst case of parameter perturbation, which leads

to overly conservativeness and high control effort of the designed controller. By considering these problems, the model of

norm-bounded parameter uncertainty system is established; the relationship between the confidence probability of system

performance and the norm-bound of parameter uncertainty random vector is analyzed; the robust 𝐻∞control method based

on probability estimation is proposed, which can provide a feasible solution of robust 𝐻∞controller with related confidence

probability of system performance in a finite number of steps. Finally, the simulation example validates the effectiveness of

the proposed method.
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0 引引引 言言言

鲁棒控制方法可以分为两类: 一类是确定性鲁

棒控制方法,另一类是概率鲁棒控制方法. 确定性鲁

棒控制方法主要研究参数摄动的最坏情况,计算对应

于最坏情况的系统性能指标上界,设计出的控制器能

够保证广义反馈系统内部稳定, 具有较强的鲁棒性,

但也具有较大的保守性和较高的控制成本, 并且无

法判断超出性能指标上界后系统的鲁棒稳定性. 国

内外学者对确定性鲁棒控制方法进行了深入的研究,

求解该鲁棒控制问题的技术也比较成熟. Zhou等[1]提

出了Riccati解法,简化了求解确定性鲁棒控制问题的

复杂度. Gahinet等[2]提出了线性矩阵不等式 (LMI)解

法,开发出基于Matlab的LMI工具箱,极大地方便了

确定性鲁棒控制器的计算. 概率鲁棒控制方法[3-6]首

先假设系统中存在的参数不确定性具有概率特性,并

将其转换为独立同分布的随机变量;然后使用随机算

法分析系统性能或设计控制器;最后从概率置信水平

的角度阐明所设计控制器的可用性. 区别于确定性

鲁棒控制方法, 应用概率鲁棒控制方法进行设计,不

需要在整个参数不确定性集合上保证广义反馈系统

的稳定性, 而是在随机性和鲁棒性之间取得平衡, 给

出一个基于概率估计的结论,这样能够在很大程度上

减小控制器设计的保守性. 近年来,概率鲁棒控制方

法得到了广泛的研究和应用. 文献 [3]应用随机化策

略研究了最优化问题的概率可行解,并给出了所需采

集样本数与概率设置精度之间的关系.文献 [4]给出

了基于不确定性随机化和凸优化理论的概率鲁棒控

制器设计方法. 文献 [5]研究了线性参数变化系统控

制的概率设计方法. 文献 [6-7]介绍了基于Matlab开

发的RACT工具箱及其指令语句,为定义结构化不确
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定性和从概率观点分析鲁棒性问题提供了便捷的途

径. 文献 [8-10]应用随机化策略中的蒙特卡洛算法设

计了飞机的控制器. 文献 [11]给出了先进驾驶员辅助

系统的概率设计方法. 文献 [12]研究了受控离散混合

系统的概率可达性.

本文针对参数不确定性系统的概率鲁棒𝐻∞控

制问题,建立了范数有界型系统模型, 并分析了系统

性能的置信概率与参数不确定性随机变量的范数

边界之间的关系. 定义了控制器的鲁棒性置信概率

与鲁棒性边界概率, 提出了一种基于概率估计的鲁

棒𝐻∞控制器设计方法. 最后通过仿真实例验证了所

提出方法的有效性.

1 预预预备备备知知知识识识和和和问问问题题题描描描述述述

考虑如下参数不确定性系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇ = 𝐴(𝑞)𝑥+𝐵(𝑞)𝑢,

𝑦 = 𝐶(𝑞)𝑥+𝐷(𝑞)𝑢.
(1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛为状态变量; 𝑢 ∈ 𝑹𝑝为输入变量; 𝑦 ∈
𝑹𝑞为输出变量; 𝐴(𝑞), 𝐵(𝑞), 𝐶(𝑞), 𝐷(𝑞)为含有参数不

确定性 𝑞 ∈ 𝑹𝑚的系数矩阵.

将𝐴(𝑞), 𝐵(𝑞), 𝐶(𝑞), 𝐷(𝑞)表示为如下形式:⎧⎨⎩

𝐴(𝑞) = 𝐴+ 𝐸𝐴Δ𝐴𝐹𝐴,

𝐵(𝑞) = 𝐵 + 𝐸𝐵Δ𝐵𝐹𝐵 ,

𝐶(𝑞) = 𝐶 + 𝐸𝐶Δ𝐶𝐹𝐶 ,

𝐷(𝑞) = 𝐷 + 𝐸𝐷Δ𝐷𝐹𝐷.

(2)

其中: Δ𝐴,Δ𝐵 ,Δ𝐶 ,Δ𝐷为不确定参数矩阵, 且满足

∥Δ𝐴∥2 ⩽ 1, ∥Δ𝐵∥2 ⩽ 1, ∥Δ𝐶∥2 ⩽ 1, ∥Δ𝐷∥2 ⩽ 1; 𝐸𝐴,

𝐸𝐵 , 𝐸𝐶 , 𝐸𝐷和𝐹𝐴, 𝐹𝐵 , 𝐹𝐶 , 𝐹𝐷分别为具有适当维数

的加权矩阵. 令分块对角矩阵Δ = diag(Δ𝐴,Δ𝐵 ,Δ𝐶 ,

Δ𝐷), ∥Δ∥2 ⩽ 1. 则系统 (1)可以变换为⎧⎨⎩ 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐵1(Δ𝐶1𝑥+Δ𝐷12𝑢),

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷𝑢+𝐷21(Δ𝐶1𝑥+Δ𝐷12𝑢).
(3)

令 𝑧 = 𝐶1𝑥+𝐷12𝑢, 𝑤 = Δ𝑧,可得到如下具有标

准形式的范数有界型参数不确定性系统模型:

𝐺

⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵1𝑤 +𝐵2𝑢,

𝑧 = 𝐶1𝑥+𝐷12𝑢,

𝑦 = 𝐶2𝑥+𝐷21𝑤 +𝐷22𝑢,

𝑤 = Δ𝑧, ∥Δ∥2 ⩽ 1. (4)

在式 (3)和 (4)中,有

𝐵1 = [𝐸𝐴 𝐸𝐵 0 0], 𝐶1 = [𝐹𝐴 0 𝐹𝐶 0]T,

𝐷21 = [0 0 𝐸𝐶 𝐸𝐷], 𝐷12 = [0 𝐹𝐵 0 𝐹𝐷]T,

𝐵2 = 𝐵, 𝐶2 = 𝐶.

对不确定参数 𝑞𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)作标准化处理

𝑞𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝑤𝑖𝛿𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (5)

其中: 𝑐𝑖为 𝑞𝑖的标称点; 𝑤𝑖为 𝑞𝑖摄动的最大模值, 即

𝑤𝑖 = max(∣𝑞𝑖min∣, ∣𝑞𝑖max∣); 𝛿𝑖为标准化后的参数不确
定性随机变量 (简称随机变量),满足 ∣𝛿𝑖∣ ⩽ 1.

根据式 (5),将 𝑞 = [𝑞1, 𝑞2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞𝑚] ∈ 𝑹𝑚描述为

𝑞 = 𝑐+ 𝑤 ∘𝑋. (6)

其中: 𝑐 = [𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑚] ∈ 𝑹𝑚为标称点向量; 𝑤 =

[𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑚] ∈ 𝑹𝑚为最大模值向量, 即加权向

量; 𝑋 = [𝛿1, 𝛿2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑚] ∈ 𝑹𝑚为标准化后的参数不

确定性随机向量 (简称随机向量),且满足 ∥𝑋∥∞ ⩽ 1.

注 1 对角矩阵Δ中可能含有重复的随机变量

𝛿𝑖, 为了简化推导, 下文针对随机向量𝑋进行分析和

设计. 𝑋包含了Δ中所有的随机变量 𝛿𝑖, 各个随机变

量之间相互独立,且 ∥𝑋∥∞ = ∥Δ∥∞.

当 sup ∥𝑋∥∞ = 1时, 对应着参数摄动的最坏

情况, 此时设计的控制器具有较大的保守性和较高

的控制成本. 本文通过缩小随机向量𝑋的范数边界

sup ∥𝑋∥∞设计出保守性较小的控制器, 再使用随机

算法 (RA)估计所设计控制器的鲁棒置信概率.

设 𝑟 = sup ∥𝑋∥∞(0 < 𝑟 < 1)为随机向量𝑋的范

数边界, 集合𝐷 = {𝑋 : ∥𝑋∥∞⩽1}, 集合𝐵𝑟 = {𝑋 :

∥𝑋∥∞ ⩽ 𝑟, 0 < 𝑟 < 1},集合𝐵𝑐
𝑟 = 𝐷 −𝐵𝑟. 当随机向

量𝑋 ∈ 𝐵𝑟 ⊂ 𝐷时,对应的系统模型 (4)中的Δ为

𝑤 = Δ𝑧, ∥Δ∥2 ⩽ 𝑟, 0 < 𝑟 < 1. (7)

设对角矩阵为Ξ , ∥Ξ ∥2 ⩽ 1,且Δ与Ξ 的关系为

Δ = 𝑟Ξ , 0 < 𝑟 < 1. (8)

将式 (8)代入 (3)中,可得

𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+ 𝑟𝐵1(Ξ𝐶1𝑥+ Ξ𝐷12𝑢),

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷𝑢+ 𝑟𝐷21(Ξ𝐶1𝑥+ Ξ𝐷12𝑢). (9)

令 𝑧 = 𝐶1𝑥+𝐷12𝑢, 𝑤 = Ξ 𝑧,可得到标准形式的

范数有界型参数不确定性系统模型

𝐺𝑟

⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑟𝐵1𝑤 +𝐵2𝑢,

𝑧 = 𝐶1𝑥+𝐷12𝑢,

𝑦 = 𝐶2𝑥+ 𝑟𝐷21𝑤 +𝐷22𝑢,

𝑤 = Ξ 𝑧, ∥Ξ ∥ ⩽ 1. (10)

本文关于概率鲁棒𝐻∞控制方法的研究均针对

系统模型 (10)展开.

2 主主主要要要结结结论论论

定理 1 设𝐺(𝑠)满足 (𝐴,𝐵2)可稳定, (𝐶2, 𝐴)可

检测, 当𝑋 ∈ 𝐵𝑟 ⊂ 𝐷时, 存在控制器𝐾𝑟使得系统

(10)内部稳定并满足 ∥𝑇𝑧𝑤∥∞ < 1的充要条件是, 以

下LMIs有正定解𝑅,𝑆:

𝑁T
𝑅

⎡⎢⎣ 𝐴𝑅+𝑅𝐴T 𝑅𝐶T
1 𝑟𝐵1

𝐶1𝑅 −𝛾𝐼 0

𝑟𝐵T
1 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎦𝑁𝑅 < 0, (11)
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𝑁T
𝑆

⎡⎢⎣ 𝑆𝐴+𝐴T𝑆 𝑟𝑆𝐵1 𝐶T
1

𝑟𝐵T
1 𝑆 −𝛾𝐼 0

𝐶1 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎦𝑁𝑆 < 0, (12)

[
𝑅 𝐼

𝐼 𝑆

]
⩾ 0, rank

[
𝑅 𝐼

𝐼 𝑆

]
⩽ 𝑛+ 𝑛𝐾 . (13)

其中: 𝑁𝑅 = [𝐵T
2 𝐷T

12 0]⊥, 𝑁𝑆 = [𝐶2 𝑟𝐷21 0]⊥, 𝑛和

𝑛𝐾分别为𝐺(𝑠)和𝐾(𝑠)的阶次.

证证证明明明 设范数有界型参数不确定性系统 (11)的

动态输出反馈控制器为

𝐾𝑟

⎧⎨⎩ 𝑥̇𝐾𝑟 = 𝐴𝐾𝑟𝑥𝐾𝑟 +𝐵𝐾𝑟𝑦,

𝑢 = 𝐶𝐾𝑟𝑥𝐾𝑟 +𝐷𝐾𝑟𝑦.
(14)

LFT联结时, 𝐹ℓ(𝐺𝑟,𝐾𝑟)的状态空间实现为[
𝐴𝑐 𝐵𝑐

𝐶𝑐 𝐷𝑐

]
=⎡⎢⎢⎣

𝐴+𝐵2𝐷𝐾𝐶2 𝐵2𝐶𝐾 𝑟𝐵1 + 𝑟𝐵2𝐷𝐾𝐷21

𝐵𝐾𝐶2 𝐴𝐾 𝑟𝐵1 + 𝑟𝐵𝐾𝐷21

𝐶1 +𝐷12𝐷𝐾𝐶2 𝐷12𝐶𝐾 𝑟𝐷12𝐷𝐾𝐷21

⎤⎥⎥⎦ .

(15)

考察闭环系统系数矩阵𝐴𝐶 , 𝐵𝐶 , 𝐶𝐶 , 𝐷𝐶与控制

器系数矩阵𝒦之间的关系,有[
𝐴𝐶 𝐵𝐶

𝐶𝐶 𝐷𝐶

]
=

[
𝐴 𝐵̄1

𝐶1 0

]
+

[
𝐵̄2

𝐷̄12

]
𝒦
[

𝐶2

𝐷̄21

]T

.

(16)

其中

𝒦 =

[
𝐷𝐾 𝐶𝐾

𝐵𝐾 𝐴𝐾

]
,

⎡⎢⎢⎣
𝐴 𝐵1 𝐵2

𝐶1 0 𝐷12

𝐶2 𝐷21

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴 0 𝑟𝐵1 𝐵2 0

0 0 0 0 𝐼

𝐶1 0 0 𝐷12 0

𝐶2 0 𝑟𝐷12

0 𝐼 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

根据有界实引理, 𝐻∞控制问题有解的充要条件

是存在满足如下不等式的正定矩阵𝑃 :⎡⎢⎣ 𝐴T
𝐶𝑃 + 𝑃𝐴𝐶 𝑃𝐵𝐶 𝐶T

𝐶

𝐵T
𝐶𝑃 −𝛾𝐼 𝐷T

𝐶

𝐶𝐶 𝐷𝐶 −𝛾𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (17)

将式 (16)代入 (17),得到

𝐸T𝒦𝐹 + 𝐹T𝒦T𝐸 +𝑄 < 0, (18)

其中

[
𝑄 𝐸T

𝐹

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴

T
𝑃 + 𝑃𝐴 𝑃𝐵1 𝐶

T

1 𝑃𝐵2

𝐵
T

1 𝑃 −𝛾𝐼 0 0

𝐶1 0 −𝛾𝐼 𝑃𝐷12

𝐶2 𝑃𝐷21 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

根据文献 [2]中的引理 3.1,存在满足不等式 (18)

的矩阵𝒦的充要条件是,以下两个不等式同时成立:

𝐸T
⊥𝑄𝐸⊥ < 0, 𝐹T

⊥𝑄𝐹⊥ < 0. (19)

可将𝐸⊥和𝐹⊥表达为

𝐸⊥ =

⎡⎢⎣ 𝑃−1 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎤⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼 0 0 0

0 0 0 𝐼

0 0 𝐼 0

0 𝐼 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[
𝑁𝑅

0

]
,

𝐹⊥ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼 0 0 0

0 0 𝐼 0

0 𝐼 0 0

0 0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝑁𝑌 0

0 0

0 𝐼

⎤⎥⎦ .

将上述𝐸⊥和𝐹⊥的表达式代入式 (19)可求得

𝐸T
⊥𝑄𝐸⊥ = 𝑁T

𝑅

⎡⎢⎣ 𝐴𝑅+𝑅𝐴T 𝑅𝐶T
1 𝑟𝐵1

𝐶1𝑅 −𝛾𝐼 0

𝑟𝐵T
1 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎦𝑁𝑅,

𝐹T
⊥𝑄𝐹⊥ = 𝑁T

𝑆

⎡⎢⎣ 𝑆𝐴+𝐴T𝑆 𝑟𝑆𝐵1 𝐶T
1

𝑟𝐵T
1 𝑆 −𝛾𝐼 0

𝐶1 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎦𝑁𝑆 .

结合式 (19),则定理 1中的式 (11)和 (12)成立.

对正定矩阵𝑃 进行如下分解:

𝑃 =

[
𝑆 ∗
∗ ∗

]
, 𝑃−1 =

[
𝑅 ∗
∗ ∗

]
, (20)

其中𝑅和𝑆为正定矩阵. 由文献 [2],存在满足上述分

解的正定对称阵𝑃 ∈ 𝑹(𝑛+𝑛𝐾)×(𝑛+𝑛𝐾)的充要条件是[
𝑅 𝐼

𝐼 𝑆

]
⩾ 0, rank

[
𝑅 𝐼

𝐼 𝑆

]
⩽ 𝑛+ 𝑛𝐾 . (21)

综上,定理 1中的式 (13)成立. □

为求解概率鲁棒控制器𝐾𝑟,给出下面几个定义.

定义 1 (采样次数) 设 𝜀 ∈ (0, 1), 𝛿 ∈ (0, 1),给定

系统的性能指标函数 𝐽(𝑋)、性能指标上界 𝛾和随机

向量𝑋的概率分布函数 𝑓(𝑋), 则估计𝑋 ∈ 𝐵𝑟满足

𝐽(𝑋)⩽𝛾的概率所需要的样本数为 𝑝𝑟𝑁 ,估计𝑋 ∈𝐵𝑐
𝑟

满足 𝐽(𝑋) ⩽ 𝛾的概率所需要的样本数为 (1− 𝑝𝑟)𝑁 .

其中: 𝑝𝑟 =
w
𝐵𝑟

𝑓(𝑋)d𝑋和 𝑝𝑐𝑟 = 1−𝑝𝑟分别为𝑋 ∈ 𝐵𝑟

和𝑋 ∈ 𝐵𝑐
𝑟的概率, 𝑁 =

1

2𝜀2
ln

2

𝛿
为Chernoff边界.

定义 2 (鲁棒性边界概率)[6] 设 𝜀 ∈ (0, 1), 𝛿 ∈
(0, 1),给定系统的性能指标上界 𝛾, RA将以大于等于

(1− 𝛿)的概率估计出𝑋 ∈ 𝐵𝑐
𝑟满足 𝐽(𝑋) ⩽ 𝛾的概率,

即控制器𝐾𝑟的鲁棒性边界概率 𝑝𝑐𝐵𝑟
,有

Prob{∣𝑝𝑐𝐵𝑟
− 𝑝𝑐𝐵𝑟,est∣ ⩽ 𝜀} ⩾ 1− 𝛿. (22)

𝑝𝑐𝐵𝑟
的估计值 𝑝𝑐𝐵𝑟,est

由蒙特卡罗算法计算得出

𝑝𝑐𝐵𝑟,est =
1

𝑁̄

𝑁̄∑
𝑖=1

Π [𝐽(𝑋(𝑖)) ⩽ 𝛾]. (23)

当不等式 𝐽(𝑋(𝑖)) ⩽ 𝛾成立时, 函数Π [ ⋅ ] = 1; 反之,
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Π [ ⋅ ] = 0, 𝑁̄ = (1− 𝑃𝑟)𝑁 .

定义 3 (鲁棒性置信概率) 对于范数有界型系统

(10),控制器𝐾𝑟的鲁棒性置信概率 𝑝𝐾𝑟为

𝑝𝐾𝑟 = 𝑝𝑟𝑝𝐵𝑟 + (1− 𝑝𝑟)𝑝
𝑐
𝐵𝑟

. (24)

其中: 𝑝𝑟为随机向量𝑋 ∈ 𝐵𝑟的概率, 𝑝𝐵𝑟 = 1为𝑋 ∈
𝐵𝑟满足 𝐽(𝑋) ⩽ 𝛾的概率, 𝑝𝑐𝐵𝑟

为𝑋 ∈ 𝐵𝑐
𝑟满足 𝐽(𝑋)

⩽ 𝛾的概率.

综上可知, 𝑋的范数边界 𝑟关系到𝐾𝑟的设计及

其鲁棒概率 𝑝𝐾𝑟的估计. 给定期望的鲁棒置信概率

𝑝𝑒,求解相关控制器𝐾𝑟,应从确定𝑋的范数边界 𝑟入

手.根据定义 3,可将搜索范数边界 𝑟的目标函数写为

𝜙(𝑟)=min(∣𝑝𝐾𝑟 − 𝑝𝑒∣). (25)

基于二分法的设计思路,求解控制器𝐾𝑟的算法

如下.

Step 1: 设置搜索初值 𝜀 ∈ (0, 1), 𝛿 ∈ (0, 1), 𝑘 = 1,

[𝑎1, 𝑏1] = [0, 1],令 𝑟1 = (𝑎1 + 𝑏1)/2.

Step 2: 根据定理 1,求解𝐻∞鲁棒控制器𝐾𝑟,𝑘.

Step 3: 计算 𝑝𝑟.

Step 4: 计算采样个数𝑁 , 从集合𝐵𝑐
𝑟,𝑘中抽取 𝑁̄

个独立样本𝑋(1), 𝑋(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(𝑁̄),根据式 (23)计算控

制器𝐾𝑟的鲁棒边界概率 𝑝𝑐𝐵𝑟,𝑘
, 再根据式 (24)和 (25)

计算𝜙(𝑟).

Step 5: 若𝜙(𝑟) ⩽ 𝜀, 则令𝐾𝑟 = 𝐾𝑟,𝑘, 算法中止;

否则,转至 Step 6.

Step 6: 如果 𝑝𝐾𝑟 < 𝑝𝑒, 则令 𝑎𝑘+1 = 𝑟𝑘, 𝑏𝑘+1 = 𝑏𝑘;

否则,令 𝑎𝑘+1 = 𝑎𝑘, 𝑏𝑘+1 = 𝑟𝑘. 𝑘 = 𝑘+1, 𝑟𝑘+1 = (𝑎𝑘+

𝑏𝑘)/2,转至 Step 2.

通过算法 1可以求得参数 𝑟的取值及其对应的

控制器𝐾𝑟.

3 仿仿仿真真真示示示例例例

飞机侧向运动的状态空间方程为[13]⎧⎨⎩ 𝑥̇ = 𝐴(𝑞)𝑥+𝐵𝑢,

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷𝑢.
(26)

其中: 𝑥 = [𝜑 𝑝 𝛽 𝑟]T为状态量; 𝑢 = [𝛿𝑟 𝛿𝑎]
T为输入

量;且有

𝐴(𝑞) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 𝐿𝑝 𝐿𝛽 𝐿𝑟

0.086 0 𝑌𝛽 −1

0.1 𝑁𝑝 2.601 + 0.1𝑌𝛽 𝑁𝑟 − 0.1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ;

𝐵 =

[
0 0 0.035 −2.53

0 −3.91 0 −2.53

]T

; 𝐶 = 𝐼4, 𝐷 = 0;

𝑞=[𝐿𝑝, 𝐿𝛽 , 𝐿𝑟, 𝑌𝛽 , 𝑁𝑝, 𝑁𝑟]为不确定参数向量,且 𝑞 =

𝑐 + 𝑤 ∘ 𝑋 , 𝑐 = [−2.93,−4.75,−0.78,−0.11,−0.042,

−0.29]为标称向量, 除𝑤4的摄动为标称点的 150%

外, 其他变量的摄动都为标称值的 15%, 𝑋 = [𝛿1, 𝛿2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿6]为随机向量, 𝛿𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6)之间相互独立
且均服从均匀分布.

将系统 (26)用模型 (10)表达,可求得其控制器为:

1)当随机矩阵范数半径 𝑟 = 1时,求得𝐻∞鲁棒

控制器𝐾1 = (𝐴𝐾1, 𝐵𝐾1, 𝐶𝐾1, 𝐷𝐾1)为

𝐴𝐾1=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−10.551 6 0.013 9 0.751 7 69.294 3

−0.826 1 −5.690 6 4.512 1 −0.339 6

2.352 1 4.158 7 −11.530 1 4.632 9

11.110 6 −5.067 6 −4.517 4 −505.921 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦,

𝐵𝐾1=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.077 1 −1.879 2 1.303 5 1.930 2

1.016 0 −3.482 0 −0.348 0 −0.895 1

3.709 5 9.498 7 −1.354 4 1.075 8

77.18 0 8.539 1 180.785 5 −29.296 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐶𝐾1=

[
3.312 1 −0.760 4 0.573 6 −29.657

−0.630 2 −0.091 1 2.099 9 6.350 6

]
,

𝐷𝐾1 = 0.

系统的性能指标 𝐽(𝑋) ⩽ 0.966 2.

2)当随机矩阵范数半径 𝑟 < 1时,给定 𝑝𝑒 = 0.99,

𝛿 = 0.01, 𝜀 = 0.001, 𝛾 = 0.966 2,经过 5次迭代,求得

𝐻∞概率鲁棒控制器𝐾2 = (𝐴𝐾2, 𝐵𝐾2, 𝐶𝐾2, 𝐷𝐾2)为

𝐴𝐾2=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−21.975 2 −0.105 1 −1.684 0 72.612 2

0.224 3 −22.816 3 10.603 5 −5.657 1

0.439 3 2.560 6 −29.566 6 −5.540 1

11.738 4 0.279 9 3.363 7 −290.280

⎤⎥⎥⎥⎥⎦,

𝐵𝐾2=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.107 9 −2.410 7 0.674 5 8.676 4

−4.245 2 8.533 1 1.253 6 2.967 2

−9.706 9 −8.242 8 2.925 1 −2.154 7

20.362 9 0.881 8 68.519 9 −14.873 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐶𝐾2=

[
5.312 0 1.420 2 −0.991 9 −34.958 9

−0.716 5 0.991 5 −3.231 3 3.214 6

]
,

𝐷𝐾2 = 0.

求解过程中, 各次迭代的相关计算结果见表 1.

由表 1可见,当鲁棒置信概率 𝑝𝑟 = 0.99时, 概率鲁棒

𝐻∞控制器𝐾2对应的随机向量𝑋的范数半径 𝑟 =

0.406 3 < 1, 表明控制器𝐾2的设计具有更小的保守

性; 解得的系统性能指标上界 𝛾 = 0.397 6 < 0.966 2,

表明此时系统具有更好的性能.

表 1 计算结果

迭代次数 𝑟 𝑝𝑟 𝑝𝑐
𝐵𝑟

𝑝𝐾𝑟 𝛾

1 0.500 0 0.015 6 0.993 9 0.994 0 0.486 3

2 0.250 0 0.000 2 0.972 1 0.972 1 0.249 5

3 0.375 0 0.002 8 0.988 3 0.988 3 0.367 5

4 0.437 5 0.007 0 0.991 2 0.991 3 0.427 4

5 0.406 3 0.004 5 0.990 1 0.990 2 0.397 6
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输入阶跃响应,比较鲁棒𝐻∞控制器𝐾1和概率

鲁棒𝐻∞控制器𝐾2对干扰的抑制效果, 仿真结果如

图 1所示. 由图 1可见,概率鲁棒𝐻∞控制器𝐾2对阶

跃响应的抑制效果优于鲁棒𝐻∞控制器𝐾1, 与上述

分析一致.
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图 1 控制器𝐾1与𝐾2对阶跃响应抑制效果对比

为了验证参数不确定性最坏摄动情况下所设计

概率鲁棒控制器的性能, 假设上述算例中的随机变

量𝑋服从均匀分布, 若假设𝑋服从正态分布则会获

得更理想的控制效果.

4 结结结 论论论

研究了一种建立在概率估计基础上的范数有界

型参数不确定性系统的概率鲁棒𝐻∞控制方法. 主要

创新点如下: 1)将鲁棒控制器设计与系统性能的置信

概率估计相结合,通过缩小参数不确定性随机向量的

范数边界减少鲁棒控制器设计的保守性; 2)在鲁棒控

制器的求解过程中避免了大量的计算,例如求解同时

满足多个线性矩阵不等式的可行解. 最后通过数值仿

真验证了所提出方法的有效性.
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