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摘 要: 枢纽站选址是轴辐式网络优化设计的重要问题,枢纽站覆盖则是该问题的一个类型. 考虑枢纽站建站成本

和节点间运输距离的不确定性,结合随机优化和鲁棒优化方法,建立了完备轴辐式网络中多分配枢纽站集覆盖问题

的随机 𝑝-鲁棒优化模型;采用二进制编码,对量子粒子群算法进行改进,加入免疫思想,设计了免疫量子粒子群求解

算法. 最后通过算例对模型进行仿真计算,结果表明了该模型及算法的可行性和有效性.
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Abstract: The hub location is an important issue for the hub-and-spoke network optimization design, and hub covering

is a type of the hub location problem. The uncertainty of the hub station construction costs and the uncertainty of the

distance between two nodes are considered. The model of stochastic 𝑝 -robust multiple allocation hub set covering problem

is proposed with combination of stochastic optimization and robust optimization. Binary quantum-behaved particle swarm

optimization algorithm is improved based on immunity thought. Immune quantum-behaved particle swarm optimization

algorithm is proposed to solve the stochastic 𝑝-robust multiple allocation hub set covering model. The simulation example

of this model is given, and the result shows the feasibility and effectiveness of the proposed model and algorithm.
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0 引引引 言言言

枢纽站选址问题是轴辐式网络[1]优化设计的重

要问题, 其数学模型是由O’Kelly[2]首先提出的, 已

广泛地应用于航空、供应链和计算机网络等多个

领域[3]. 枢纽站覆盖问题是枢纽站选址问题的一个

类型, 按照其分配方式和覆盖模型可分为单分配枢

纽站最大覆盖 (SAHMCo)、多分配枢纽站最大覆盖

(MAHMCo)、单分配枢纽站集覆盖 (SAHSCo)和多分

配枢纽站集覆盖 (MAHSCo) 4种类型[4], 其覆盖约束

条件有 3种情况[5].人们对多分配枢纽站集覆盖问题

的模型和算法等所进行的研究[6-8], 大都是针对该问

题的确定模型进行讨论,较少考虑到模型参数的不确

定性.鲁棒优化[9]可用于求解特定情形下随机优化[10]

问题的鲁棒解,国内外学者对不确定选址问题的鲁棒

优化进行了研究[11-12].目前,不确定枢纽站选址问题

已逐渐成为研究热点[13-14],但尚未涉及多分配枢纽站

集覆盖问题的不确定性模型.

本文在前人的研究成果基础上,考虑到枢纽站建

站成本和节点间运输距离的不确定性,构建了不确定

环境下多分配枢纽站集覆盖问题的随机 𝑝-鲁棒优化

模型,对量子粒子群算法进行改进,加入免疫思想,设

计出求解该模型的免疫量子粒子群算法,并通过仿真

算例验证了所提出模型及算法的有效性和可行性.
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1 多多多分分分配配配枢枢枢纽纽纽站站站集集集覆覆覆盖盖盖问问问题题题

在给定的连通网络𝐺(𝑁,𝐴)中, 𝐴为边集合, 𝑁

= {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}为节点集合. MAHSCo问题需要从给

定节点集合中选出枢纽站, 将节点分配给一个或多

个枢纽站,以满足从节点 𝑖经过枢纽站 𝑘和𝑚到达节

点 𝑗的每段距离 (或时间、成本)均小于给定的覆盖

半径限制.令 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖表示节点 𝑖与 𝑗之间的距离 (或

时间、成本); 𝛼 ∈ [0, 1]表示枢纽站之间转运的折扣

系数; 𝜃表示覆盖半径限制; 𝑓𝑘表示在 𝑘点建立枢纽

站的成本; 𝑋𝑖𝑘 = 1表示节点 𝑖由枢纽站 𝑘服务,否则

𝑋𝑖𝑘= 0; 𝑋𝑘𝑘= 1表示在节点 𝑘建立枢纽站. MAHSCo

问题模型P1如下:

min
∑
𝑘∈𝑁

𝑓𝑘𝑋𝑘𝑘. (1)

s.t.
∑
𝑘∈𝑁

𝑋𝑖𝑘 ⩾ 1, ∀𝑖 ∈ 𝑁 ; (2)

𝑋𝑖𝑘 ⩽ 𝑋𝑘𝑘, ∀𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁 ; (3)

𝑐𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘 ⩽ 𝜃, ∀𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁 ; (4)

𝛼𝑐𝑘𝑚(𝑋𝑘𝑘 +𝑋𝑚𝑚 − 1) ⩽ 𝜃, ∀𝑘,𝑚 ∈ 𝑁 ; (5)

𝑋𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, ∀𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁. (6)

式 (1)为目标函数, 表示最小化总建站成本. 式

(2)∼ (6)为约束条件:式 (2)表示节点 𝑖被多个枢纽站

服务; 式 (3)表示只有节点 𝑘为枢纽站, 节点 𝑖才被分

配给 𝑘; 式 (4)和 (5)表示两个非枢纽节点路径的每段

距离小于覆盖半径限制[4];式 (6)为变量取值约束.

2 MAHSCo问问问题题题的的的随随随机机机 𝑝-鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化模模模型型型
若枢纽站建站成本 𝑓𝑘和节点 𝑖与节点 𝑗之间的

距离 𝑐𝑖𝑗不确定, 在已知概率的不同离散情景下, 𝑓𝑘
和 𝑐𝑖𝑗具有不同取值,则应考虑建立MAHSCo问题的

随机 𝑝-鲁棒优化模型.

𝑝-鲁棒定义[11]: 令 𝑝 ⩾ 0为常数, 𝑋为所有情景

𝑠 ∈ 𝑆下的可行解, 𝑍𝑠(𝑋)为情景 𝑠下解𝑋的目标函

数值, 𝑍∗
𝑠 为情景 𝑠下的最优目标函数值,若 (𝑍𝑠(𝑋) −

𝑍∗
𝑠 )/𝑍

∗
𝑠 或𝑍𝑠(𝑋) ⩽ (1+𝑝)𝑍∗

𝑠 成立,则称𝑋为 𝑝-鲁棒.

令𝑆表示情景集合, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑠情景下的 𝑘点枢纽

站建站成本为 𝑓𝑠
𝑘 , 𝑖与 𝑗两点间的距离为 𝑐𝑠𝑖𝑗 ,情景 𝑠发

生的概率已知,为 𝑞𝑠且
∑
𝑠∈𝑆

𝑞𝑠 = 1,则由模型 P1可知,

确定情景 𝑠下, MAHSCo问题的模型 P2为

min 𝑍𝑠(𝑋) =
∑
𝑘∈𝑁

𝑓𝑠
𝑘𝑋𝑘𝑘. (7)

s.t.式 (2), (3), (6);

𝑐𝑠𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘 ⩽ 𝜃, ∀𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁 ; (8)

𝛼𝑐𝑠𝑘𝑚(𝑋𝑘𝑘 +𝑋𝑚𝑚 − 1) ⩽ 𝜃, ∀𝑘,𝑚 ∈ 𝑁. (9)

式 (7)为目标函数; 由于 𝑠情景下的 𝑘点枢纽站

建站成本为 𝑓𝑠
𝑘 , 𝑖与 𝑗两点间的距离为 𝑐𝑠𝑖𝑗 ,式 (4)和 (5)

的约束条件改为式 (8)和 (9);约束条件中与P1相同的

有式 (2)、(3)和 (6).

令𝑍∗
𝑠 为情景 𝑠下模型 P2的最优目标函数值,结

合 𝑝-鲁棒定义和随机规划中的期望值模型, MAH-

SCo问题的随机 𝑝-鲁棒优化模型P3为

min
∑
𝑠∈𝑆

∑
𝑘∈𝑁

𝑞𝑠𝑓
𝑠
𝑘𝑋𝑘𝑘. (10)

s.t.式 (2), (3), (6);∑
𝑠∈𝑆

𝑞𝑠𝑐
𝑠
𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘 ⩽ 𝜃, ∀𝑖, 𝑘 ∈ 𝑁 ; (11)

∑
𝑠∈𝑆

𝑞𝑠𝛼𝑐
𝑠
𝑘𝑚(𝑋𝑘𝑘 +𝑋𝑚𝑚 − 1) ⩽ 𝜃,

∀𝑘,𝑚 ∈ 𝑁 ; (12)

𝑍𝑠(𝑋) ⩽ (1 + 𝑝)𝑍∗
𝑠 , ∀𝑠 ∈ 𝑆. (13)

式 (10)为目标函数值,表示最小化所有情景下建

站成本的期望值;式 (11)和 (12)为期望值模型的期望

约束条件; 式 (13)是 𝑝-鲁棒优化需要满足的约束条

件;约束条件 (2)、(3)和 (6)与模型P1、P2相同.

3 免免免疫疫疫量量量子子子粒粒粒子子子群群群算算算法法法 (IQPSO)
MAHSCo是NP-hard问题[6],其鲁棒优化模型不

容易用精确算法求解. 量子粒子群算法 (QPSO)[15]是

由粒子群算法 (POS)[16]发展而来的一种群体智能优

化算法,能够有效求解大规模NP问题.本文对量子粒

子群算法进行改进, 将免疫思想与量子粒子群算法

相结合, 形成了免疫量子粒子群算法 (IQPSO)[17], 对

MAHSCo问题的随机 𝑝-鲁棒优化选址模型进行求解.

3.1 IQPSO的的的关关关键键键技技技术术术

3.1.1 粒粒粒子子子编编编码码码方方方式式式

算法采用二进制编码[18], 假设节点集合𝑁包含

𝑛个节点,粒子的编码为一个𝑛位的二进制编码序列.

若第 𝑖个位置的值为 1,则表示在第 𝑖个节点建立枢纽

站;否则为普通节点.如粒子编码 (1, 0, 0, 1, 0)表示网

络中有 5个节点, 1、4为枢纽站, 2、3、5为普通节点.

3.1.2 粒粒粒子子子适适适应应应度度度值值值计计计算算算

令 fitness1 =
∑
𝑠∈𝑆

∑
𝑘∈𝑁

𝑞𝑠𝑓
𝑠
𝑘𝑋𝑘𝑘, fitness2 = FM,

FM为较大的数值. 采用罚函数法, 若粒子编码不满

足约束条件 (2)、(3)、(6)、(11)、(12), 则粒子适应度函

数取值为 fitness = fitness1 + fitness2, 否则 fitness =

fitness1.

3.1.3 粒粒粒子子子位位位置置置更更更新新新方方方式式式[18]

1) 通过统计粒子二进制编码的每一位出现 0, 1

的概率的大小,决定mbest对应位置的值.

2) 采用交叉算子产生群体局部吸引子 𝑝𝑖, 父代
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pbest和 gbest进行随机多点交叉,在产生的两个子代

中随机选择一个作为 𝑝𝑖的值.

3) 𝑑𝐻(𝑋𝑖𝑑, 𝑝𝑖𝑑) = ⌈𝑏⌉为粒子更新方程, 𝑏 = 𝛽 ∗
𝑑𝐻(𝑋𝑖𝑑,mbest𝑑) ∗ ln(1/𝑢), 𝑢 = rand( ), 𝑑𝐻(𝑋𝑖𝑑, 𝑝𝑖𝑑)

是粒子 𝑖第 𝑑维的𝑋𝑖𝑑与局部吸引子第 𝑑维 𝑝𝑖𝑑的

Hamming距离.粒子编码方式的维数为 1.通过变异 𝑝𝑖

的每一位的值生成新的𝑋𝑖,变异的概率表达式为

pr =

{
𝑏, 𝑏 ⩽ 1;

1, 𝑏 > 1.

3.1.4 免免免疫疫疫思思思想想想

将免疫选择、接种机制以及生成新粒子等免疫

思想引入QPSO,从而形成免疫量子粒子群算法 (IQ-

PSO).

1)免疫选择.通过对粒子进行多样性评价,保留

适应度高的个体,抑制浓度高的个体.设粒子种群的

个数为𝑁 , 𝑥(𝑖)和𝑥(𝑗)分别为第 𝑖和第 𝑗个粒子个体.

个体与种群间亲和力𝐴(𝑥(𝑖))= 1/fitness(𝑥(𝑖))表示个

体对种群的识别程度. 个体之间亲和力𝑆(𝑥(𝑖), 𝑥(𝑗))

= 𝑘(𝑥(𝑖), 𝑥(𝑗))/𝐿表示个体之间的相似程度, 𝑘(𝑥(𝑖),

𝑥(𝑗))为个体 𝑖与 𝑗中相同的位数, 𝐿为个体的长度.个

体浓度𝐶(𝑥(𝑖)) =
1

𝑁

∑
𝑗∈𝑁

𝑏(𝑥(𝑖), 𝑥(𝑗))为种群中相似

个体所占的比例,而

𝑏(𝑥(𝑖), 𝑥(𝑗)) =

{
1, 𝑆(𝑥(𝑖), 𝑥(𝑗)) > ps;

0, 其他;

ps为预先设定的一个阈值.期望繁殖概率

𝑝(𝑥(𝑖), 𝑥(𝑗)) = 𝛾
𝐴(𝑥(𝑖))∑

𝑖∈𝑁

𝐴(𝑥(𝑖))
+ (1− 𝛾)

𝐶(𝑥(𝑖))∑
𝑖∈𝑁

𝐶(𝑥(𝑖))
,

0 < 𝛾 < 1为常数.采取精英保留策略,在每次更新记

忆库时, 先将较优的若干个体存入, 再按照期望繁殖

概率将剩余种群中优秀个体存入.

2)随机产生新粒子,扩大算法搜索空间,以较高

概率使得算法跳出局部最优.

3)接种机制采用最优保留策略,将较好的粒子位

置储存于记忆库中,在适当的时候将这些粒子位置重

新选入种群,以提高算法的收敛性.

3.2 IQPSO求求求解解解鲁鲁鲁棒棒棒最最最优优优解解解步步步骤骤骤

Step 1: 初始化各个参数,如粒子种群规模𝑁、迭

代次数𝑇 等;对于每一情景 𝑠,赋初值𝑍∗
𝑠 = +∞.

Step 2: 计算粒子𝑥(𝑖) (𝑖 ∈ 𝑁 )的适应度值, 从群

体中选择最好的若干个体作为免疫粒子,储存在记忆

库. 对于每一情景 𝑠 ∈ 𝑆: 若𝑍𝑠(𝑥(𝑖)) ⩾ 𝑍∗
𝑠 , 则𝑍∗

𝑠 保

持不变;若𝑍𝑠(𝑥(𝑖)) < 𝑍∗
𝑠 ,则更新𝑍∗

𝑠 = 𝑍𝑠(𝑥(𝑖)).

Step 3: 更新各粒子的位置.

Step 4: 随机产生𝑀个新粒子并加入.

Step 5: 计算𝑁 +𝑀个粒子的适应度值.

Step 6: 计算𝑁 +𝑀个粒子的浓度和繁殖选择概

率,并重新选择𝑁个粒子.

Step 7: 选择群体中适应度值较差的个体,用记忆

库中的免疫粒子代替;重复 Step 2.

Step 8: 若满足终止准则,则输出整个群体的最优

位置并终止迭代,否则转向Step 3.

4 算算算例例例分分分析析析

假设有 15个设施点, 3个情景, 各情景发生概率

已知, 分别为 0.7、0.25和 0.05, 各情景下设施点之间

的最短距离如表 1∼表 3所示, 设施点在各情景下建

立枢纽站的成本如表 4所示.在所有情景下, 从 15个

设施点中进行选择,建立若干枢纽站,在约束条件限

制下,满足各情景下目标函数为建站总成本的 𝑝-鲁棒

优化,最小化所有情景下建站成本的期望值.

表 1 情景 1下 15个设施点之间的距离
设施点 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 582 259 247 311 315 190 144 237 521 384 486 188 119 446

2 582 0 307 780 927 790 589 744 640 881 232 57 806 545 744

3 259 307 0 498 587 500 288 426 340 577 100 222 488 216 448

4 247 780 498 0 355 491 459 84 499 720 627 713 203 396 710

5 311 927 587 355 0 221 420 264 374 401 727 832 109 388 613

6 315 790 500 491 221 0 227 392 122 171 595 716 281 285 404

7 190 589 288 459 420 227 0 341 74 358 394 514 341 45 314

8 144 744 426 84 264 392 341 0 393 625 545 653 117 283 593

9 237 640 340 499 374 122 74 393 0 254 444 565 327 125 197

10 521 881 577 720 401 171 358 625 254 0 678 797 517 415 211

11 384 232 100 627 727 595 394 545 444 678 0 127 619 351 543

12 486 57 222 713 832 716 514 653 565 797 127 0 716 454 667

13 188 806 488 203 109 281 341 117 327 517 619 716 0 301 540

14 119 545 216 396 388 285 45 283 125 415 351 454 301 0 371

15 446 744 448 710 613 404 314 593 197 211 543 667 540 371 0
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表 2 情景 2下 15个设施点之间的距离
设施点 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 603 281 270 338 336 217 165 264 546 412 513 217 148 469

2 603 0 334 802 947 818 614 769 669 907 258 86 834 571 766

3 281 334 0 520 616 520 313 447 370 604 125 247 508 243 468

4 270 802 520 0 375 516 480 112 527 747 648 740 228 426 737

5 338 947 616 375 0 249 444 288 403 421 748 853 133 417 641

6 336 818 520 516 249 0 247 416 147 195 622 742 304 309 424

7 217 614 313 480 444 247 0 371 95 379 418 536 366 68 344

8 165 769 447 112 288 416 371 0 423 645 573 675 141 309 623

9 264 669 370 527 403 147 95 423 0 278 474 588 354 152 222

10 546 907 604 747 421 195 379 645 278 0 705 824 538 436 241

11 412 258 125 648 748 622 418 573 474 705 0 148 639 377 572

12 513 86 247 740 853 742 536 675 588 824 148 0 743 476 691

13 217 834 508 228 133 304 366 141 354 538 639 743 0 326 570

14 148 571 243 426 417 309 68 309 152 436 377 476 326 0 392

15 469 766 468 737 641 424 344 623 222 241 572 691 570 392 0

表 3 情景 3下 15个设施点之间的距离
设施点 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 624 307 297 364 360 244 192 291 572 442 535 244 170 490

2 624 0 360 826 972 845 642 792 696 931 287 115 856 597 792

3 307 360 0 545 645 542 336 468 400 631 150 274 533 270 493

4 297 826 545 0 402 541 510 134 548 768 668 764 252 450 765

5 364 972 645 402 0 275 472 318 433 443 769 880 154 442 666

6 360 845 542 541 275 0 276 441 171 222 650 767 327 330 450

7 244 642 336 510 472 276 0 393 115 407 440 560 393 91 372

8 192 792 468 134 318 441 393 0 447 672 600 699 161 332 647

9 291 696 400 548 433 171 115 447 0 300 496 617 378 181 246

10 572 931 631 768 443 222 407 672 300 0 733 848 566 464 265

11 442 287 150 668 769 650 440 600 496 733 0 170 667 407 595

12 535 115 274 764 880 767 560 699 617 848 170 0 770 500 720

13 244 856 533 252 154 327 393 161 378 566 667 770 0 354 591

14 170 597 270 450 442 330 91 332 181 464 407 500 354 0 421

15 490 792 493 765 666 450 372 647 246 265 595 720 591 421 0

表 4 3种情景下 15个设施点枢纽站建站成本

设 施 点
情景

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 57 74 28 65 56 47 52 38 36 78 51 72 45 59 42

2 53 78 56 69 57 64 37 39 42 82 59 66 47 47 38

3 51 73 47 64 49 55 44 38 41 79 53 55 46 51 41

利用Matlab R2009a软件对算例问题的随机 𝑝-

鲁棒优化模型进行数值实验, IQPSO的种群规模为

100,迭代次数为 100,枢纽站间转运折扣系数𝛼 = 0.6,

覆盖半径限制 𝜃 = 400,相对遗憾值限制 𝑝 = 0.05. 𝑍∗
𝑠

为 𝑠情景下模型 P2的最优目标函数值, 𝑍𝑟
𝑠 为鲁棒解

在 𝑠情景下的模型 P2的目标函数值, 𝑍𝑟
𝑠 与𝑍∗

𝑠 的相对

差值 𝜖𝑟−𝑑 = (𝑍𝑟
𝑠−𝑍∗

𝑠 )/𝑍
∗
𝑠×100%,计算结果见表 5.鲁

棒解为 3 (1, 2, 7, 11, 12, 14), 8 (1, 4, 5, 6, 7, 13, 14), 9 (1,

5, 6, 7, 10, 13, 14, 15), 鲁棒优化模型最优值为 111.95.

情景 1∼情景 3的确定性模型最优值分别为 102、

132、126, 鲁棒解对应目标函数值分别为 102、137、

126, 两者相对差值分别为 0%、3.7%、0%, 波动较小.

结果表明, 鲁棒解不能在所有情景下取得最优值,但

适用于所有情景, 与确定性模型最优值相差不大,能

够降低不确定性导致的风险.

表 5 𝛼 = 0.6, 𝜃 = 400, 𝑝 = 0.05时算例计算结果

情景 𝑍∗
𝑠 𝑍𝑟

𝑠 𝜖𝑟−𝑑/% 各情景最优解: 枢纽点 (可分配的非枢纽点) 鲁棒解 (最优值: 111.95)

1 102 102 0 3 (1, 2, 7, 11, 12, 14), 8 (1, 4, 5, 6, 7, 13, 14), 9 (1, 5, 6, 7, 10, 13, 14, 15) 3 (1, 2, 7, 11, 12, 14)

2 132 137 3.7 3 (1, 2, 9, 11, 12, 14), 7 (1, 6, 9, 10, 13, 14, 15), 8 (1, 4, 5, 13, 14) 8 (1, 4, 5, 6, 7, 13, 14)

3 126 126 0 3 (1, 2, 7, 11, 12, 14), 8 (1, 4, 5, 6, 7, 13, 14), 9 (1, 5, 6, 7, 10, 13, 14, 15) 9 (1, 5, 6, 7, 10, 13, 14, 15)
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5 结结结 论论论

本文考虑枢纽站建站成本和节点间运输距离的

不确定性, 结合随机优化和鲁棒优化方法, 建立了完

备轴辐式网络中多分配枢纽站集覆盖问题的随机 𝑝-

鲁棒优化模型; 采用二进制编码, 对量子粒子群算法

进行改进; 加入免疫思想,设计了求解该模型的免疫

量子粒子群算法; 通过算例对模型进行仿真计算,表

明了模型和算法的可行性与有效性.本文建立的模型

和算法为进一步研究不确定环境下枢纽站选址问题

提供了理论依据.
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