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摘 要: 基于多阶段均值-方差框架,研究任意多种风险资产存在一般收益序列相关时的投资组合选择问题.首先,采

用Lagrange对偶原理与动态规划相结合的方法对模型进行求解,得到多阶段均值-方差模型的有效投资策略和有效

边界的解析表达式;然后,证明在含有无风险资产的情形下有效边界仍为均值-标准差平面上的一条射线;最后,应用

所得结论给出一个具体的实例分析.
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Abstract: Based on the multi-period mean-variance framework, a portfolio selection problem with serially correlated returns

of multiple risky assets is studied. Firstly, by using the Lagrange duality principle and the dynamic programming approach,

the model is solved explicitly, and closed-form expressions for the efficient investment strategy and mean-variance efficient

frontier are obtained. Then, it is further showed that when the market includes a risk-free asset, the efficient frontier is still a

straight line in the standard derivation-mean plane. Finally, by utilizing these results, a specific example is provided.

Key words: serially correlated returns；multi-period mean-variance model；Lagrange duality principle；dynamic

programming

0 引引引 言言言

Markowitz[1]利用方差度量风险, 建立了著名的

均值-方差框架, 用以研究投资选择问题, 带动了现

代金融理论的创新和发展.但是, Markowitz只考虑了

单阶段静态的情形, 为此, 近年来已有很多学者致力

于将它推广到多阶段或连续时间的动态情形[2-8]. 目

前, 多数关于多阶段均值-方差投资组合选择问题的

研究都是在各期资产收益率是统计独立的假设下进

行的. 序列相关性是金融资产收益率的一个显著特

征, 许多文献通过实证分析证明了这一点[9-11]. 为了

研究金融资产收益率序列相关的特征,人们在计量经

济学领域发展了时间序列分析这一重要分支. 目前,

关于收益序列相关性的多阶段投资选择问题的研究

并不多见.基于多阶段期望效用最大化框架,文献 [12-

13]在效用函数具有某种特殊形式下, 研究了收益率

序列具有某种特殊相关性,如ARMA(1,1)的投资选择

问题.文献 [14]基于多阶段均值-方差框架,研究了由

马尔可夫机制转移市场环境所引起的收益序列相关

性的投资选择问题. 文献 [15]利用多阶段均值-方差

模型研究了风险资产具有一般的收益序列相关性的

投资选择问题,但只考虑了市场含有一个无风险资产

的特殊情形. 当市场存在多个风险资产且不存在无风

险资产时, 收益序列相关的多阶段均值-方差投资组

合问题如何求解,此时的有效投资策略和有效边界如
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何?这些都值得进一步研究.

本文在文献 [15]的基础上, 基于多阶段均值-方

差模型进一步研究了多种风险资产存在收益序列相

关的投资组合选择问题,并表明存在无风险资产只是

本文的特殊情形. 利用Lagrange对偶方法与动态规划

技术相结合的方法,得到了模型的有效投资策略和有

效边界的解析式. 在市场含有一种无风险资产情形下

进一步简化了有效策略及有效边界的表达式. 最后通

过具体实例表明了所得到的研究结果具有可应用性.

1 多多多阶阶阶段段段均均均值值值-方方方差差差模模模型型型构构构建建建
设市场上有𝑛+1种风险资产 (记为资产 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑛),在时刻 𝑘 (𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1)时的收益率向量为

𝑒𝑘 = [𝑒0𝑘, 𝑒
1
𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛𝑘 ]T. 设有一位初始财富为𝑥0的投

资者从时刻 0进入市场, 并在时刻𝑇 离开市场, 𝑥𝑘和

𝑢𝑖
𝑘分别表示在时刻 𝑘时拥有的财富和持有第 𝑖种资

产的价值, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 则他持有第 0种资产的价

值为𝑥𝑘 −
𝑛∑

𝑖=1

𝑢𝑖
𝑘. 假定投资者在每个阶段初都能进行

交易且不考虑交易成本,财富的动态过程为

𝑥𝑘+1 =
(
𝑥𝑘 −

𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑖
𝑘

)
𝑒0𝑘 +

𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑖
𝑘𝑒

𝑖
𝑘 = 𝑥𝑘𝑒

0
𝑘 + 𝑃T

𝑘 𝑢𝑘,

𝑃𝑘 = [𝑒1𝑘 − 𝑒0𝑘, 𝑒
2
𝑘 − 𝑒0𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛𝑘 − 𝑒0𝑘]

T,

𝑢𝑘 = [𝑢1
𝑘, 𝑢

2
𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑛

𝑘 ]
T. (1)

设℘𝑘是虑子族, 表示到时刻 𝑘为止的所有市场

信息集,如果𝑢𝑘是℘𝑘适应的,则称投资策略𝑢 = {𝑢𝑘;

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1}是可行的. 令𝐸𝑘[⋅] = 𝐸[⋅∣℘𝑘]表示

时刻 𝑘的信息集℘𝑘下的期望算子,本文作如下假设.

假设 1 𝐸𝑘[𝑒𝑘𝑒
T
𝑘 ] > 0为正定矩阵, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑇 − 1.

假设 2 𝐸𝑘[𝑃𝑘] ∕= 0, 其中0为𝑛维零向量, 即

𝐸𝑘[𝑒
0
𝑘], 𝐸𝑘[𝑒

1
𝑘], ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸𝑘[𝑒

𝑛
𝑘 ]不全相等.

多阶段的均值-方差投资组合选择问题可由以下

最优问题得到:

min
𝑢𝑘

Var0[𝑥𝑇 ] = min
𝑢𝑘

𝐸0[𝑥𝑇 − 𝑑]2;

s.t. 𝐸0[𝑥𝑇 ] = 𝑑, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘𝑒
0
𝑘 + 𝑃T

𝑘 𝑢𝑘. (2)

注意到, 本文并不假定各期收益率 𝑒𝑘是统计独

立的.将最优问题 (2)的最优解𝑢∗
𝑘(𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇−1)

称为有效投资策略, 设Var0[𝑥𝑇 ]为最优问题 (2)中相

应于终端财富期望为 𝑑的最优值, 则点 (Var0[𝑥𝑇 ], 𝑑)

为有效点. 在坐标平面Var-𝐸上, 所有有效点的集合

为有效边界.

2 问问问题题题转转转化化化与与与求求求解解解

为了求解优问题 (2), 可先固定Lagrange乘子𝜆,

求解如下最优问题:

min
𝑢𝑘

𝐸0{[𝑥𝑇 − 𝑑]2 + 2𝜆[𝐸0[𝑥𝑇 ]− 𝑑]},

s.t. 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘𝑒
0
𝑘 + 𝑃T

𝑘 𝑢𝑘. (3)

令 𝑎 = 𝜆− 𝑑,显然,最优问题 (3)等价于

min
𝑢𝑘

𝐸0[𝑥
2
𝑇 + 2𝑎𝑥𝑇 − 𝑑2 − 2𝑎𝑑],

s.t. 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘𝑒
0
𝑘 + 𝑃T

𝑘 𝑢𝑘. (4)

用 𝑓𝑘(𝑥𝑘)表示从第 𝑘阶段状态𝑥𝑘出发的剩余过

程的最优值函数, 则由动态规划的理论可得最优问

题 (4)的Bellman方程为

𝑓𝑘(𝑥𝑘) = min
𝑢𝑘

𝐸𝑘[𝑓𝑘+1(𝑥𝑘𝑒
0
𝑘 + 𝑃T

𝑘 𝑢𝑘)],

𝑓𝑇 (𝑥𝑇 ) = 𝑥2
𝑇 + 2𝑎𝑥𝑇 − 𝑑2 − 2𝑎𝑑. (5)

当 𝑘 = 0时, 𝑓0(𝑥0)即为最优问题 (3)的最优值.

为了研究和表达方便, 令𝑥 = 𝑥𝑘, 𝑉 (𝑘, 𝑥) =

𝑓𝑘(𝑥),则Bellman方程 (5)可改写为

𝑉 (𝑘, 𝑥) = min
𝑢𝑘

𝐸𝑘[𝑉 (𝑘 + 1, 𝑥𝑒0𝑘 + 𝑃T
𝑘 𝑢𝑘)],

𝑉 (𝑇, 𝑥) = 𝑥2 + 2𝑎𝑥− 𝑑2 − 2𝑎𝑑. (6)

显然,只要求解出𝑉 (𝑘, 𝑥)的表达式,并令 𝑘 = 0, 𝑉 (0,

𝑥0) = 𝑓0(𝑥0)即为最优问题 (3)的最优值.为了研究方

便,首先给出以下引理.

引理 1 若 𝜉 = [𝜉1,𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑛]T为一随机向量,

则 ∣𝐸[𝜉𝜉T]∣ = 0的充要条件是,存在非零向量𝛼 = [𝛼1,

𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛]
T,使得𝛼T𝜉 = 𝑎1𝜉1+𝑎2𝜉2+ ⋅ ⋅ ⋅+𝑎𝑛𝜉𝑛 = 0

以概率 1成立,其中 ∣ ⋅ ∣表示对方阵取行列式,下同.

证证证明明明 由于𝐸[𝜉𝜉T]为半正定矩阵, ∣𝐸[𝜉𝜉T]∣ = 0

等价于存在非零向量𝛼 = [𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛]
T,使得

𝛼T𝐸[𝜉𝜉T]𝛼 = 𝐸[𝛼T𝜉𝜉T𝛼] = 𝐸[(𝛼T𝜉)2] = 0.

另外, 由于 (𝛼T𝜉)2 ⩾ 0, 𝐸[(𝛼T𝜉)2] = 0等价于𝛼T𝜉 =

0以概率 1成立. □

引理 2 若 𝝃 = [𝜉1,𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑛]T为一随机向量,

满足𝐸[𝜉𝜉T]为正定矩阵, 𝜂为另一正的随机变量, 则

𝐸[𝜂𝜉𝜉T]也为正定矩阵.

证证证明明明 因为 𝜂为正的随机变量, 令 𝜁 =
√
𝜂 > 0,

即 𝜂 = 𝜁2, 有𝐸[𝜂𝝃𝝃T] = 𝐸[(𝜍𝝃)(𝜍𝝃)
T
]为半正定矩

阵. 若𝐸[𝜂𝜉𝜉T]不是正定矩阵, 则必有 ∣𝐸[𝜂𝝃𝝃T]∣ =

∣𝐸[(𝜍𝝃)(𝜍𝝃)
T
]∣ = 0. 由引理 1可知,存在非零向量𝛼 =

[𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛]
T,使得𝛼T(𝜍𝝃) = 𝜍(𝛼T𝝃) = 0以概率 1

成立. 由于 𝜁 > 0, 𝛼T𝝃 = 0以概率 1成立,由引理 1可

得 ∣𝐸[𝝃𝝃T]∣ = 0, 这与𝐸[𝝃𝝃T]为正定矩阵相矛盾, 所

以𝐸[𝜂𝝃𝝃T]为正定矩阵. □

猜测𝑉 (𝑘, 𝑥)的形式为

𝑉 (𝑘, 𝑥) = 𝑤𝑘𝑥
2 + 𝜆𝑘𝑥+ 𝛼𝑘, (7)

其中𝑤𝑘, 𝜆𝑘, 𝛼𝑘为关于℘𝑘适应的待定数列. 先假设

𝑤𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 ,随后进行验证. 将式 (7)代入
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Bellman方程 (6)的第 1式,得

𝑤𝑘𝑥
2 + 𝜆𝑘𝑥+ 𝛼𝑘 =

min
𝑢𝑘

𝐸𝑘{𝑤𝑘+1(𝑥𝑒
0
𝑘 + 𝑃T

𝑘 𝑢𝑘)
2+

𝜆𝑘+1(𝑥𝑒
0
𝑘 + 𝑃T

𝑘 𝑢𝑘) + 𝛼𝑘+1} =

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1(𝑒
0
𝑘)

2]𝑥2 + 𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑒
0
𝑘]𝑥+

𝐸𝑘[𝛼𝑘+1] + min
𝑢𝑘

{𝑢T
𝑘𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝑢𝑘+

(2𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝑥+ 𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃

T
𝑘 ])𝑢𝑘}. (8)

由文献 [2]可知, 在假设 1下, 𝐸𝑘[𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]也为正定矩

阵.又由𝑤𝑘+1 > 0和引理 2可知, 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]也为

正定矩阵. 从而式 (8)大括号中内容关于𝑢𝑘是严格凸

函数,其一阶条件 (也为充分条件)的最优策略为

𝑢∗
𝑘 = − 𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ](𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃𝑘]𝑥+

𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃𝑘]/2). (9)

将式 (9)代入 (8)得到

𝑤𝑘𝑥
2 + 𝜆𝑘𝑥+ 𝛼𝑘 =

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1(𝑒
0
𝑘)

2]𝑥2 + 𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑒
0
𝑘]𝑥+ 𝐸𝑘[𝛼𝑘+1]−(

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝑥+

1

2
𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃

T
𝑘 ]

)
×

𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]

(
𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃𝑘]𝑥+

1

2
𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃𝑘]

)
=

(𝐸𝑘[𝑤𝑘+1(𝑒
0
𝑘)

2]− 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]×

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃𝑘])𝑥

2 + (𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑒
0
𝑘]− 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃𝑘])𝑥+ 𝐸𝑘[𝛼𝑘+1]−

1

4
𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃

T
𝑘 ]𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃𝑘].

从而数列𝑤𝑘, 𝜆𝑘, 𝛼𝑘满足如下递推关系和边界条件:

𝑤𝑘 = 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1(𝑒
0
𝑘)

2]− 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃𝑘],

𝜆𝑘 = 𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑒
0
𝑘]− 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃𝑘],

𝛼𝑘 = 𝐸𝑘[𝛼𝑘+1]− 1

4
𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃

T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝜆𝑘+1𝑃𝑘],

𝑤𝑇 = 1, 𝜆𝑇 = 2𝑎, 𝛼𝑇 = −𝑑2 − 2𝑎𝑑. (10)

由式 (10)关于𝑤𝑘的递推公式和边界条件, 通过反复

迭代,理论上可以得到𝑤𝑘(𝑘 = 𝑇, 𝑇 − 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)的值.

之后,通过𝜆𝑘的递推公式和边界条件可以得到𝜆𝑘的

值, 再由𝛼𝑘的递推公式和边界条件可以得到𝛼𝑘. 因

为𝑤𝑘的边界条件和递推公式都不含有参数 𝑎和 𝑑,所

以对于所有的 𝑘, 𝑤𝑘也不含有 𝑎和 𝑑. 但𝜆𝑘和𝛼𝑘的边

界条件含有参数 𝑎和 𝑑, 从而𝜆𝑘和𝛼𝑘的表达式中也

可能含有 𝑎和 𝑑,为此作如下变换:

𝜆𝑘 = 𝑎𝑚𝑘, 𝛼𝑘 = 𝑎2𝑛𝑘 − 𝑑2 − 2𝑎𝑑. (11)

代入𝜆𝑘和𝛼𝑘的递推公式和边界条件 (10)可以得到

关于𝑚𝑘和𝑛𝑘的递推公式和边界条件为

𝑚𝑘 = 𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑒
0
𝑘]− 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑃𝑘],

𝑛𝑘 = 𝐸𝑘[𝑛𝑘+1]− 1

4
𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑃

T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑃𝑘],

𝑚𝑇 = 2, 𝑛𝑇 = 0. (12)

由前面分析可知, 𝑤𝑘不含有 𝑎和 𝑑, 从而𝑚𝑘和𝑛𝑘的

递推公式和边界条件都不含有参数 𝑎和 𝑑,因此𝑚𝑘和

𝑛𝑘表达式里也不含有 𝑎和 𝑑, Bellman方程 (6)的解为

𝑉 (𝑘, 𝑥) = 𝑤𝑘𝑥
2 + 𝑎𝑚𝑘𝑥+ 𝑎2𝑛𝑘 − 𝑑2 − 2𝑎𝑑. (13)

将𝜆𝑘 = 𝑎𝑚𝑘代入式 (9),注意到𝑥 = 𝑥𝑘,最优策略为

𝑢∗
𝑘 = −𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ](𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃𝑘]𝑥𝑘+

𝑎𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑃𝑘]/2). (14)

为了数学上的严谨性 (后面求解需要),并回应前

面关于𝑤𝑘 > 0的假设,给出关于𝑤𝑘和𝑛𝑘的命题.

命题 1 当 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 时,有𝑤𝑘 > 0.

证证证明明明 用数学归纳法证明. 当 𝑘 = 𝑇 时, 由式

(10)可知𝑤𝑇 = 2,显然𝑤𝑇 > 0成立.

假定𝑤𝑘+1 > 0,证明𝑤𝑘 > 0. 令𝑄𝑘 = [𝑒0𝑘 𝑃𝑘]
T,

首先证明𝐸[𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]为正定矩阵. 若𝐸[𝑄𝑘𝑄

T
𝑘 ]不是正

定矩阵,则有 ∣𝐸[𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]∣ = 0,由引理 1可知,存在非零

向量 𝛽 = [𝛽0, 𝛽1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛]
T, 使得 𝛽T𝑄𝑘 = 0以概率 1

成立,即

𝛽T𝑄𝑘 = 𝛽T[𝑒0𝑘 𝑃𝑘]
T = 𝛽0𝑒

0
𝑘 +

𝑛∑
𝑖=1

𝛽𝑖(𝑒
𝑖
𝑘 − 𝑒0𝑘) =

(
𝛽0 −

𝑛∑
𝑖=1

𝛽𝑖

)
𝑒0𝑘 +

𝑛∑
𝑖=1

𝛽𝑖𝑒
𝑖
𝑘 = 0

以概率 1成立. 容易验证, 当𝛽0, 𝛽1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛不全为零

时,
(
𝛽0 −

𝑛∑
𝑖=1

𝛽𝑖

)
, 𝛽1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑛也不全零. 从而由引理 1

可知, ∣𝐸𝑘[𝑒𝑘𝑒
T
𝑘 ]∣ = 0, 这与假设 1即𝐸𝑘[𝑒𝑘𝑒

T
𝑘 ]为正定

矩阵相矛盾, 所以𝐸𝑘[𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]为正定矩阵. 注意到式

(10)和

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]=

[
𝐸𝑘[𝑤𝑘+1(𝑒

0
𝑘)

2] 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃𝑘] 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]

]
,

从而有

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]

[
1 0

−𝐸−1
𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃𝑘] 𝐼𝑛

]
=[

𝑤𝑘 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒
0
𝑘𝑃

T
𝑘 ]

0 𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]

]
, (15)

其中 𝐼𝑛为𝑛阶单位矩阵. 对式 (15)两边取行列式得

∣𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]∣ = 𝑤𝑘∣𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]∣.
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由文献 [2]可知, 在假设 1下, 𝐸𝑘[𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]也为正定矩

阵, 由前面分析和归纳假设可知, 𝐸𝑘[𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]为正定

矩阵且𝑤𝑘+1 > 0, 故由引理 2得𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑄𝑘𝑄
T
𝑘 ]和

𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]都为正定矩阵, 𝑤𝑘 > 0. □

命题 2 在假设 1和假设 2下, 当 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑇 − 1时,均有𝑛𝑘 < 0.

证证证明明明 用数学归纳法证明. 当 𝑘 = 𝑇 − 1时, 由

式 (12)和边界条件𝑤𝑇 = 1可知

𝑛𝑇−1 = −𝐸𝑇−1[𝑃
T
𝑇−1]𝐸

−1
𝑇−1[𝑃𝑇−1𝑃

T
𝑇−1]𝐸𝑇−1[𝑃𝑇−1].

由文献 [2]可知, 在假设 1下, 𝐸−1
𝑇−1[𝑃𝑇−1𝑃

T
𝑇−1]也为

正定矩阵. 又由假设 2可知, 𝐸𝑇−1[𝑃𝑇−1] ∕= 0, 从而

𝑛𝑇−1 < 0.

假定𝑛𝑘+1 < 0, 下面证明𝑛𝑘 < 0. 因为𝐸𝑘[𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]

为正定矩阵. 由命题 1可知𝑤𝑘+1 > 0, 故由引理 2可

得𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]为正定矩阵, 从而𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]

也为正定矩阵,且

𝐸𝑘[(𝑚𝑘+1𝑃𝑘)
T]𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]𝐸𝑘[(𝑚𝑘+1𝑃𝑘)] ⩾ 0.

归纳假设𝑛𝑘+1 < 0,从而𝐸𝑘[𝑛𝑘+1] < 0,由式 (12)有

𝑛𝑘 = 𝐸𝑘[𝑛𝑘+1]− 𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑃
T
𝑘 ]𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]×

𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑃𝑘]/4 ⩽ 𝐸𝑘[𝑛𝑘+1] < 0. □

3 有有有效效效投投投资资资策策策略略略及及及有有有效效效边边边界界界

由第 2节的分析可知,令 𝑘 = 0,则𝑉 (0, 𝑥0)即为

最优问题 (3)的最优值,由式 (13)有

𝐿(𝑥0, 𝜆) = 𝑤0𝑥
2
0 + 𝑎𝑚0𝑥0 + 𝑎2𝑛0 − 𝑑2 − 2𝑎𝑑. (16)

由Lagrange对偶原理[16]可知,最优化问题 (2)的

最优值可由最优问题 (3)的最优值𝐿 = 𝐿(𝑥0, 𝜆)关于

𝜆求最大值得到. 由于𝜆 = 𝑎 + 𝑑, 显然𝐿关于𝜆最大

化等价关于 𝑎最大化,有

Var0[𝑥𝑇 ] = max
𝑎

𝐿(𝑥0, 𝑎+ 𝑑) =

max
𝑎

{𝑎2𝑛0 + 𝑎(𝑚0𝑥0 − 2𝑑) + 𝑤0𝑥
2
0 − 𝑑2}. (17)

由命题 2可知, 𝑛0 < 0, 故最优问题 (17)存在最大值,

且由其一阶条件可得最大值点为

𝑎∗ = (2𝑑−𝑚0𝑥0)/(2𝑛0). (18)

将式 (18)代入 (14)可得多阶段均值-模型 (2)的有效

投资策略为

𝑢∗
𝑘 = − 𝐸−1

𝑘 [𝑤𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]

(
𝐸𝑘[𝑤𝑘+1𝑒

0
𝑘𝑃𝑘]𝑥𝑘+

2𝑑−𝑚0𝑥0

4𝑛0
𝐸𝑘[𝑚𝑘+1𝑃𝑘]

)
. (19)

将式 (19)代入 (18)得到最优化问题 (2)的最小方差为

Var0[𝑥𝑇 ] =

− 1 + 𝑛0

𝑛0

(
𝑑− 𝑚0𝑥0

2(1 + 𝑛0)

)2

+
(
𝑤0 − 𝑚2

0

4(1 + 𝑛0)

)
𝑥2
0.

(20)

显然,投资者不会取期望 𝑑小于
𝑚0𝑥0

2(1 + 𝑛0)
. 综上所述,

最优问题 (2)即多阶段均值-方差模型的解由如下定

理给出.

定理 1 给定终端财富期望水平 𝑑, 则收益序列

相关多阶段均值-方差模型 (2)的有效投资策略由式

(19)给出,有效边界由式 (20)给出,其中 𝑑⩾ 𝑚0𝑥0

2(1 + 𝑛0)
.

4 存存存在在在无无无风风风险险险资资资产产产情情情形形形

假定市场上存在一种无风险资产, 不失一般性,

设为第 0种资产,此时 𝑒0𝑘为非随机常数,且设 𝑒0𝑘 > 0,

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1. 令

𝑤̄𝑇 = 𝑤𝑇 , 𝑤̄𝑘 = 𝑤𝑘

(𝑇−1∏
𝑖=𝑘

(𝑒0𝑖 )
2
)−1

,

𝑚̄𝑇 = 𝑚𝑇 , 𝑚̄𝑘 = 𝑚𝑘

(𝑇−1∏
𝑖=𝑘

𝑒0𝑖

)−1

, (21)

代入𝑤𝑘和𝑚𝑘的递推公式和边界条件 (式 (10)和

(12)), 可得到关于 𝑤̄𝑘、𝑚̄𝑘的递推公式和边界条件

为

𝑤̄𝑘 = 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1]− 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃
T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘],

𝑚̄𝑘 = 𝐸𝑘[𝑚̄𝑘+1]− 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃
T
𝑘 ]×

𝐸−1
𝑘 [𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑚̄𝑘+1𝑃𝑘],

𝑤̄𝑇 = 1, 𝑚̄𝑇 = 2. (22)

命题 3 对于任意 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 ,有 𝑚̄𝑘 = 2𝑤̄𝑘.

根据式 (22),由逆向数学归纳法可证得命题 3.

命题 4 对于任意 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 ,有 𝑤̄𝑘 − 𝑛𝑘 =

1,即𝑛𝑘 = 𝑤̄𝑘 − 1.

证证证明明明 将式 (21)代入 (12)关于𝑛𝑘的迭代公式和

边界条件,可得

𝑛𝑘 = 𝐸𝑘[𝑛𝑘+1]− 1

4
𝐸𝑘[𝑚̄𝑘+1𝑃

T
𝑘 ]𝐸−1

𝑘 ×

[𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑚̄𝑘+1𝑃𝑘]. (23)

由命题 3可知, 𝑚̄𝑘 = 2𝑤̄𝑘,从而有

𝑛𝑘 =

𝐸𝑘[𝑛𝑘+1]− 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃
T
𝑘 ]𝐸−1

𝑘 [𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘].

又由式 (22)关于 𝑤̄𝑘迭代公式,可得

− 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃
T
𝑘 ]𝐸−1

𝑘 [𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘] =

𝑤̄𝑘 − 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1],

代入式 (23)得𝑛𝑘 = 𝐸𝑘[𝑛𝑘+1] + 𝑤̄𝑘 − 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1],从而

有 𝑤̄𝑘 − 𝑛𝑘满足以下迭代公式和边界条件:

𝑤̄𝑘 − 𝑛𝑘 = 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1 − 𝑛𝑘+1], 𝑤̄𝑇 − 𝑛𝑇 = 1− 0 = 1.

通过边界条件倒向反复迭代易得对于任意 𝑘 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 ,均有 𝑤̄𝑘 − 𝑛𝑘 = 1,即𝑛𝑘 = 𝑤̄𝑘 − 1. □

命题 5 在假设 1和假设 2下,对于任意 𝑘 = 0, 1,
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⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1,均有 0 < 𝑤̄𝑘 < 1.

证证证明明明 由命题 1可知

𝑤̄𝑘 = 𝑤𝑘

(𝑇−1∏
𝑖=𝑘

(𝑒0𝑖 )
2
)−1

> 0.

下面用数学归纳法证明 𝑤̄𝑘 < 1, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1.

当 𝑘 = 𝑇 − 1时,由式 (22)和边界条件𝑤𝑇 = 1可知

𝑤̄𝑇−1 = 1− 𝐸𝑇−1[𝑃
T
𝑇−1]𝐸

−1
𝑇−1×

[𝑃𝑇−1𝑃
T
𝑇−1]𝐸𝑇−1[𝑃𝑇−1] < 1.

假定 𝑤̄𝑘+1 < 1,根据式 (22)关于 𝑤̄𝑘的递推关系,有

𝑤̄𝑘 = 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1]− 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃
T
𝑘 ]𝐸−1

𝑘 [𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘𝑃
T
𝑘 ]×

𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘] < 𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1] < 1.

由数学归纳原理, 当 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1时, 均有 0 <

𝑤̄𝑘 < 1. □

定理 2 当市场上存在一种无风险资产 (设为第

0种资产), 但多风险资产收益仍存在序列相关时, 多

阶段均值-方差模型相应于期望终端财富𝐸0[𝑥𝑇 ] =

𝑑的有效投资策略可简化为

𝑢∗
𝑘 = −

(
𝑒0𝑘𝑥𝑘 +

𝑑− 𝑤̄0𝑥0

𝑇−1∏
𝑖=0

𝑒0𝑖

(𝑤̄0 − 1)

𝑇−1∏
𝑖=𝑘+1

𝑒0𝑖

)
×

𝐸−1
𝑘 [𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑤̄𝑘+1𝑃𝑘], (24)

有效边界简化为

Var0[𝑥𝑇 ] =
𝑤̄0

1− 𝑤̄0

(
𝑑− 𝑥0

𝑇−1∏
𝑖=0

𝑒0𝑖

)2

,

𝑑 ⩾ 𝑥0

𝑇−1∏
𝑖=0

𝑒0𝑖 . (25)

证证证明明明 由式 (22)、命题 3和命题 4可知

𝑤𝑘 = 𝑤̄𝑘

𝑇−1∏
𝑖=𝑘

(𝑒0𝑖 )
2, 𝑚𝑘 = 2𝑤̄𝑘

𝑇−1∏
𝑖=𝑘

𝑒0𝑖 , 𝑛𝑘 = 𝑤̄𝑘 − 1,

代入式 (19)和(20)可得有效投资策略为式 (24), 有效

边界为式 (25). □

注 1 定理 2表明, 若市场上存在一种无风险资

产, 即使风险资产的收益率存在序列相关,全局最小

方差也为 0. 若令𝜎0[𝑥𝑇 ] =
√

Var0[𝑥𝑇 ]为终端财富的

标准差,则此时有效边界

𝐸0[𝑥𝑇 ] =

√
1− 𝑤̄0

𝑤̄0
𝜎0[𝑥𝑇 ] + 𝑥0

𝑇−1∏
𝑖=0

𝑒0𝑖

为 均 值-标 准 差 平 面 上 的 一 条 射 线, 起 点 为(
0, 𝑥0

𝑇−1∏
𝑖=0

𝑒0𝑖

)
, 这与存在无风险资产且风险资产的

收益率是统计独立的情形一样[2].

5 实实实例例例分分分析析析

由式(19)、(20)、(24)和 (25)可知, 有效投资策略

和有效边界的表达式中含有一些变量 (如 𝑤̄0)是通过

迭代公式给出的. 一般来说,这些迭代变量并没有完

全显式的计算公式,但对于某些特殊结构的收益率动

态过程 (存在序列相关性),仍可以得到迭代变量完全

显式的计算公式. 下面通过一个具体例子说明本文结

果的应用.

为了简单起见, 设市场上含有一种无风险资产

(记为资产 0),各期风险资产的超额收益率𝑃𝑘 = [𝑒1𝑘 −
𝑒0𝑘, 𝑒

2
𝑘 − 𝑒0𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛𝑘 − 𝑒0𝑘]

T服从如下动态过程:

ln(𝑒𝑖𝑘+1 − 𝑒0𝑘+1) = ln(𝑒𝑖𝑘 − 𝑒0𝑘) + 𝜎𝑖
𝑘+1𝜀𝑘+1. (26)

其中: 𝜎𝑖
𝑘+1 = (𝜎𝑖1

𝑘+1, 𝜎
𝑖2
𝑘+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜎𝑖𝑛

𝑘+1), 𝜀𝑘+1 ∼𝑁(0, 𝐼𝑛)

为𝑛维标准正态分布, 𝐼𝑛为𝑛维单位矩阵, 各期的

𝜀𝑘+1是统计独立的. 由式 (26)有

𝑒𝑖𝑘+1 − 𝑒0𝑘+1 = (𝑒𝑖𝑘 − 𝑒0𝑘)e
𝜎𝑖
𝑘+1𝜀𝑘+1 , (27)

其中 e为自然对数的底数. 记

𝐷𝑘+1 = [e𝜎
1
𝑘+1𝜀𝑘+1 , e𝜎

2
𝑘+1𝜀𝑘+1 , ⋅ ⋅ ⋅ , e𝜎𝑛

𝑘+1𝜀𝑘+1 ]T,

则式 (27)可以表示为

𝑃𝑘+1 = diag(𝑃𝑘)𝐷𝑘+1, (28)

其中 diag(𝑃𝑘)为以𝑃𝑘的每个分量作为对角线元素的

对角矩阵. 为研究需要,令

𝜎𝑘 = [(𝜎1
𝑘)

T, (𝜎2
𝑘)

T, ⋅ ⋅ ⋅ , (𝜎𝑛
𝑘 )

T]T ∈ 𝑹𝑛×𝑛.

定义函数 𝑓(⋅) : 𝑹𝑛×𝑛 → 𝑹为

𝑓(𝜎𝑘) :=

1− (e
1
2∥𝜎1

𝑘∥2

, ⋅ ⋅ ⋅ , e 1
2∥𝜎𝑛

𝑘 ∥2

)×⎡⎢⎢⎣
e2∥𝜎

1
𝑘∥2 ⋅ ⋅ ⋅ e

1
2∥𝜎1

𝑘+𝜎𝑛
𝑘 ∥2

...
. . .

...

e
1
2∥𝜎𝑛

𝑘+𝜎1
𝑘∥2 ⋅ ⋅ ⋅ e2∥𝜎

𝑛
𝑘 ∥2

⎤⎥⎥⎦
−1⎡⎢⎢⎣

e
1
2∥𝜎1

𝑘∥2

...

e
1
2∥𝜎𝑛

𝑘 ∥2

⎤⎥⎥⎦ , (29)

其中 ∥ ⋅ ∥表示欧氏模.

首先计算 𝑤̄𝑇−1. 由式 (22)和 (28)有

𝑤̄𝑇−1 =

1− 𝐸𝑇−1[𝐷
T
𝑇−1diag

T(𝑃𝑇−2)]×
𝐸−1

𝑇−1[diag(𝑃𝑇−2)𝐷𝑇−1𝐷
T
𝑇−1diag

T(𝑃𝑇−2)]×
𝐸𝑇−1[diag(𝑃𝑇−2)𝐷𝑇−1]. (30)

由于𝐸𝑇−1[⋅] = 𝐸[⋅∣℘𝑇−1],在𝑇 − 1时刻信息集℘𝑇−1

下𝑃𝑇−2是已实现的, 从而是非随机的. 由于 𝜀𝑇−1 ∼
𝑁(0, 𝐼𝑛),由概率理论有

𝐸𝑇−1[e
𝜎𝑖
𝑇−1𝜀𝑇−1 ] = e

1
2∥𝜎𝑖

𝑇−1∥2

,

𝐸𝑇−1[e
(𝜎𝑖

𝑇−1+𝜎𝑗
𝑇−1)𝜀𝑇−1 ] = e

1
2∥𝜎𝑖

𝑇−1+𝜎𝑗
𝑇−1∥2

. (31)

根据式 (30)和 (31),有

𝑤̄𝑇−1 =

1− 𝐸𝑇−1[𝐷
T
𝑇−1]𝐸

−1
𝑇−1[𝐷𝑇−1𝐷

T
𝑇−1]×



第 7期 姚海祥等: 风险资产收益序列相关的多阶段均值-方差投资组合选择 1231

𝐸𝑇−1[𝐷𝑇−1] = 𝑓(𝜎𝑇−1), (32)

其中 𝑓(𝜎𝑇−1)由式 (29)定义. 应用逆向数学归纳法,

容易得到

𝑤̄𝑘 =

𝑇−1∏
𝑖=𝑘

𝑓(𝜎𝑖), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 − 1. (33)

代入式 (24)和 (25)得到此时的有效投资策略为

𝑢∗
𝑘 = −

(
𝑒0𝑘𝑥𝑘 +

𝑑− 𝑥0

𝑇−1∏
𝑖=0

(𝑓(𝜎𝑖)𝑒
0
𝑖 )

(𝑇−1∏
𝑖=0

𝑓(𝜎𝑖)− 1
) 𝑇−1∏

𝑖=𝑘+1

𝑒0𝑖

)
×

𝐸−1
𝑘 [𝑃𝑘𝑃

T
𝑘 ]𝐸𝑘[𝑃𝑘], (34)

有效边界为

Var0[𝑥𝑇 ] =

𝑇−1∏
𝑖=0

𝑓(𝜎𝑖)

1−
𝑇−1∏
𝑖=0

𝑓(𝜎𝑖)

(
𝑑− 𝑥0

𝑇−1∏
𝑖=0

𝑒0𝑖

)2

. (35)

6 结结结 论论论

本文考虑了任意多种资产可以全是风险资产的

更一般金融市场,研究了当各期风险资产收益存在一

般序列相关性时的多阶段均值-方差投资组合选择问

题,得到了模型的有效投资策略和有效边界的解析表

达式. 在市场含有一种无风险资产情形下简化了有效

投资策略和有效边界的表达式,表明了此时的全局最

小方差仍为 0,即有效边界仍为均值-标准差平面上的

一条射线.最后给出了一个具体的例子分析.本文的

研究方法具有一般性,可以进一步用来研究其他现实

条件下 (如不确定性投资终止时间和债务管理等)收

益序列相关的多阶段均值-方差投资选择问题.
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