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摘 要: 为了镇定一类离散混沌系统的不稳定周期轨道,提出脉冲时滞反馈控制方法. 系统地研究了脉冲时滞反馈

控制方法在一类离散小世界网络模型中的应用问题.数值仿真结果表明,小世界网络模型中的倍周期分岔及其导致

的混沌可以被延后,镶嵌在混沌吸引子内部的不稳定周期轨道可以被镇定. 与已有相关控制方法相比,所提出的脉冲

时滞反馈控制方法具有适用范围广泛、实现过程简单方便且灵活等优势.
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Abstract: To stabilize the unstable periodic orbits of a class of discrete chaotic system, an impulsive delayed feedback

control method is proposed. Then the application of the control method in a class of discrete small-world network model

is studied systematically. Numerical simulations show that the period-doubling bifurcations and the resulting chaos can be

delayed, and the periodic orbits embedded in the chaotic attractor can be stabilized. Compared with the existed related

methods, the proposed control method has wider applications, and the implementation of the proposed control method is

easy, convenient and flexible.
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0 引引引 言言言

1992年, Pyragas[1]提出时滞反馈控制 (DFC)方

法,由于在工程中简单、易于实现,且具有节约能源等

优势, DFC方法引起了学术界的广泛关注. 关于DFC

方法,有两个问题有待深入探讨: 1)研究表明, DFC方

法在实现过程中具有一定局限性[2-4], 一些不稳定周

期轨道不能通过DFC方法镇定, 如何克服这些局限

性成为进一步研究DFC方法的关键问题, 目前已经

取得了一些有意义的成果,学者们先后提出了DFC方

法的一些改进方法[5-8]; 2)在深入探讨DFC方法改进

问题的过程中, 控制器的实现是需要考虑的因素,目

的是设计出实现简单方便、灵活的控制器. 脉冲控制

方法只需在固定时刻对系统施加控制,实现方便,但

文献 [8]中脉冲间隔被固定,因此,根据周期解稳定的

解析表达式,按照实际需要选取适当的脉冲间隔和反

馈增益等控制参数是需要考虑的问题.

本文提出一类脉冲时滞反馈控制方法,用以控制

一类离散系统中的倍周期分岔及其导致的混沌,镇定

嵌入在混沌吸引子内部的不稳定周期轨道.

1 脉脉脉冲冲冲时时时滞滞滞反反反馈馈馈控控控制制制

考虑离散非线性系统

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛). (1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑅为状态变量, 𝑓 : 𝑅 → 𝑅为可导函数.假

设系统 (1)有一周期𝑇 (𝑇 ⩾ 1)轨道, 记为Σ𝑇 = {𝑥∗
1,

𝑥∗
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥∗

𝑇 }. 对系统 (1)施加控制,得到

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛) + 𝑢𝑛, (2)

其中𝑢𝑛为控制输入.
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为了镇定周期 1轨道𝑥∗
1, 即当𝑇 = 1时, 脉冲时

滞反馈控制器𝑢𝑛采取以下形式:

𝑢𝑛 = 𝜀𝑛(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−𝑚+1). (3)

其中: 𝑚为脉冲间隔; 𝜀𝑛定义为

𝜀𝑛 =

⎧⎨⎩𝐾, 𝑛∣𝑚 = 0;

0, 𝑛∣𝑚 ∕= 0.
(4)

𝐾为控制增益.

首先讨论周期 1轨道𝑥∗
1的局部稳定性. 定义误

差 𝑒𝑛 = 𝑥𝑛−𝑥∗
1,对由方程(2)∼ (4)构成的闭环系统进

行局部线性化后,可以得到⎧⎨⎩

𝑒2 = 𝑎𝑒1,

𝑒3 = 𝑎𝑒2 = 𝑎2𝑒1,

...

𝑒𝑚 = 𝑎𝑚−1𝑒1,

𝑒𝑚+1 = [𝑎𝑚 +𝐾(𝑎𝑚−1 − 1)]𝑒1,

(5)

其中 𝑎 = 𝑓 ′(𝑥∗
1).

应用数学归纳法,可以得到

𝑒𝑘𝑚+1 = [𝑎𝑚 +𝐾(𝑎𝑚−1 − 1)]𝑘𝑒1. (6)

由式 (5)可见,当 𝑘 = 1时,式 (6)显然成立. 假设

当取 𝑘 − 1时,式 (6)成立,即

𝑒(𝑘−1)𝑚+1 = [𝑎𝑚 +𝐾(𝑎𝑚−1 − 1)]𝑘−1𝑒1. (7)

经过类似的推导,可以得到⎧⎨⎩

𝑒(𝑘−1)𝑚+2 = 𝑎𝑒(𝑘−1)𝑚+1,

𝑒(𝑘−1)𝑚+3 = 𝑎𝑒(𝑘−1)𝑚+2 = 𝑎2𝑒(𝑘−1)𝑚+1,

...

𝑒(𝑘−1)𝑚+𝑚 = 𝑎𝑚−1𝑒(𝑘−1)𝑚+1,

𝑒(𝑘−1)𝑚+𝑚+1 =
[
𝑎𝑚 +𝐾(𝑎𝑚−1 − 1)

]
𝑒(𝑘−1)𝑚+1.

(8)

结合式 (7), 可以看到式 (6)对于任意的 𝑘均成立. 根

据文献 [9]的定理,线性化后的闭环系统 (5)与闭环系

统 (2)有相同的稳定性. 因此,提出如下定理.

定理 1 对于由方程 (2)∼ (4)构成的闭环系统,

周期 1轨道𝑥∗
1局部稳定当且仅当

∣𝑎𝑚 +𝐾(𝑎𝑚−1 − 1)∣ < 1, (9)

其中 𝑎 = 𝑓 ′(𝑥∗
1).

事实上, 由于施加了控制器, 由方程 (2)∼ (4)构

成的闭环系统改变了原系统 (1)的倍周期分岔值.以

𝑚 = 2为例,当𝑛∣2 = 0时,闭环系统变为

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛) +𝐾(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1). (10)

作变量代换,令

𝑦𝑛 = 𝑥𝑛, 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛−1, (11)

则系统变为⎧⎨⎩ 𝑦𝑛+1 = 𝑓(𝑦𝑛) +𝐾(𝑦𝑛 − 𝑧𝑛),

𝑧𝑛+1 = 𝑦𝑛.
(12)

若系统特征值𝜆1 = −1, ∣𝜆2∣ ∕= 1,则系统 (12)可能发

生倍周期分岔,当且仅当 1+ 𝑓 ′(𝑦∗)+ 2𝐾 = 0,且𝐾 ∕=
−𝑓 ′(𝑦∗), 𝐾 ∕= −(𝑓 ′(𝑦∗)+2)[10]. 显然,在闭环系统 (10)

中,原系统 (1)的倍周期分岔值发生改变.

下面讨论𝑇 > 1的情况. 为了镇定周期𝑇 轨道

Σ𝑇 = {𝑥∗
1, 𝑥

∗
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥∗

𝑇 },选取控制器

𝑢𝑛 = 𝜀𝑛(𝑥𝑛−𝑇+1 − 𝑥𝑛−𝑚𝑇+1). (13)

其中: 𝑚为脉冲间隔; 𝐾为控制增益; 𝜀𝑛定义为

𝜀𝑛 =

⎧⎨⎩𝐾, 𝑛∣(𝑚𝑇 ) = 0;

0, 𝑛∣(𝑚𝑇 ) ∕= 0.
(14)

由式 (3)、(4)和 (13)、(14)给出控制器之间关系,

定义函数𝐹 为𝐹 = 𝑓T, 则函数 𝑓的周期𝑇 轨道是函

数𝐹 的周期 1轨道,即𝐹 (𝑥∗
𝑖 ) = 𝑥∗

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 . 记

𝑧𝑗 = 𝑥(𝑗−1)𝑇+1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (15)

若 𝑗∣𝑚 ∕= 0,即 𝑗𝑇 ∣(𝑚𝑇 ) ∕= 0,则有

𝑥𝑗𝑇+1 = 𝑓(𝑥𝑗𝑇 ) = 𝑓2(𝑥𝑗𝑇−1) = ⋅ ⋅ ⋅ =
𝑓𝑇 (𝑥(𝑗−1)𝑇+1), (16)

等价于

𝑧𝑗+1 = 𝐹 (𝑧𝑗). (17)

否则,若 𝑗∣𝑚 = 0,即 𝑗𝑇 ∣(𝑚𝑇 ) = 0,则有

𝑥𝑗𝑇+1 =

𝑓𝑇 (𝑥(𝑗−1)𝑇+1) +𝐾(𝑥(𝑗−1)𝑇+1 − 𝑥𝑗𝑇−𝑚𝑇+1), (18)

等价于

𝑧𝑗+1 = 𝐹 (𝑧𝑗) +𝐾(𝑧𝑗 − 𝑧𝑗−𝑚+1). (19)

结合式 (17)和 (19),得到

𝑧𝑗+1 = 𝐹 (𝑧𝑗) + 𝑢𝑗 . (20)

其中

𝑢𝑗 = 𝜀𝑗(𝑧𝑗 − 𝑧𝑗−𝑚+1); (21)

𝜀𝑗 =

⎧⎨⎩𝐾, 𝑗∣𝑚 = 0;

0, 𝑗∣𝑚 ∕= 0.
(22)

因此, 如果以式 (15)定义的变量 𝑧为变量, 则由式

(3)、(4)与 (13)、(14)给出的脉冲时滞反馈控制器是

等价的.

下面讨论系统 (1)周期𝑇 轨道Σ𝑇 = {𝑥∗
1, 𝑥

∗
2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑥∗
𝑇 }的局部稳定性.由以上推导可知, 𝑥∗

𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑇 )是函数𝐹 的不动点, 因此, 𝑥∗

𝑖 稳定当且仅当 ∣𝑎𝑚 +

𝐾(𝑎𝑚−1 − 1)∣<1,其中 𝑎=𝐹 ′(𝑥∗
𝑖 ). 又因为𝐹 =𝑓𝑇 ,有

𝑎 =

𝑇∏
𝑗=1

𝑎𝑗 , 𝑎𝑗 = 𝑓 ′(𝑥∗
𝑗 ),进而得到如下定理.
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定理 2 对于由方程 (2)、(13)和 (14)构成的闭环

系统, 周期𝑇 轨道Σ𝑇 = {𝑥∗
1, 𝑥

∗
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥∗

𝑇 }局部稳定,

当且仅当 ∣∣𝑎𝑚 +𝐾(𝑎𝑚−1 − 1)
∣∣ < 1, (23)

其中 𝑎 =

𝑇∏
𝑗=1

𝑎𝑗 , 𝑎𝑗 = 𝑓 ′(𝑥∗
𝑗 ).

注 1 由式 (9)和 (23)可见, 当 𝑎 ∕= 1时, 不稳定

周期轨道总可以由式 (3)、(4)或 (13)、(14)给出的脉冲

时滞反馈控制器来镇定. 因此, 脉冲时滞反馈控制

方法对于所控制的系统具有很弱的条件限制, 与文

献 [1]相比,拓宽了控制器的适用范围;同时, 脉冲控

制只需在固定的时刻对原系统施加控制,具有实现简

单方便的优势. 为了满足式 (9)或 (23),脉冲间隔𝑚和

控制增益𝐾等控制参数有多种选择,可以根据实际需

要灵活选取控制参数,推广了文献 [8]的结果,且为了

得到相同的控制目标,脉冲间隔和反馈增益等控制参

数有多种选择,因此脉冲时滞反馈控制方法在实现过

程中具有一定的灵活性.

注 2 本文所提出的脉冲时滞反馈控制方法可

以推广至高维系统.此时,式 (1)中的 𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛为

可导函数, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛为状态变量,式 (2)中的𝑢𝑛 ∈ 𝑅𝑛为

控制输入,式 (4)中的𝐾 ∈ 𝑅𝑛×𝑛为控制增益矩阵,式

(5)中的 𝑎 = 𝑓 ′(𝑥∗
1)变为 𝐽 = ∂𝑓/∂𝑥∣𝑥=𝑥∗

1
.定理 1变为

𝑥∗
1稳定当且仅当矩阵𝐴1 = 𝐽𝑚

1 +𝐾(𝐽𝑚−1
1 −𝐼)是稳定

的.在定理 2中,周期𝑇 轨道Σ𝑇 = {𝑥∗
1, 𝑥

∗
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥∗

𝑇 }局
部稳定, 当且仅当𝐴𝑖 = 𝐽𝑚

𝑖 + 𝐾(𝐽𝑚−1
𝑖 − 𝐼)(𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 )中至少有一个是稳定的,其中

𝐽𝑖 = 𝐷𝑖𝐷𝑖+1 ⋅ ⋅ ⋅𝐷𝑖+𝑇−1, 𝐷𝑖 =
∂𝑓

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=𝑥∗

𝑖

,

𝐷𝑖 = 𝐷𝑗 , 𝑖 = 𝑗(mod𝑇 ).

需要说明的是,关于周期轨道的稳定性,高维系

统与一维系统有不同的结论.在一维系统中, 数的乘

法满足交换律,定理 2中对于不同的𝑥∗
𝑖 , 𝑎的值是相同

的, 因此, 在施加控制器的闭环系统中, 不同的𝑥∗
𝑖 的

稳定性相同.对于高维系统,当 𝑖 ∕= 𝑗时, 𝐷𝑖与𝐷𝑗可能

会不相等,而矩阵乘法不满足交换律,因此 𝐽𝑖与 𝐽𝑗可

能会不同. 对于给定控制增益矩阵𝐾, 𝐴𝑖与𝐴𝑗的特

征值可能会不同,即稳定性不同,因此施加控制器的

闭环系统中, 𝑥∗
𝑖 与𝑥∗

𝑗的稳定性可能会不同. 但在原

系统中, 尽管 𝐽𝑖与 𝐽𝑗可能会不同, 但特征值相同, 因

此𝑥∗
𝑖 与𝑥∗

𝑗的稳定性相同.

2 应应应用用用分分分析析析

2.1 模模模 型型型

继文献 [11]提出小世界网络模型以来,文献 [12]

在此基础上加入了事件在长距离连接上的时间延时,

并考虑了非线性因素,即由网络拥塞等导致的非线性

耦合得出动力学模型

𝑥𝑛+1 = 𝜉 + 2𝑥𝑛 − 𝜇𝜉𝑥2
𝑛. (24)

其中: 𝑥用来度量事件在网络中的影响范围, 𝜉为

Newman-Watts长度标度, 𝜇为网络中非线性相互作用

的系数.

经过计算,模型 (24)有一个正不动点

𝑥∗
1 =

1

2𝜇𝜉
(1 +

√
1 + 4𝜇𝜉2).

𝑥∗
1局部稳定当且仅当 ∣2 − 2𝜇𝜉𝑥∗

1∣ < 1, 保证𝑥∗
1稳定

的参数𝜇的范围为 0 < 𝜇 < 3𝜉−2/4. 模型 (24)有一周

期 2轨道

Σ2 = {𝑥∗
1, 𝑥

∗
2}, 𝑥∗

1,2 =
1

2𝜇𝜉
(3±

√
−3 + 4𝜇𝜉2).

Σ2局部稳定当且仅当 ∣(2−2𝜇𝜉𝑥∗
1)(2−2𝜇𝜉𝑥∗

2)∣ < 1,保

证Σ2稳定的参数𝜇的范围为 3𝜉−2/4 < 𝜇 < 5𝜉−2/4.

本文选取𝜇为分岔参数,固定 𝜉 = 1.8. 图 1为系

统 (24)的分岔图,给出了系统 (24)的倍周期分岔及其

导致的混沌.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

μ

0

2

4

6

8

x

图 1 系统 (24)的分岔图

2.2 控控控制制制效效效果果果分分分析析析和和和数数数值值值仿仿仿真真真

施加脉冲时滞反馈控制后,受控系统的倍周期分

岔及其导致的混沌被延后,保证系统稳定的参数的范

围被增大.系统的混沌轨道可以被镇定到周期轨道上,

系统的一周期轨道可以被镇定到另一周期轨道上,具

体分析如下.

受控小世界网络模型具有以下形式:

𝑥𝑛+1 = 𝜉 + 2𝑥𝑛 − 𝜇𝜉𝑥2
𝑛 + 𝑢𝑛. (25)

为了镇定不动点𝑥∗
1,控制输入𝑢𝑛由式 (3)和 (4)给出.

显然,受控系统 (25)与原系统 (24)有相同的不动点.

根据定理 1,当𝑚 = 2时, 𝑥∗
1局部稳定当且仅当

∣𝑎2 +𝐾(𝑎− 1)∣ < 1. (26)

其中: 𝑎 = 1 −
√

1 + 4𝜇𝜉2, 𝐾为控制增益.保证𝑥∗
1稳

定的参数𝜇的范围为

0 < 𝜇 <
1

4𝜉2
(3 + 4𝐾 +𝐾2). (27)

注意到式 (26)等价于

−(1 + 𝑎2) < 𝐾(𝑎− 1) < 1− 𝑎2, (28)
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其中 𝑎 = 1−
√

1 + 4𝜇𝜉2 < 1. 则增益𝐾的范围为

−(𝑎+ 1) < 𝐾 <
𝑎2 + 1

1− 𝑎
. (29)

若𝑥∗
1不稳定,则 𝑎 < −1, 𝐾为正数. 因此,由式 (27)可

见,参数𝜇的范围被增大.

为了镇定周期 2轨道Σ2 = {𝑥∗
1, 𝑥

∗
2},控制器由式

(13)和 (14)给出.若𝑚 = 2, 则根据定理 2, Σ2局部稳

定当且仅当

∣𝑎2 +𝐾(𝑎− 1)∣ < 1. (30)

其中: 𝑎 = 𝑎1𝑎2, 𝑎1 = 2 − 2𝜇𝜉𝑥∗
1, 𝑎2 = 2 − 2𝜇𝜉𝑥∗

2. 保

证Σ2稳定的参数𝜇的范围为
3

4
𝜉−2 < 𝜇 <

5 +𝐾

4𝜉2
. (31)

类似地,可以证明𝐾为正数,参数𝜇的范围被增大.

图 2为系统(24)的分岔控制效果,图 3为系统(24)

的混沌控制效果.与图 1相比,图 2(a)表明系统 (24)的
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图 2 系统 (24)的分岔控制效果
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图 3 系统 (24)的混沌控制效果

第 1次倍周期分岔被延后,图 2(b)表明系统 (24)的第

2次倍周期分岔被延后,图 3表明通过选取适当的控

制参数, 混沌轨道可以被镇定到周期 2轨道和周期 1

轨道上.

图 4为系统 (24)的周期 4轨道被镇定到周期 1轨

道. 图 4表明, 系统的一周期轨道可以被控制到另一

周期轨道上,并且,当选取不同控制参数时,系统可能

被镇定到同一周期轨道上.
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图 4 系统 (24)的周期 4轨道被镇定到周期 1轨道

上述仿真结果表明, 在施加脉冲时滞反馈控制

器后, 通过选取适当的控制参数, 小世界网络模型

(24)可以被控制到所期望的周期轨道上. 并且, 当选

取不同的控制参数时, 可能会得到相同的控制效果,

因此,可以根据实际需要选取恰当的控制参数. 这也

表明本文所提出的脉冲时滞反馈控制器在实现过程

中具有一定的灵活性.

3 结结结 论论论

本文提出了一类脉冲时滞反馈控制方法,用来控

制离散系统中的倍周期分岔及其导致的混沌,镇定不

稳定周期轨道,并研究了该方法在一个离散小世界网

络模型中的应用问题.研究结果表明, 通过选取恰当

的脉冲间隔和控制增益等控制参数,受控系统的倍周

期分岔通向混沌的道路可以被延后,系统可以在更大

的参数值范围内保持稳定,镶嵌在混沌吸引子内部的

不稳定周期轨道可以被镇定. 关于脉冲时滞反馈控制

方法的问题有待进一步研究,如利用这类方法镇定连

续系统的不稳定周期轨道以及这种方法在生物动力

系统等现实系统中的应用问题等.
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