
第 29卷 第 9期
Vol. 29 No. 9

控 制 与 决 策
Control and Decision

2014年 9月
Sep. 2014

容积法则辅助的交互式多模型滤波算法

文章编号: 1001-0920 (2014) 09-1719-05 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2013.0618

王树磊, 魏瑞轩, 关旭宁
(空军工程大学无人机运用工程系，西安 710038)

摘 要: 交互式多模型滤波 (IMM)的交互环节使得系统状态量不再服从单纯的高斯分布,用现有方法对其概率分布

的估计存在较大的误差. 对此,考虑到模型的混合概率是时变的, IMM的交互过程可以用非线性方程来描述,因而采

用容积卡尔曼滤波 (CKF)中的容积法则对高斯随机变量经非线性函数传播后的概率分布进行估计,并从理论上证明

了容积法则的近似精度.仿真实验表明,由于提高了对交互后随机变量概率分布的估计精度,所提出的方法能够有效

改善 IMM在量测噪声较大时的滤波效果.
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Abstract: The mixing operation which is a key component in interacting multiple model(IMM) filter yields a non-Gaussian

probability density function(PDF), IMM approximates the PDF of mixed random variable by a single Gaussian, the estimated

covariance matrix is much large than the real covariance. As the mixing probability is time-varying, the mixing operation

can be described as a nonlinear function, then the cubature rule in cubature Kalman filter(CKF) can be used to compute

probability density function(PDF) of the mixture, that algorithm is called cubature rule aided interacting multiple model(CR-

IMM) filter. The accuracy of the resulting mean and covariance are analyzed by Taylor expansion. Simulation results show

the CR-IMM performs better than IMM when the measurement becomes less accurate.
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0 引引引 言言言

小型无人机因其具有结构简单、经济性好、易于

隐蔽等优点而被广泛地应用于目标搜索和跟踪任务.

目标跟踪的目的是采用滤波算法对目标的状态进行

估计和预测[1]. 多模型滤波算法采用多个模型描述

目标的运动规律, 可以有效地提高滤波精度[2]. 交互

式多模型算法 (IMM)[3]主要包含交互、滤波和融合 3

个过程. 交互过程能够实现多个模型之间的 “软切

换”,使得 IMM具有自动调整滤波带宽的能力[4],这是

IMM与自动多模型滤波器 (AMM)的核心区别[5].

在 IMM的交互过程中, 多个随机变量加权求和

后所得到的随机变量不再符合单纯的高斯分布[2, 6].

通常有两类方法解决这一问题.一类方法是采用高斯

分布对交互后随机变量的分布进行近似[7]. Lainiotis

等[8]假设交互后的随机变量服从混合高斯混合分布,

采用均方差 (MSE)计算交互后随机变量的协方差矩

阵, 但该方法得到的协方差矩阵较为保守,导致对应

的增益矩阵也偏大.由于小型无人机的负载能力有限,

机载传感器通常存在较大的量测噪声, 此时, 较大的

增益矩阵会使 IMM的滤波精度下降[9]. 另外一类方

法是采用非高斯滤波器对交互的结果进行滤波[10].

例如 IMM-PF滤波方法[11], 但粒子滤波存在粒子退

化、实时性不强等问题[12].

由于 IMM交互环节中的混合概率是时变的, 本

文考虑将交互过程用非线性方程进行描述,采用容积

卡尔曼滤波 (CKF)中的容积法则对交互后随机变量

的概率密度函数进行估计.理论和实验结果表明, 本

文方法能够提高量测噪声较大时 IMM的滤波精度.
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1 交交交互互互导导导致致致的的的非非非高高高斯斯斯分分分布布布问问问题题题

图 1给出了两个模型 IMM的结构图,其中 𝑧表示

单位延迟环节.为了进行区分, 将交互过程的输出记

为𝒚𝑗和𝑺𝑦𝑗 , 后者为协方差矩阵的Cholesky因子, 是

上三角矩阵,其对角线上的值为协方差矩阵的平方根.
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图 1 IMM的结构

交互环节的目的是对滤波器进行重新初始化,使

得任一滤波器的迭代输入 (均值和协方差矩阵)均为

前一时刻𝑚个滤波器输出的加权混合值, 𝑚表示滤波

器 (模型)的个数. 权重称为混合概率, 其值是当前时

刻模型 𝑖的正确概率𝑢𝑖(𝑘−1)经过一次马尔科夫链转

移的结果,即

𝜋𝑖𝑗 = 𝑷 {𝑚𝑗(𝑘)∣𝑚𝑖(𝑘 − 1), 𝑧(𝑘 − 1)} =

𝑢𝑖(𝑘 − 1)𝑷𝑖𝑗
𝑚∑
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑘 − 1)𝑷𝑖𝑗

, (1)

其中𝑢𝑖(𝑘 − 1)为系统状态量的估计值和观测值的隐

函数,所对应的一步转移概率矩阵称为模型概率转移

矩阵𝑷 .

对于 IMM中的滤波器, 将其输入记为𝒚𝑗和𝑺𝑦𝑗 ,

分别是交互后随机变量的均值和协方差矩阵的平方

根,省略下标 𝑗和 (𝑘 − 1),即有

𝒚 =

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝒙𝑖,

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖 = 1. (2)

Lainiotis将加权系数视为常值,并假设𝒚服从混

合高斯分布[8],即有

Pr(𝒚) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝑁{𝒚 : 𝒙̂𝑖, (𝑺𝑖𝑺
T
𝑖 )},

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖 = 1. (3)

此时, 𝒚的均值和协方差矩阵可由下式算得:

𝒚 =

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝒙̂𝑖,

𝑷MSE
𝑦 = 𝐸((𝒚 − 𝒚)(𝒚 − 𝒚)

T
) = 𝐸(𝒚𝒚T)− 𝒚𝒚T =

w ∞
−∞

{ 𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝒚𝒚
T𝑁{𝒚 : 𝒙̂𝑖,𝑺𝑖𝑺

T
𝑖 }

}
d𝒚 − 𝒚𝒚T =

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖(𝑺𝑖𝑺
T
𝑖 + 𝒙̂𝑖𝒙̂

T
𝑖 − 𝒚𝒚T) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖(𝑺𝑖𝑺
T
𝑖 + (𝒙̂𝑖 − 𝒚)(𝒙̂𝑖 − 𝒚)

T
). (4)

采用式 (4)对𝒚的协方差矩阵进行估计时会存在一定

的误差,以𝑥𝑖为标量且为常数的情况进行说明. 假设

𝒚的概率密度为 3个高斯分布的加权和,有 [𝑥̂1, 𝑥̂2, 𝑥̂3]

= [−3, 0, 5], [𝑆1, 𝑆2, 𝑆3] = [3, 2.25, 1.8], [𝜋1, 𝜋2, 𝜋3] =

[0.3, 0.4, 0.3], 则𝒚服从混合高斯分布, 由图 2中的粗

实线可以看出其中存在多个峰值.
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图 2 混合高斯分布的概率密度

仍以上述一维情况为例, 采用Monte Carlo方法

选取 2 000个随机采样点[13],计算经过式 (2)传递后系

统的均值和方差,结果如表 1所示.

表 1 对𝒚均值和方差的计算结果

方法 均值 方差

MSE 0.6 3.941 7

MC 0.595 3 1.392 1

由表 1可知, Lainiotis的方法对𝒚方差的估计存

在一定的误差,即𝑷MSE
𝑦 > 𝑷𝑦. 由于协方差矩阵还要

参与滤波迭代,这相当于人为地放大了滤波过程中的

系统噪声, 解算得到的增益矩阵也就偏大,当量测噪

声也较大时, 滤波效果会下降. Kirubarajan等[9]提出

了机动系数的概念来衡量 IMM的精度,其定义为

𝜆 =
𝜎𝑎𝑇

𝜎𝑤
, (5)

其中𝜎𝑎和𝜎𝑤分别为加速度噪声和量测噪声的均方

根.文献[14]指出,当𝜆<0.5,即量测噪声较大时, IMM

的滤波效果较差.

2 容容容积积积法法法则则则对对对交交交互互互后后后随随随机机机变变变量量量的的的估估估计计计

2.1 容容容积积积法法法则则则

容积卡尔曼滤波 (CKF)由Arasaratnam提出, 作

为确定性采样滤波算法的典型代表, CKF具备无迹卡

尔曼滤波 (UKF)的特点, 但前者使用的采样点更少,

而且具有更好的数值稳定性[14]. 孙枫等[15-16]将CKF

与UKF做了详细的对比并指出, 对于三维以上的

非线性系统建议选择CKF为滤波方法. 容积法则是

CKF的基础,其思想是: 通过计算有限个容积点通过
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非线性传播后的一阶矩和二阶矩,从而对非线性系统

的后验概率密度进行估计.设𝝌 ∼ 𝑁(𝝌 : 𝝌̂,𝑺𝑺T), 𝝌

的维数为 𝑙 × 1, 则任意函数𝒚 = 𝑓(𝝌)的一阶矩和二

阶矩可以采用如下积分形式进行求解:

𝒚 = 𝐸(𝒚) =
w
𝑅𝑙

𝑓(𝝌)𝑁(𝝌 : 𝝌̂,𝑺𝑺T)d𝝌,

𝑃𝑦 = 𝐷(𝒚) =
w
𝑅𝑙

𝑓(𝝌)𝑓T(𝝌)𝑁(𝝌 : 𝝌̂,𝑺𝑺T)d𝝌. (6)

式 (6)为多维积分问题,很难通过解析的方法进

行求解. 容积法则指出,可以选择 2𝑙个具有权重值的

容积点来近似多维函数的积分. 选择容积点的方法如

下:

𝝌±𝑟 = 𝝌̂± 𝑺𝝃𝑟, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙. (7)

其中

𝝃𝑟 =
√
𝑙𝒆𝑟, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙, (8)

𝒆𝑟为单位矩阵 𝑰𝑙×𝑙的第 𝑟列.

2.2 容容容积积积法法法则则则对对对交交交互互互后后后概概概率率率密密密度度度的的的估估估计计计

由于混合概率是时变的,可将交互过程抽象为非

线性函数,采用容积法则对交互后随机变量的概率分

布进行近似,即把CKF引入 IMM的交互环节,如图 1

中的虚线框内所示.

首先,用非线性函数描述交互过程.构造增广状

态向量𝝌 = [𝒙1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑚]T (𝒙𝑖 ∼ 𝑁(𝒙 : 𝒙̂𝑖,𝑺𝑖𝑺
T
𝑖 ), 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)为𝑛× 1维的随机变量,分别代表 IMM中

模型 𝑖的状态变量. 记 𝑙 = 𝑚× 𝑛,则𝝌的维数为 𝑙 × 1,

且 𝝌̂ = [𝒙̂1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒙̂𝑚]T. 假设𝒙𝑖相互独立,即有 cov(𝒙̂𝑖,

𝒙̂𝑗)𝑖 ∕=𝑗 =0,则𝝌的协方差矩阵的平方根𝑺=diag([𝑺1,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑺𝑚]), 故𝝌 ∼ 𝑁(𝝌 : 𝝌̂,𝑺𝑺T). IMM的交互过程

可描述为

𝒚 = 𝑓(𝝌) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝒙𝑖,

𝑚∑
𝑖=1

𝜋𝑖 = 1, (9)

其中 𝑓(𝝌)为𝑅𝑙到𝑅𝑛的非线性映射.

然后,选择容积点并进行非线性传播.按照式 (6)

选取容积点,并将𝑺改写为𝑺 = 𝜎𝑟𝑽 ,是𝑽 对角线上

元素为 1的上三角矩阵, 𝜎𝑟 = 𝑺(𝑟, 𝑟)为𝑺对角线上的

元素值,则容积点可以写为

𝝌±𝑟 = 𝝌̂±
√
𝑙𝜎𝑟𝒗𝑟, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙, (10)

其中 𝒗𝑟为𝑽 的第 𝑟列. 计算容积点经过交互过程的

传播结果,即

𝒚±𝑟 = 𝑓(𝝌±𝑟). (11)

最后,根据容积法则可得𝒚的均值和协方差为

𝒚 ≈
𝑙∑

𝑟=−𝑙

𝜔𝑟𝒚𝑟, (12a)

𝑷𝑦 ≈
𝑙∑

𝑟=−𝑙

𝜔𝑟((𝒚𝑟 − 𝒚)(𝒚𝑟 − 𝒚)
T
). (12b)

其中: 𝜔𝑟=1/2𝑙为容积点的加权系数, 𝑟 ∕=0. 将式 (12)

中𝒚的均值和协方差矩阵进行迭代滤波,即为容积法

则辅助的交互式多模型滤波 (CR-IMM).

2.3 容容容积积积法法法则则则估估估计计计精精精度度度分分分析析析

文献 [15]分析了使用容积法则求取高斯随机变

量经非线性传播后的均值的近似精度,下面将就容积

法则对协方差矩阵的估计精度进行分析. 设 𝑓(𝝌) ∈
𝑅𝑛为𝑅𝑙到𝑅𝑛的非线性映射,并设𝝌 ∼ 𝑁(𝝌 : 𝝌̂,𝑷 ),

Δ𝝌 ∼ 𝑁(Δ𝝌 : 0,𝑷 ). 将函数𝒚 = 𝑓(𝝌)在𝝌̂处进行泰

勒级数展开,保留二阶导数,可得

𝒚 = 𝑓(𝝌̂+Δ𝝌) =

𝑓(𝝌̂) + 𝑓 ′(𝝌̂)Δ𝝌+
1

2

[
Δ𝝌T𝑓𝑖

′′(𝝌̂)Δ𝝌
]
𝑖
. (13)

其中: 𝑓 ′(𝝌̂)为 𝑙 × 𝑙的 Jabcobian矩阵; 𝑓𝑖′′(𝝌̂)为第 𝑖个

𝑙 × 𝑙的Hessian矩阵,并有

𝑓𝑖
′(𝝌̂) =

[
∂𝑓𝑖
∂𝑥1

,
∂𝑓𝑖
∂𝑥2

, ⋅ ⋅ ⋅ , ∂𝑓𝑖
∂𝑥𝑙

]
𝜒=𝜒̂

,

𝑓𝑖
′′(𝝌̂) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2𝑓𝑖
∂𝑥1∂𝑥1

∂2𝑓𝑖
∂𝑥1∂𝑥2

⋅ ⋅ ⋅ ∂2𝑓𝑖
∂𝑥1∂𝑥𝑙

∂2𝑓𝑖
∂𝑥2∂𝑥1

∂2𝑓𝑖
∂𝑥2∂𝑥2

⋅ ⋅ ⋅ ∂2𝑓𝑖
∂𝑥2∂𝑥𝑙

...
...

. . .
...

∂2𝑓𝑖
∂𝑥𝑙∂𝑥1

∂2𝑓𝑖
∂𝑥𝑙∂𝑥2

⋅ ⋅ ⋅ ∂2𝑓𝑖
∂𝑥𝑙∂𝑥𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝜒=𝜒̂

.

(14)

对式 (13)求一阶矩和二阶矩,可得

𝐸(𝒚) = 𝑓(𝝌̂) +
1

2

[
tr(𝑓𝑖

′′(𝝌̂)𝑷
]
𝑖
,

𝐷(𝒚) = 𝑓 ′(𝝌̂)𝑷 (𝑓 ′(𝝌̂))T+

1

2

[
tr(𝑓𝑖

′′(𝝌̂)𝑷 𝑓𝑗
′′(𝝌̂)𝑷 )

]
𝑖,𝑗

. (15)

其中: [𝑨]𝑖,𝑗表示矩阵𝑨(𝑖, 𝑗)的元素, tr表示矩阵的

迹. 将式 (12a)进行变换,可得

𝒚 = 𝑓(𝝌̂) +
1

2𝑙

𝑙∑
𝑟=1

(𝑓(𝝌𝑟)− 2𝑓(𝝌̂) + 𝑓(𝝌−𝑟)). (16)

记𝑫 =

𝑙∑
𝑟=1

(𝑓(𝝌𝑟)− 2𝑓(𝝌̂) + 𝑓(𝝌−𝑟)), 并将式

(16)代入 (12b),有

𝑷𝑦 =
1

2𝑙

𝑙∑
𝑟=−𝑙

(𝑓(𝝌𝑟)− 𝑓(𝝌̂))(⋅)T − 1

4𝑙2
𝑫𝑫T. (17)

考虑式 (10)中选择容积点的过程, 当Δ𝝌𝑟 =√
𝑙𝜎𝑟𝒗𝑟 → 0时,有
𝑓(𝝌𝑟)− 𝑓(𝝌̂)√

𝑙𝜎𝑟

→ 𝑓 ′(𝝌̂)𝒖𝑟,

𝑓(𝝌𝑟)− 2𝑓(𝝌̂) + 𝑓(𝝌𝑟+𝑙)

𝑙𝜎2
𝑟

→ [𝒖T
𝑟 𝑓𝑖

′′(𝝌̂)𝒖𝑟]𝑖. (18)
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将式 (18)代入 (16)和 (17),可得

𝒚 → 𝑓(𝝌̂) +
1

2

[
tr(𝑓𝑖

′′(𝝌̂)𝑷
]
𝑖
,

𝑷𝑦 → 𝑓 ′(𝝌̂)𝑷 (𝑓 ′(𝝌̂))T+

1

2

[
tr(𝑓𝑖

′′(𝝌̂)𝑷 𝑓𝑗
′′(𝝌̂)𝑷 )

]
𝑖,𝑗

. (19)

式 (15)和 (19)表明,采用容积点对随机变量经过

非线性函数传播后, 均值和方差的估计可以达到二

阶泰勒级数展开的精度. 仍采用第 1节中一维的情

况进行说明.采用容积法则得到𝒚的均值为 0.6,方差

𝑃𝑦 = 1.382 6, 比MSE对方差的估计更接近于Monte

Carlo方法得到的结果.

3 仿仿仿真真真验验验证证证

3.1 容容容积积积法法法则则则估估估计计计精精精度度度验验验证证证

为验证容积法则 (CR)对概率分布的估计精度,

假设𝒚是 3个二维随机变量的加权和, 且 𝒙̂1 = [10,

10]T, 𝒙̂2 = [36, 53]T, 𝒙̂3 = [70, 40]T; 对应的方差矩

阵分别为𝑷𝑥1 = diag(2, 8), 𝑷𝑥2 = diag(10, 3), 𝑷𝑥3 =

diag(12, 4); 加权系数分别为 [𝜋1, 𝜋2, 𝜋3] = [0.5, 0.2,

0.3]. 随机选取 1 000个Monte Carlo点来计算𝒚的均

值和方差,如表 2所示.

表 2 对𝒚均值和方差的计算结果

方法 均值 协方差矩阵

MSE

⎡⎣ 33.2

27.6

⎤⎦ ⎡⎣ 27.234 18.849

18.849 19.2

⎤⎦
CR

⎡⎣ 33.2

27.6

⎤⎦ ⎡⎣ 4.238 0

0 4.219

⎤⎦
MC

⎡⎣ 32.9

27.7

⎤⎦ ⎡⎣ 4.189 0.045

0.045 4.349

⎤⎦
可以看出,对交互后随机变量的概率密度进行估

计时,容积法则更接近Monte Carlo (MC)的结果.

3.2 目目目标标标跟跟跟踪踪踪滤滤滤波波波

为验证本文算法用于目标跟踪时的滤波效果,

分两种场景进行仿真. 场景 1: 𝑄 = diag(𝜎2
𝑤, 𝜎

2
𝑤) =

diag(15, 15); 场景 2: 𝑄 = diag(5, 5). 将是否在交互

环节中引入CKF的方法 (即CR-IMM)与文献 [8]中的

IMM滤波方法进行比较. 两种方法中的滤波环节均

采用平方根无迹卡尔曼滤波 (SR-UKF)算法, 并采用

匀速运动和匀转弯运动两种模型描述目标的运动,量

测值为斜距以及观测站与目标的方位角.

设观测站位于坐标原点,目标在二维平面内先是

作近似的匀速运动,后开始进行转弯运动,观测时间

为 100 s, 采样周期𝑇 为 1 s. 对于匀速运动模型, 用向

量𝒙 = [𝑥, 𝑦, 𝑥̇, 𝑦̇]描述系统状态量. 其中: 𝑥和 𝑦为目

标在𝑋轴和𝑌 轴方向的位置分量, 𝑥̇和 𝑦̇为相应的速

度分量. 目标状态的初始值为𝒙0 = [1 000, 0, 21, 21]T.

系统噪声和量测噪声均为独立的零均值高斯噪声. 对

于匀速运动模型,系统噪声方差矩阵为

𝑸 = 𝜎2
𝑎

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑇 4/4 0 𝑇 3/2 0

0 𝑇 4/4 0 𝑇 3/2

𝑇 3/2 0 𝑇 2 0

0 𝑇 3/2 0 𝑇 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (20)

其中𝜎𝑎 = 1. 故场景 1对应的机动系数为𝜆 ≈ 0.25,场

景 2的机动系数为𝜆 ≈ 0.45. 对上述两个场景分别进

行 100次Monte Carlo仿真, 采用均方根误差 (RMSE)

评估两种滤波方法. 在一次仿真独立实验中,目标的

真实运动轨迹如图 3所示.

3

0

0.4

0.8

x/km

1.2

1 2 4
y
/k

m

图 3 目标的真实轨迹

图 4为场景 1下的均方根误差曲线. 表 3为两种

滤波算法的均方根误差的统计数据.
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图 4 场景 1均方根误差曲线

表 3 场景 1下各滤波算法的RMSE

方法 位置RMSE/m 速度RMSE/(m/s)

IMM 5.271 1 3.342 1

CR-IMM 2.889 7 1.105 1

结合表 3和图 4可以看出,对于机动系数较小的

场景 1,由于对交互后随机变量的概率分布的估计更

为准确, CR-IMM算法能够明显地提高 IMM的滤波

精度.

图 5为场景 2下的均方根误差曲线, 表 4是场景

2下两种滤波算法的均方根误差的统计数据.

由表 4和图 5可以看出, 由于场景 2的量测噪声

较小, CR-IMM与 IMM在机动系数较大时的滤波效

果差别不大.
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图 5 场景 2均方根误差曲线

表 4 场景 2下各滤波算法的RMSE

方法 位置RMSE/m 速度RMSE/(m/s)

IMM 2.013 2 1.003 0

CR-IMM 2.026 0 0.861 3

综上所述, 容积法则辅助的交互式多模型滤波

(CR-IMM)相比于 IMM对量测噪声具有更强的适应

能力,能够提高 IMM在量测噪声较大时的滤波精度.

4 结结结 论论论

针对 IMM交互的结果会使随机变量不再服从高

斯分布的问题,为提高对其概率密度函数近似的精度,

本文将交互过程用非线性函数来描述,采用容积法则

求取高斯随机变量经过非线性传递后的一阶矩和二

阶矩,并作为新的随机变量均值和方差的估计.理论

分析和仿真实验表明,本文所提出的方法在系统噪声

较小、量测噪声较大的情况下能够显著提高 IMM的

滤波精度.
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