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摘 要: 研究面向犹豫模糊信息的聚类方法. 首先,定义犹豫模糊相对熵、对称交互熵,并基于信息论的角度提出一

个新的犹豫模糊相似度公式;然后,利用相似度公式构造相似系数矩阵,基于编网聚类方法对犹豫模糊集进行聚类;

最后,通过算例验证了所提出方法的有效性.
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entropy and its application in clustering analysis
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Abstract: The clustering method is studied under the hesitant fuzzy environment. Firstly, the hesitant fuzzy relative entropy

and symmetric cross entropy are defined. From the viewpoint of information theory, a new similarity measure between two

hesitant fuzzy sets is proposed. Then, a similarity coefficient matrix is constructed, and a netting method is presented to make

clustering analysis for hesitant fuzzy sets. Finally, a numerical example is given to verify the effectiveness of the proposed

method.
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0 引引引 言言言

在经济管理决策问题中,由于人类思维的复杂性

和个人素质的差异,对于同一问题往往有不同的看法,

并且常常难以达成一致.例如一个决策小组在讨论某

一元素属于某一集合的隶属度时,有些人给出 0.6,有

些人给出 0.7, 还有一些人给出 0.8, 决策者之间各执

己见, 难以说服彼此. 为了应对这种复杂情形, Torra

等[1-2]提出了犹豫模糊集, 并讨论了犹豫模糊集与直

觉模糊集[3]、2型模糊集[4]、模糊多集[5]之间的区别与

联系. 作为模糊集[6]的一种拓展形式, 犹豫模糊集允

许一个元素属于一个集合的隶属度可以是几个可能

的值,这样可以反映与兼顾决策者的不同偏好.自从

犹豫模糊集诞生以来, 已经引起许多学者的注意, 并

被应用到各种不同的领域当中,如多属性决策[7-8]、医

疗诊断[9]、聚类分析[10]等. 在处理多属性决策问题时,

集结算子是一种简便快速的方法,一些学者将其应用

到犹豫模糊集中,提出犹豫模糊加权算子[11]、犹豫模

糊拟算子[12]、犹豫模糊优先集结算子[13]、诱导犹豫

模糊集结算子[14-15]等.上述算子在对犹豫模糊信息集

结时, 只考虑了属性本身的重要性, 而忽视了属性之

间的联系.为了克服此缺陷,文献 [16-17]分别提出犹

豫模糊与广义犹豫模糊Bonferroni算子, 并将其应用

到多属性决策问题中. 距离和相似度在决策分析[18]、

医疗诊断[19]、模式识别[20]等领域已经得到了广泛的

应用, 其中应用最多的距离有海明距离、欧式距离、

豪斯道夫距离等.文献 [21]将上述距离推广到犹豫模

收稿日期: 2013-05-26；修回日期: 2013-10-18.

基金项目: 国家自然科学基金项目(71171112)；江苏省高校哲学社会科学重点项目(2012ZDIXM007)；江苏省高

校哲学社会科学重点研究基地重大项目(2012JDXM0030)；江苏省普通高校研究生科研创新计划项目

(CXLX13 171)；中央高校基本科研业务费专项资金项目(NS2014086)；安徽工业大学青年教师科研基金项

目(QZ201321).

作者简介: 刘小弟(1981−),男,讲师,博士生,从事多属性决策、复杂系统建模的研究；朱建军(1976−),男,教授,博士

生导师,从事多属性决策理论与方法、智能优化算法、灰色系统理论等研究.



第 10期 刘小弟等: 基于对称交互熵的犹豫模糊信息相似度及聚类应用 1817

糊环境下,给出了犹豫模糊集的距离测度公式;另外,

为了减少过大或过小的偏差对决策结果的影响,定义

了有序距离公式, 并基于距离公式给出相应的犹豫

模糊集的相似度公式. 文献 [8]将模糊集的熵、交叉

熵推广到犹豫模糊环境下,定义了犹豫模糊集的熵、

交叉熵公式, 同时讨论了犹豫模糊集的相似度、熵、

交叉熵之间的关系,并最终将其应用到多属性决策中.

聚类分析是按照数学的方法来解决给定样本的

分类问题,依靠样本的相似性作为类属划分原则,而

选择合适的样本相似性度量方法和聚类方法是聚类

分析中需要解决的两个重要问题.目前, 关于犹豫模

糊信息的相似性度量方法和聚类方法研究较少.文献

[21]提出基于距离的犹豫模糊相似度公式, 但在度

量样本的相似性时, 存在度量结果有时与事实相违

背、分辨率不够高等缺点;文献 [22]基于传统的凝聚

层次聚类法[23](agglomerative hierarchical clustering)

对犹豫模糊集进行聚类分析, 利用犹豫模糊平均算

子[11]反复计算聚类中心,计算量较大;文献 [24]提出

一种犹豫模糊最小生成树 (minimal spanning tree)聚

类算法,但基于文献 [21]中的距离公式得到的犹豫模

糊集距离同样存在分辨率不高,甚至有时与实际不符

等缺陷;文献 [10]定义了犹豫模糊集的关联系数公式,

利用关联系数公式获得犹豫模糊关联系数矩阵,并基

于等价关系对犹豫模糊集进行聚类分析,但是采用其

中的犹豫模糊关联公式度量样本的相似性时,存在聚

类结果不够精细、划分的类别有时与事实不符等缺

点.另外,为了获得等价关联矩阵,需要对关联系数矩

阵不断迭代,这样容易造成信息丢失,且计算量大[22].

针对现有方法存在的问题,本文从信息论的角度提出

犹豫模糊相对熵、对称交互熵, 结合TOPSIS等方法

的思想提出新的犹豫模糊相似度来度量样本的相似

性,并基于传统的编网聚类法[25]给出更加快速有效的

犹豫模糊信息聚类方法.

1 基基基本本本概概概念念念

定义 1[1-2] 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}为一个非
空集合, 则称从𝑋到 [0, 1]的一个子集的函数为犹豫

模糊集,记作
ℎ𝐴(𝑋) = {⟨𝑥, ℎ𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋}. (1)

其中ℎ𝐴(𝑥)是 [0, 1]中几个可能的数的集合,表示𝑥 ∈
𝑋属于集合𝐴的可能的程度.

定义 2[1-2] 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}为一个非
空集合,则称

ℎ𝑐
𝐴(𝑋) = {⟨𝑥, ℎ𝑐

𝐴(𝑥)⟩∣𝑥 ∈ 𝑋} (2)

为犹豫模糊集ℎ𝐴(𝑋)的补,其中ℎ𝑐
𝐴(𝑥) =

∪
𝛾∈ℎ𝐴(𝑥)

{1−

𝛾}.
定义在𝑥 ∈ 𝑋上的犹豫模糊集ℎ𝐴(𝑥)、ℎ𝐵(𝑥),其

元素及元素的个数可能不同,为了进行有效计算,作

如下规定[9,21]: 将ℎ𝐴(𝑥)、ℎ𝐵(𝑥)中的元素按递增顺序

排列, 即ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥)和ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥)分别表示ℎ𝐴(𝑥)和ℎ𝐵(𝑥)

中第 𝑗小的元素.当且仅当ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥) = ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥)(𝑗 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)时, 有ℎ𝐴(𝑥) = ℎ𝐵(𝑥). 设 𝑙𝐴和 𝑙𝐵分别表示

ℎ𝐴(𝑥)和ℎ𝐵(𝑥)中元素的个数, 𝑙 = max{𝑙𝐴, 𝑙𝐵},在元
素少的集合里添加元素使得该集合的元素个数达到 𝑙,

添加的原则反应决策者风险偏好,喜好风险的决策者

会对预期结果有比较乐观的估计,则添加集合中值较

大的元素,而厌恶风险的决策者正好相反.不失一般

性,本文按照第 1种形式添加元素.例如已知两个犹豫

模糊集ℎ𝐴(𝑥) = {0.3, 0.5, 0.6}, ℎ𝐵(𝑥) = {0.2, 0.4},为
了便于运算,将ℎ𝐵(𝑥)延伸为ℎ𝐵(𝑥) = {0.2, 0.4, 0.4}.

例 1 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3},犹豫模糊集ℎ𝐴(𝑋) =

{⟨𝑥1, {0.1, 0.3}⟩, ⟨𝑥2, {0.6, 0.7}⟩, ⟨𝑥3, {0.4, 0.5, 0.8}⟩},
其中犹豫模糊集 ⟨𝑥1, {0.1, 0.3}⟩表示决策小组给出元
素𝑥1属于集合𝐴的可能的程度. 决策小组有两种观

点,即对于𝑥1属于集合𝐴的可能的程度,分别有 0.1、

0.3两种, 表明决策小组意见不一致, 则犹豫模糊集

ℎ𝐴(𝑋)的补为ℎ𝑐
𝐴(𝑋) = {⟨𝑥1, {0.7, 0.9}⟩, ⟨𝑥2, {0.3, 0.4

}⟩, ⟨𝑥3, {0.2, 0.5, 0.6}⟩}.
距离和相似度是模糊集理论研究中的重要内容,

在多属性决策、医疗诊断、模式识别等领域已经得到

广泛的应用. 文献 [21]给出了如下犹豫模糊信息下的

距离与相似度公理化定义.

定 义 3[21] 设ℎ𝐴(𝑋)、ℎ𝐵(𝑋)为 定 义 在𝑋 =

{𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}上的两个犹豫模糊集, 则距离测度

𝑑(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))满足如下条件:

1) 0 ⩽ 𝑑(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) ⩽ 1;

2) 当且仅当ℎ𝐴(𝑋) = ℎ𝐵(𝑋)时, 有 𝑑(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝐵(𝑋)) = 0;

3) 𝑑(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 𝑑(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋)).

定义 4[21] 设ℎ𝐴(𝑋)、ℎ𝐵(𝑋)为定义在𝑋 =

{𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}上的两个犹豫模糊集, 则相似度

𝑠(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))满足如下条件:

1) 0 ⩽ 𝑠(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) ⩽ 1;

2) 当且仅当ℎ𝐴(𝑋) = ℎ𝐵(𝑋)时, 有 𝑠(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝐵(𝑋)) = 1;

3) 𝑠(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 𝑠(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋)).

基于定义 3、定义 4,文献 [21]给出犹豫模糊集的

距离与相似度关系为

𝑠(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 1− 𝑑(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)). (3)

以上是利用距离度量集合的相似程度,本文将从

信息论的角度,定义一种新的度量集合相似程度的公

式. 首先引入相对熵概念.

定义 5[26-27] 对于两个系统𝑀 = {𝑀1,𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,



1818 控 制 与 决 策 第 29 卷

𝑀𝑛}, 𝑁 = {𝑁1, 𝑁2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑛},其系统状态𝑀𝑖与𝑁𝑖之

间的差异程度可表示为

𝐷 =

𝑛∑
𝑖=1

[
𝑀𝑖log

𝑀𝑖

𝑁𝑖
+ (1−𝑀𝑖)log

1−𝑀𝑖

1−𝑁𝑖

]
. (4)

则称𝐷为系统𝑀对𝑁的相对熵, 且𝐷越小, 𝑀与𝑁

之间的差异程度越小,当𝑀 = 𝑁时, 𝐷 = 0.

由于相对熵𝐷不满足对称性, 不是真正意义上

的距离, 但是用相对熵表示差异程度比传统距离表

示 (如欧式距离等)的分辨率更高[27]. 目前,相对熵在

多属性决策[27-28]、信号处理[29]等领域已经得到广泛

的应用.

2 主主主要要要结结结论论论及及及方方方法法法

2.1 犹犹犹豫豫豫模模模糊糊糊相相相对对对熵熵熵

基于定义 5,首先给出犹豫模糊环境下的相对熵.

定 义 6 设ℎ𝐴(𝑥) = {ℎ𝜏(1)
𝐴 (𝑥), ℎ

𝜏(2)
𝐴 (𝑥), ⋅ ⋅ ⋅,

ℎ
𝜏(𝑛)
𝐴 (𝑥)}、ℎ𝐵(𝑥) = {ℎ𝜏(1)

𝐵 (𝑥), ℎ
𝜏(2)
𝐵 (𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝜏(𝑛)

𝐵 (𝑥)}
为两个犹豫模糊集,则称

𝑅(ℎ𝐴(𝑥), ℎ𝐵(𝑥)) =

𝑛∑
𝑗=1

[
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥)log

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥)

+

(1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥))log

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥)

]
(5)

为定义在𝑥 ∈ 𝑋上, 犹豫模糊集ℎ𝐴(𝑥)对ℎ𝐵(𝑥)的相

对熵. 当ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥)=ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥)(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),即ℎ𝐴(𝑥)

= ℎ𝐵(𝑥)时, 𝑅(ℎ𝐴(𝑥), ℎ𝐵(𝑥)) = 0. 定义在整个集合𝑋

= {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}上的犹豫模糊集ℎ𝐴(𝑋)对ℎ𝐵(𝑋)

的相对熵为

𝑅(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) =

1

𝑚

𝑚∑
𝑖=1

( 𝑛∑
𝑗=1

[
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)log

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

+

(1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖))log

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

])
. (6)

显然, 𝑅(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))不满足对称性. 为此,本文构

造对称型的相对熵.

定义 7 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}, ℎ𝐴(𝑋)和

ℎ𝐵(𝑋)为定义在𝑋上的两个犹豫模糊集, 𝑅(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝐵(𝑋))和𝑅(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋))分 别 表 示ℎ𝐴(𝑋)对

ℎ𝐵(𝑋)和ℎ𝐵(𝑋)对ℎ𝐴(𝑋)的相对熵,则称

𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) =

𝑅(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) +𝑅(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋)) =

1

𝑚

𝑚∑
𝑖=1

( 𝑛∑
𝑗=1

[
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)log

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

+

(1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖))log

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

])
+

1

𝑚

𝑚∑
𝑖=1

( 𝑛∑
𝑗=1

[
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)log

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

+

(1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖))log

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

])
(7)

为犹豫模糊集ℎ𝐴(𝑋)和ℎ𝐵(𝑋)的对称交互熵.

对于对称交互熵𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)),容易验证其

满足以下性质.

性质 1 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}, ℎ𝐴(𝑋)和

ℎ𝐵(𝑋)为定义在𝑋上的两个犹豫模糊集, 则其对称

交互熵𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))满足如下条件:

1) 𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) ⩾ 0;

2) 当且仅当ℎ𝐴(𝑋) = ℎ𝐵(𝑋)时, 有𝐶(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝐵(𝑋)) = 0;

3) 𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 𝐶(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋)).

证证证明明明 设 𝑓(𝑡) = −log 𝑡,则 𝑓 ′′(𝑡) =
1

𝑡2
> 0, 𝑓(𝑥)

为凹函数. 由凹函数的性质,存在如下关系式: 𝑓(𝜆1𝑡1

+ 𝜆2𝑡2) ⩽ 𝜆1𝑓(𝑡1) + 𝜆2𝑓(𝑡2), 𝜆1 + 𝜆2 = 1, 𝜆1, 𝜆2 ∈
(0, 1),当且仅当 𝑡1 = 𝑡2时,等号成立. 此时

−log(𝜆1𝑡1 + 𝜆2𝑡2) ⩽ −𝜆1log𝑡1 − 𝜆2log𝑡2,

将 𝑡1 =
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

, 𝑡2 =
1− ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

, 𝜆1 = ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖),

𝜆2 = 1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)代入上式,可得

0 ⩽ −ℎ𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)log

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

−

(1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖))log

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

即当且仅当
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

=
1− ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

时, 𝑅(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝐵(𝑋)) ⩾ 0,当ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖) = ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)时, 𝑅(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 0, 此时

ℎ𝐴(𝑋) = ℎ𝐵(𝑋).

同理可得𝑅(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋)) ⩾ 0, 当且仅当

ℎ𝐴(𝑋) = ℎ𝐵(𝑋)时, 有𝑅(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋)) = 0. 综上

可得 1)、2)成立.由𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))的表达式, 3)显

然成立. □

2.2 基基基于于于对对对称称称交交交互互互熵熵熵的的的犹犹犹豫豫豫模模模糊糊糊相相相似似似度度度

文献 [21]基于距离给出犹豫模糊相似度公式 (3),

通过距离度量犹豫模糊集之间的相似度或差异度,距

离越小, 相似度越大.下面基于对称交互熵给出犹豫

模糊环境下的相似度公式.

定 义 8 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}, ℎ𝐴(𝑋)和

ℎ𝐵(𝑋)为定义在𝑋上的两个犹豫模糊集,则称

𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) =
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𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝑐
𝐵(𝑋))

𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) + 𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝑐
𝐵(𝑋))

(8)

为ℎ𝐴(𝑋)与ℎ𝐵(𝑋)的相似度, ℎ𝑐
𝐵(𝑋)为ℎ𝐵(𝑋)的补.

容易验证, 𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))满足如下性质:

性质 2 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚}, ℎ𝐴(𝑋)和

ℎ𝐵(𝑋)为定义在𝑋上的两个犹豫模糊集, 则相似度

公式𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))满足如下条件:

1) 0 ⩽ 𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) ⩽ 1;

2) 𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 𝑆(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋));

3) 当且仅当ℎ𝐴(𝑋) = ℎ𝐵(𝑋)时, 有𝑆(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝐵(𝑋)) = 1;

4) 当且仅当𝐶(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 𝐶(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝑐
𝐵(𝑋))时,有𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 1/2;

5) 当且仅当ℎ𝐴(𝑋) = ℎ𝑐
𝐵(𝑋)时, 有𝑆(ℎ𝐴(𝑋),

ℎ𝐵(𝑋)) = 0.

事实上, 式 (8)是基于TOPSIS思想提出的,

𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))越大, ℎ𝐴(𝑋)与ℎ𝐵(𝑋)的相似程度

越高. 与文献 [21]中基于距离的相似度公式相比, 不

仅可以检验ℎ𝐴(𝑋)与ℎ𝐵(𝑋)的相似度或差异度, 还

可以检验ℎ𝐴(𝑋)与ℎ𝑐
𝐵(𝑋)的差异度, 并且在某些情

形下, 𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))所得的结果比基于距离的相

似度更加合理,也更容易分辨.

例 2 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2}, 定义在𝑋上的 3个犹豫

模糊集ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐶(𝑋)分别为

ℎ𝐴(𝑋) = {⟨𝑥1, {0.2, 0.3, 0.5}⟩, ⟨𝑥2, {0.4, 0.6}⟩},
ℎ𝐵(𝑋) = {⟨𝑥1, {0.2, 0.4, 0.5}⟩, ⟨𝑥2, {0.4, 0.7}⟩},
ℎ𝐶(𝑋) = {⟨𝑥1, {0.3, 0.4, 0.6}⟩, ⟨𝑥2, {0.5, 0.7}⟩}.
𝑥1属于𝐴,𝐵,𝐶的可能的程度分别为ℎ𝐴(𝑥1) =

{0.2, 0.3, 0.5}, ℎ𝐵(𝑥1) = {0.2, 0.4, 0.5}, ℎ𝐶(𝑥1) = {0.3,
0.4, 0.6}. 通过比较可知, ℎ𝐴(𝑥1)与ℎ𝐵(𝑥1)中的隶属

度更接近,有对应的两个甚至是相同的, 相似程度也

更高, 对于𝑥2也一样. 所以直观上ℎ𝐴(𝑋)与ℎ𝐵(𝑋)

的相似度比与ℎ𝐶(𝑋)高, 即𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) >

𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐶(𝑋)).

若用相似度公式 (3), 基于文献 [21]中广义犹豫

规范化豪斯道夫距离

𝑑1(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) =[ 1

𝑚

𝑚∑
𝑖=1

max
𝑗
∣ℎ𝜏(𝑗)

𝐴 (𝑥𝑖)− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)∣𝜆

] 1
𝜆 , 𝜆 > 0, (9)

则可得 𝑠1(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 𝑠1(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐶(𝑋)),与直

观认识不符;若用本文方法,则可得𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋))

=0.934>𝑆(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐶(𝑋))=0.787,与直观认识一致;

若基于文献 [21]中广义混合犹豫规范化距离,则不失

一般性,取𝜆 = 2.

𝑑2(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) =[ 1

2𝑚

𝑚∑
𝑖=1

( 1

𝑙𝑥𝑖

𝑙𝑥𝑖∑
𝑗=1

∣ℎ𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)− ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)∣𝜆+

max
𝑗
∣ℎ𝜏(𝑗)

𝐴 (𝑥𝑖)− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)∣𝜆

)] 1
𝜆 , 𝜆 > 0, (10)

则 𝑠2(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) = 0.916 > 𝑠2(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐶(𝑋)) =

0.9, 与本文方法结果一致. 另外, 从上述结果可以发

现, 基于距离求得的相似度分辨率也不高, 而利用本

文方法求得的相似度则更容易分辨.事实上, 这两种

方法在求解相似度时侧重点不同,前者基于几何角度

侧重决策信息的差异,后者基于信息论的角度侧重决

策信息的模糊程度.当然, 在实际问题中没有哪一种

方法可以适用所有情形,因此可以将不同的方法结合

起来使用,取长补短,快速、有效地解决问题.

实际应用中, 不同的元素𝑥𝑖 ∈ 𝑋占有不同的地

位,应赋予不同的权重. 设元素𝑥𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)对

应的权重为𝑤𝑖, 满足
𝑚∑
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 ∈ [0, 1], 依据式

(8),考虑权重的相似度公式为

𝑆𝑤(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) =

𝐶𝑤(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝑐
𝐵(𝑋))

𝐶𝑤(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) + 𝐶𝑤(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝑐
𝐵(𝑋))

, (11)

其中

𝐶𝑤(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) =

𝑅𝑤(ℎ𝐴(𝑋), ℎ𝐵(𝑋)) +𝑅𝑤(ℎ𝐵(𝑋), ℎ𝐴(𝑋)) =

𝑚∑
𝑖=1

(
𝑤𝑖

𝑛∑
𝑗=1

[
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)log

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

+

(1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖))log

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

])
+

𝑚∑
𝑖=1

(
𝑤𝑖

𝑛∑
𝑗=1

[
ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)log

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

+

(1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖))log

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

1− ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)

])
. (12)

当𝑤1 = 𝑤2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑤𝑚 = 1/𝑚时, 式 (11)和 (12)分

别退化为 (8)和 (7). 容易验证相似度 (11)满足性质 2.

2.3 基基基于于于犹犹犹豫豫豫模模模糊糊糊相相相似似似度度度的的的聚聚聚类类类应应应用用用

编网聚类方法首先在模糊数学中得到了应用,其

具体过程如下[25]: 对于相似系数矩阵𝑃 ,选择截割水

平𝜆 ∈ [0, 1], 构建𝜆截矩阵𝑃𝜆, 主对角线上填入方案

符号.在主对角线左下方用符号“*”取代“1”, 将“0”去

掉. 符号“*”所在的位置称为结点, 过结点作经纬线,

所谓编网就是将过结点处的经纬线对应的方案捆绑

起来,实现分类,通过打结能互相联结的点属于一类.

编网聚类法通过对相应的截矩阵“编网”可以快速有
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效地获得聚类结果,下面给出犹豫模糊环境下的编网

聚类分析方法,具体计算过程如下:

1) 设𝑌 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑚}、𝐺 = {𝐺1, 𝐺2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐺𝑛}、𝑊 =(𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)

T分别为方案集、属性集、

属性权重向量.决策小组对所有方案按各属性进行测

度, 得到犹豫模糊决策矩阵𝐷 = (ℎ𝑖𝑗)𝑚×𝑛, 利用式

(11)计算犹豫模糊相似系数矩阵𝑃 = (𝑆𝑤(ℎ𝐴,

ℎ𝐵))𝑚×𝑛.

2)去掉相似系数矩阵𝑃 主对角线以上元素,将主

对角线上的元素用方案集𝑌 ={𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑚}表示.

3)选定截割水平𝜆 ∈ [0, 1],构建𝜆截矩阵𝑃𝜆,在

主对角线下方以符号“*”取代“1”,将“0”去掉.以“*”所

在的位置为结点,过结点作经纬线,得到编网图,则过

结点处对应的经纬线上的方案归为一类.

3 算算算例例例分分分析析析

例 3 某手机大卖场欲对 7种不同的手机𝑌𝑖(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7)进行分类,需要考虑 4个因素:价格𝐺1,功

能𝐺2,售后服务𝐺3,质量𝐺4.决策小组给出方案𝑌𝑖满

足属性𝐺𝑗的值用犹豫模糊集ℎ𝑖𝑗表示,构成决策矩阵

𝐷 = (ℎ𝑖𝑗)7×4,如表 1所示. ℎ11 = {0.4, 0.6}表示在价
格方面,决策小组有两种观点,即对于方案𝑌1满足该

属性的程度分别有 0.4和 0.6两种,表明决策小组意见

不一致.设属性权重为 (0.3, 0.25, 0.2, 0.25)T.

表 1 犹豫模糊决策矩阵

𝐺1 𝐺2 𝐺3 𝐺4

𝑌1 {0.4,0.6} {0.3,0.5,0.6} {0.2,0.3} {0.4}
𝑌2 {0.2,0.3,0.5} {0.2,0.4} {0.2,0.4,0.5} {0.3,0.4}
𝑌3 {0.2,0.3,0.4,} {0.2,0.4} {0.2,0.3,0.5} {0.3}
𝑌4 {0.3,0.45,0.75} {0.3,0.6} {0.3,0.6,0.75} {0.45,0.6}
𝑌5 {0.8} {0.4,0.6,0.7} {0.3,0.4} {0.6,0.8}
𝑌6 {0.4,0.5,0.7} {0.4,0.6} {0.4,0.6,0.7} {0.5,0.6}
𝑌7 {0.6,0.7,0.9} {0.6,0.8} {0.6,0.8,0.9} {0.7,0.8}

1)利用式 (11)计算犹豫模糊相似系数矩阵

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0.714 1 0.732 9 0.422 1

0.714 1 1 0.977 7 0.501 9

0.732 9 0.977 7 1 0.471 6

0.422 1 0.501 9 0.471 6 1

0.528 7 0.243 2 0.217 9 0.506 4

0.303 8 0.322 6 0.324 3 0.712 1

0.246 5 0.063 0 0.032 7 0.551 1

→

←

0.528 7 0.303 8 0.246 5

0.243 2 0.322 6 0.063 0

0.217 9 0.324 3 0.032 7

0.506 4 0.712 1 0.551 1

1 0.565 7 0.746 4

0.565 7 1 0.658 3

0.746 4 0.658 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

2)去掉相似系数矩阵𝑃 主对角线以上的元素,将

主对角线上的元素用方案集𝑌 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌7}表
示,即

𝑃 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑌1

0.714 1 𝑌2

0.732 9 0.977 7 𝑌3

0.422 1 0.501 9 0.471 6

0.528 7 0.243 2 0.217 9

0.303 8 0.322 6 0.324 3

0.246 5 0.063 0 0.032 7

→

← 𝑌4

0.506 4 𝑌5

0.712 1 0.565 7 𝑌6

0.551 1 0.746 4 0.658 3 𝑌7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

3)选定截割水平𝜆 ∈ [0, 1],构建𝜆截矩阵𝑃𝜆,作

编网图,则:

① 当 0.977 7 < 𝜆 ⩽ 1时, 分为 7类: {𝑌1}, {𝑌2},
{𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7};

② 当 0.746 4 < 𝜆 ⩽ 0.977 7时, 分为 6类: {𝑌1},
{𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7};

③ 当 0.732 9 < 𝜆 ⩽ 0.746 4时, 分为 5类: {𝑌1},
{𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5, 𝑌7}, {𝑌6};

④当 0.712 1 < 𝜆 ⩽ 0.732 9时,分为 4类: {𝑌1, 𝑌2,

𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5, 𝑌7}, {𝑌6};
⑤当 0.658 3 < 𝜆 ⩽ 0.712 1时,分为 3类: {𝑌1, 𝑌2,

𝑌3}, {𝑌4, 𝑌6}, {𝑌5, 𝑌7};
⑥当 0.528 7 < 𝜆 ⩽ 0.658 3时,分为 2类: {𝑌1, 𝑌2,

𝑌3}, {𝑌4, 𝑌5, 𝑌6, 𝑌7};
⑦ 当 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 0.528 7时, 归为 1类: {𝑌1, 𝑌2,

𝑌3, 𝑌4, 𝑌5, 𝑌6, 𝑌7}.
如果利用文献 [10]中基于等价关系的聚类方法,

则基于犹豫模糊集的关联系数公式[10]为

𝜌𝐴𝐵 = (13)
𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖

( 1

𝑙𝑖

𝑙𝑖∑
𝑗=1

ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖)ℎ

𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖)

)/
{[ 𝑛∑

𝑖=1

𝑤𝑖

( 1

𝑙𝑖

𝑙𝑖∑
𝑗=1

(ℎ
𝜏(𝑗)
𝐴 (𝑥𝑖))

2
)]1/2

×

[ 𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖

( 1

𝑙𝑖

𝑙𝑖∑
𝑗=1

(ℎ
𝜏(𝑗)
𝐵 (𝑥𝑖))

2
)]1/2}

. (14)

计算关联系数矩阵𝐶,得
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𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0.951 3 0.957 7 0.951 3

0.951 3 1 0.992 0 1

0.957 7 0.992 0 1 0.992 0

0.951 3 1 0.992 0 1

0.978 7 0.937 0 0.934 0 0.937 0

0.963 6 0.993 8 0.991 7 0.993 8

0.965 7 0.986 5 0.987 2 0.986 5

→

←

0.978 7 0.963 6 0.965 7

0.937 0 0.993 8 0.986 5

0.934 0 0.991 7 0.987 2

0.937 0 0.993 8 0.986 5

1 0.955 4 0.960 6

0.955 4 1 0.998 6

0.960 6 0.998 6 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

构造等价关联矩阵, 计算𝐶2, 𝐶4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶2𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ ,此时
𝐶8 = 𝐶4, 𝐶4为等价关联矩阵,即

𝐶4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0.965 7 0.965 7 0.965 7

0.965 7 1 0.992 0 1

0.965 7 0.992 0 1 0.992 0

0.965 7 1 0.992 0 1

0.978 7 0.965 7 0.965 7 0.965 7

0.965 7 0.993 8 0.992 0 0.993 8

0.965 7 0.993 8 0.992 0 0.993 8

→

←

0.978 7 0.965 7 0.965 7

0.965 7 0.993 8 0.993 8

0.965 7 0.992 0 0.992 0

0.965 7 0.993 8 0.993 8

1 0.965 7 0.965 7

0.965 7 1 0.998 6

0.965 7 0.998 6 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

选择不同的截割水平𝜆 ∈ [0, 1], 构造𝜆截矩阵,

利用文献 [10]、文献 [22]以及文献 [24]中的聚类方法

得到的聚类结果如表 2所示.

表 2 聚类结果的比较

分类 文献 [10]的方法 文献 [22]的方法 文献 [24]的方法

1 {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌4, 𝑌5, 𝑌6, 𝑌7} {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌4, 𝑌5, 𝑌6, 𝑌7} {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌4, 𝑌5, 𝑌6, 𝑌7}
2 {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌4, 𝑌5, 𝑌6}, {𝑌7} {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌4, 𝑌6, 𝑌7}, {𝑌5}
3 {𝑌1, 𝑌5}, {𝑌2, 𝑌3, 𝑌4}, {𝑌6, 𝑌7} {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌4, 𝑌6}, {𝑌5}, {𝑌7} {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, 𝑌4, 𝑌6}, {𝑌5}, {𝑌7}
4 {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌3, 𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6, 𝑌7} {𝑌1, 𝑌4, 𝑌6}, {𝑌2, 𝑌3}, {𝑌5}, {𝑌7} {𝑌1, 𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4, 𝑌6}, {𝑌5}, {𝑌7}
5 {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌4}, {𝑌3}, {𝑌5}, {𝑌6, 𝑌7} {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4, 𝑌6}, {𝑌5}, {𝑌7} {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4, 𝑌6}, {𝑌5}, {𝑌7}
6 {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌4}, {𝑌3}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7} {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7} {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7}
7 {𝑌1}, {𝑌2}, {𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7} {𝑌1}, {𝑌2}, {𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7}

通过比较可以发现,利用文献 [10]中的方法和本
文方法所得到的结果主要存在以下差别: 1)用文献
[10]的方法最多可将样本分为 6类, 而利用本文方法
所得的结果更加精细,可以满足不同需求.另外,文献
[10]中基于等价关系的划分方法,为了获得等价关联
矩阵, 首先需要对关联系数矩阵不断迭代, 直到𝐶2𝑛

= 𝐶2𝑛+1

, 这样容易造成信息丢失,并且计算量大[22].
2)在聚类结果上存在显著差异,如在聚为 6类时,利用
本文的方法是 {𝑌1}, {𝑌2, 𝑌3}, {𝑌4}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7},
𝑌2、𝑌3归为一类, 而用文献 [10]中的方法是 {𝑌1},
{𝑌2, 𝑌4}, {𝑌3}, {𝑌5}, {𝑌6}, {𝑌7}, 𝑌2、𝑌4归为一类. 事
实上,若将方案𝑌2、𝑌3、𝑌4用犹豫模糊集表示,则

𝑌2 = {⟨𝐺1, {0.2, 0.3, 0.5}⟩, ⟨𝐺2, {0.2, 0.4}⟩,
⟨𝐺3, {0.2, 0.4, 0.5}⟩, ⟨𝐺4, {0.3, 0.4}⟩},

𝑌3 = {⟨𝐺1, {0.2, 0.3, 0.4}⟩, ⟨𝐺2, {0.2, 0.4}⟩,
⟨𝐺3, {0.2, 0.3, 0.5}⟩, ⟨𝐺4, {0.3}⟩},

𝑌4 = {⟨𝐺1, {0.3, 0.45, 0.75}⟩, ⟨𝐺2, {0.3, 0.6}⟩,
⟨𝐺3, {0.3, 0.6, 0.75}⟩, ⟨𝐺4, {0.45, 0.6}⟩}.

同𝑌4相比, 𝑌2和𝑌3对应的各属性值更加接近, 有的
甚至相等 (如在𝐺2下),相似程度也更高,因此将𝑌2和

𝑌3归为一类更加合理 (这也与文献 [22]和文献 [24]的
方法所获得的结果一致). 造成这些差异的原因除了

聚类的方法不同之外,更重要的是在于样本相似性度
量方法的选择上,文献 [10]的关联系数公式 (13)事实
上是基于向量的观点,利用向量的夹角余弦公式度量
样本相似性, 只考虑了向量的方向,忽视了向量本身
的模长, 这样必然会出现即使两个样本不同时其相
关系数也为 1的情况,如 𝜌𝑌2𝑌4 = 1 (但𝑌2 ∕= 𝑌4),使得
𝑌2、𝑌4始终归为一类.另外,文献 [22]和文献 [24]的方
法所得的聚类结果与本文结果也有所不同:文献 [22]
利用最小距离作为聚类依据,一旦一组样本被合并时,
需要利用犹豫模糊平均算子[11]在新生成的类上重新

计算聚类中心, 并且随着类中样本数的增加, 计算量
也越来越大;文献 [24]利用最小生成树 (MST)聚类算
法得到聚类结果,首先基于文献 [21]中的距离公式得
到犹豫模糊距离及模糊图,但其中的距离公式分辨率
不够高, 且结果有时与事实不符,这必然会影响到聚
类的结果.本文利用对称交互熵获得犹豫模糊信息相
似度,通过编网聚类方法, 在相似系数矩阵上直接进
行表上作业,可以更加快速有效地获得聚类结果,相
比其他方法,计算简单,易于操作.

4 结结结 论论论

本文对属性值是犹豫模糊信息形式的聚类问题

进行了研究.定义了犹豫模糊相对熵、对称交互熵;针
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对基于距离的相似度公式的缺陷,结合TOPSIS等方

法的思想,利用对称交互熵定义了一种新的犹豫模糊

相似度公式; 根据编网聚类法原理, 对犹豫模糊集进

行聚类分析,从而获得了不同的聚类结果.
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