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摘 要: 高斯粒子滤波算法重要性权值方差不会随迭代次数的增加而增加, 能够较好地解决粒子退化问题,但其

重要性密度函数没有考虑最新的量测信息,导致有效粒子数减少,算法滤波性能下降. 针对该问题,提出一种基于

Gaussian-Hermite滤波 (GHF)的高斯粒子滤波算法,采用GHF构造高斯粒子滤波的重要性密度函数,考虑最新的量

测信息,增加有效粒子数,提高算法的滤波精度.仿真结果表明,所提出算法的滤波精度明显优于高斯粒子滤波算法.
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Abstract: Excluding the latest measuring information, the number of the effective particles reduces, so the performance

of the Gaussian particle filter descends, which can conquer the particle degeneracy problem well for the variance of the

important sampling weights not getting larger with time. Therefore, an improved Gaussian particle filter method based on

the Gaussian-Hermite filter is proposed, and the importance density function is structured by using GHF. Including the latest

measuring information, the number of effective particles are increased and filtering accuracy is improved significantly. The

experimental results show that the proposed method is superior to the Gaussian particle filter.
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0 引引引 言言言

粒子滤波[1-2]方法适用于非高斯背景下的非线性

状态空间模型, 在机动目标跟踪[3]、无线通信[4]和计

算机视觉[5]等领域有广泛的应用. 其基本思想是通过

一组随机加权粒子近似后验概率密度函数,以均值运

算代替积分运算,最终获得状态的最小均方误差估计.

然而, 利用粒子滤波方法进行状态估计时, 重要性权

值的方差随着迭代次数而增加,重要性权值只集中到

少数粒子上,导致采样粒子集无法逼近真实的后验概

率密度函数,退化问题不可避免[6-8]. 为了解决该问题,

Gordon等[1]于 1993年提出了重采样思想,目前,重采

样算法主要包括多项式重采样算法、残差重采样算

法、分层重采样算法、系统重采样算法[9]. 通过复制

权值大的粒子, 抛弃权值小的粒子, 重采样算法改善

了粒子退化问题,但是大量复制权值大的粒子也降低

了粒子的多样性,导致了粒子枯竭问题.

针对粒子退化问题, Kotecha等[10-11]提出了高斯

粒子滤波 (GPF).由于每次递推都根据前一时刻后验

概率密度函数随机抽取新的粒子,其权值并不进行迭

代,权值方差不会随迭代次数而增加, 高斯粒子滤波

算法能较好地解决粒子退化问题.但由于其重要性密

度函数通常由预测概率密度函数表示,没有考虑最新

量测信息,重要性采样粒子集与根据真实后验概率分

布产生的粒子集存在较大偏差,导致重要性权值只集

中到少数粒子上, 有效粒子数降低, 算法滤波性能下

降.

为了将最新量测信息引入重要性密度函数,通常

通过扩展卡尔曼滤波 (EKF)、不敏卡尔曼滤波 (UKF)

和高斯厄米特滤波 (GHF)构造重要性密度函数[12-14].

其中: EKF算法的滤波精度通常只达到一阶泰勒展
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开,且容易发散; UKF通过选择一些确定的样本点逼

近随机变量分布,不需要线性化非线性系统,滤波精

度可以达到三阶泰勒展开; GHF算法是一种基于GH

数值积分的递推贝叶斯滤波算法, 可通过选取高斯

点和相应的权值提高状态的估计精度,滤波性能优于

EKF和UKF[14].

鉴于此,本文针对高斯粒子滤波存在的问题,提

出了一种基于GHF的高斯粒子滤波算法. 该算法采

用GHF构造重要性密度函数, 使其融入最新量测信

息,更加逼近于真实的后验概率分布,增加了有效粒

子数,提高了算法的滤波精度.仿真结果表明,所提出

算法的滤波精度优于高斯粒子滤波算法.

1 高高高斯斯斯粒粒粒子子子滤滤滤波波波算算算法法法

非线性非高斯状态空间模型如下: 状态方程为

𝑥𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1) + 𝑤𝑘; (1)

量测方程为

𝑦𝑘 = ℎ(𝑥𝑘) + 𝑣𝑘. (2)

其中: 𝑥𝑘为 𝑘时刻𝑛维状态矢量, 𝑦𝑘为 𝑘时刻 𝑙维量测

矢量, 𝑤𝑘和 𝑣𝑘分别为 𝑘时刻系统噪声和量测噪声, 𝑄𝑘

和𝑅𝑘分别为协方差矩阵, 𝑓(⋅)和ℎ(⋅)为有界非线性映
射.

基于贝叶斯估计框架,高斯粒子滤波算法通过高

斯分布近似状态的预测概率密度函数和后验概率密

度函数, 假定预测概率密度函数为重要性密度函数,

基于蒙特卡罗方法,利用一系列加权粒子递推估计密

度函数中的均值和协方差[10-11].

设在量测序列 𝑦1:𝑘−1 = {𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘−1}的基
础上, 𝑘 − 1时刻状态矢量𝑥𝑘−1的后验概率密度函数

近似为高斯分布

𝑝(𝑥𝑘−1∣𝑦1:𝑘−1) ≈ 𝑁(𝑥𝑘−1∣𝑘−1, 𝑃𝑘−1∣𝑘−1), (3)

其中𝑁(𝑥𝑘−1∣𝑘−1, 𝑃𝑘−1∣𝑘−1)表示均值为𝑥𝑘−1∣𝑘−1、协

方差矩阵为𝑃𝑘−1∣𝑘−1的高斯分布函数.

根据式 (3)随机抽取粒子集 {𝑥𝑖
𝑘−1}𝑁𝑖=1, 𝑁为粒子

数, 利用式 (1)更新粒子𝑥𝑖
𝑘∼𝑝(𝑥𝑘∣𝑥𝑘−1), 以高斯型预

测概率密度函数为重要性密度函数,有

𝜋(𝑥𝑘∣𝑦1:𝑘) = 𝑁(𝑥𝑘∣𝑘−1, 𝑃𝑘∣𝑘−1). (4)

其中

𝑥𝑘∣𝑘−1 =
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑘,

𝑃𝑘∣𝑘−1 =
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

(𝑥𝑖
𝑘 − 𝑥𝑘∣𝑘−1)(𝑥

𝑖
𝑘 − 𝑥𝑘∣𝑘−1)

T. (5)

由式 (4)进行重要性采样 {𝑥̃𝑖
𝑘}𝑁𝑖=1,粒子权值为

𝜔̂𝑖
𝑘 =

𝑝(𝑦𝑘∣𝑥̃𝑖
𝑘)𝑝(𝑥̃

𝑖
𝑘∣𝑦1:𝑘−1)

𝜋(𝑥̃𝑖
𝑘∣𝑦1:𝑘)

=

𝑝(𝑦𝑘∣𝑥̃𝑖
𝑘)𝑁(𝑥𝑘∣𝑘−1, 𝑃𝑘∣𝑘−1)

𝜋(𝑥̃𝑖
𝑘∣𝑦1:𝑘)

. (6)

将式 (4)代入 (6),可得

𝜔̂𝑖
𝑘 = 𝑝(𝑦𝑘∣𝑥̃𝑖

𝑘). (7)

权值归一化

𝜔𝑖
𝑘 =

𝜔̂𝑖
𝑘

𝑁∑
𝑖=1

𝜔̂𝑖
𝑘

. (8)

𝑘时刻算法的有效粒子数为

𝑁eff =
1

𝑁∑
𝑖=1

(𝜔𝑖
𝑘)

2

. (9)

利用下式估计 𝑘时刻高斯型后验概率密度函数

中的均值和协方差:

𝑥𝑘∣𝑘 =

𝑁∑
𝑖=1

𝜔𝑖
𝑘𝑥̃

𝑖
𝑘,

𝑃𝑘∣𝑘 =

𝑁∑
𝑖=1

𝜔𝑖
𝑘(𝑥̃

𝑖
𝑘 − 𝑥𝑘∣𝑘)(𝑥̃𝑖

𝑘 − 𝑥𝑘∣𝑘)T. (10)

由于估计状态的粒子是根据重要性密度函数

抽取的, 重要性密度函数与真实的后验概率密度函

数的接近程度直接决定了算法的滤波性能. 由式 (4)

可知, 高斯粒子滤波以预测概率密度函数𝑁(𝑥𝑘∣𝑘−1,

𝑃𝑘∣𝑘−1)作为重要性密度函数, 忽略了最新量测信息,

因此重要性采样粒子与真实后验概率分布产生的粒

子存在较大偏差,归一化重要性权值只集中在部分粒

子上,权值方差增大.由式 (9)可知,有效粒子数减少,

算法滤波性能下降.

2 基基基于于于GHF的的的高高高斯斯斯粒粒粒子子子滤滤滤波波波算算算法法法
2.1 基基基于于于GHF构构构造造造的的的重重重要要要性性性密密密度度度函函函数数数

为了将最新的量测信息引入重要性采样过程,

本文提出应用包含最新量测信息的GHF算法构造

重要性密度函数. GHF算法是基于GH积分的高斯滤

波[15]算法, 其基本思想是假定预测概率密度函数和

后验概率密度函数均为高斯分布,基于高斯滤波框架

递推估计密度函数中的状态及其协方差,针对递推过

程中的高斯分布积分公式,利用GH积分进行近似[15],

即 w
𝑓(𝑥)𝑁(𝑥;𝜇,Σ )d𝑥 ≈

𝑚∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑓(𝑥𝑗). (11)

其中

𝑥𝑗 = (
√
Σ )𝑗𝑞𝑗 + 𝜇; (12)

𝑓(𝑥)为不超过 2𝑚 + 1次的已知矢量多项式; 𝑞𝑗为𝑚

次Hermite正交多项式的零点, 即GH积分中的高斯

点; 𝑤𝑗为其对应权值; 𝜇、Σ分别为高斯分布的均值和

协方差矩阵; (
√
Σ )𝑗为Σ均方根矩阵的第 𝑗列; 𝑚为
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高斯点个数.

利用GHF构造高斯粒子滤波的重要性密度函数,

基本思想是对根据前一时刻后验概率密度函数采样

的粒子进行GHF,将粒子状态及其协方差估计值作为

高斯型后验概率密度函数的均值和协方差,利用一簇

高斯分布构造重要性密度函数. 具体步骤如下.

Step 1:状态和协方差预测. 假定 𝑘−1时刻第 𝑖个

粒子𝑥𝑖
𝑘−1的后验概率密度服从高斯分布𝑁(𝑥𝑖

𝑘−1∣𝑘−1,

𝑃 𝑖
𝑘−1∣𝑘−1), 利用式 (11)近似高斯积分公式, 得到预测

状态和相应的预测协方差矩阵

𝑥𝑖
𝑘∣𝑘−1 =

𝑚∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑓(𝑥
𝑖
𝑗), (13)

𝑃 𝑖
𝑘∣𝑘−1 =

𝑚∑
𝑗=1

(𝑓(𝑥𝑖
𝑗)− 𝑥𝑖

𝑘∣𝑘−1)(𝑓(𝑥
𝑖
𝑗)−

𝑥𝑖
𝑘∣𝑘−1)

T𝑤𝑗 +𝑄𝑘−1, (14)

其中𝑥𝑖
𝑗为第 𝑖个粒子的第 𝑗个高斯点,且

𝑥𝑖
𝑗 = (

√
𝑃 𝑖
𝑘−1∣𝑘−1)𝑗𝑞𝑗 + 𝑥𝑖

𝑘−1∣𝑘−1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

Step 2: 状态及其协方差更新.假定 𝑘时刻第 𝑖个

粒子的预测概率密度服从高斯分布𝑁(𝑥𝑖
𝑘∣𝑘−1, 𝑃

𝑖
𝑘∣𝑘−1),

根据系统状态及其协方差预测值得到新的高斯点,利

用式 (11)近似高斯积分公式,由量测模型得到状态及

其协方差的更新. 新的高斯点为

𝑥𝑖
𝑗 = (𝑃 𝑖

𝑘∣𝑘−1)𝑗𝑞𝑗 + 𝑥𝑘∣𝑘−1
𝑖. (15)

状态及其协方差更新为

𝑥𝑖
𝑘∣𝑘 = 𝑥𝑖

𝑘∣𝑘−1 +𝐾𝑖
𝑘(𝑦𝑘 − 𝑦𝑖𝑘∣𝑘−1),

𝑃 𝑖
𝑘∣𝑘 = 𝑃 𝑖

𝑘∣𝑘−1 −𝐾𝑖
𝑘(𝑃

𝑖
𝑥𝑦)

T. (16)

其中

𝑦𝑖𝑘∣𝑘−1 =

𝑚∑
𝑗=1

ℎ(𝑥𝑖
𝑗)𝑤𝑗 ,

𝑃 𝑖
𝑦𝑦 =

𝑚∑
𝑗=1

(ℎ(𝑥𝑖
𝑗)− 𝑦𝑖𝑘∣𝑘−1)(ℎ(𝑥

𝑖
𝑗)− 𝑦𝑖𝑘∣𝑘−1)

T𝑤𝑗 ,

𝑃 𝑖
𝑥𝑦 =

𝑚∑
𝑗=1

(𝑥𝑖
𝑗 − 𝑥𝑖

𝑘∣𝑘−1)(ℎ(𝑥
𝑖
𝑗)− 𝑦𝑖𝑘∣𝑘−1)

T𝑤𝑗 ,

𝐾𝑖
𝑘 = 𝑃 𝑖

𝑥𝑦(𝑅𝑘 + 𝑃 𝑖
𝑦𝑦)

−1. (17)

因此,构造的重要性密度函数为

𝜋(𝑥𝑖
𝑘∣𝑦1:𝑘) = 𝑁(𝑥𝑖

𝑘∣𝑘, 𝑃
𝑖
𝑘∣𝑘). (18)

2.2 GHGPF算算算法法法

该算法利用GHF算法构造重要性密度函数, 考

虑了最新的量测信息,使估计的状态后验概率密度更

逼近于真实的状态后验概率密度,增加了有效粒子数,

提高了滤波精度.具体的算法步骤如下.

Step 1: 计算预测概率密度函数. 根据 𝑘 − 1时

刻后验概率密度采样粒子集 {𝑥𝑖
𝑘−1}𝑁𝑖=1∼𝑁(𝑥𝑘−1∣𝑘−1,

𝑃𝑘−1∣𝑘−1),由式 (1)更新粒子 {𝑥𝑖
𝑘}𝑁𝑖=1∼𝑝(𝑥𝑘∣𝑥𝑘−1),利

用式 (5)计算高斯型预测概率密度函数 𝑝(𝑥𝑘∣𝑦1:𝑘−1)

中的均值𝑥𝑘∣𝑘−1和协方差𝑃𝑘∣𝑘−1.

Step 2: 重要性采样. 对粒子集 {𝑥𝑖
𝑘−1}𝑁𝑖=1进行

GHF,利用式 (13)∼ (18)构造重要性密度函数,进行重

要性采样 𝑥̃𝑖
𝑘∼𝑁(𝑥𝑖

𝑘∣𝑘, 𝑃
𝑖
𝑘∣𝑘).

Step 3: 计算粒子权值.将Step 1计算的预测概率

密度函数和Step 2计算的重要性密度函数代入式 (6),

计算粒子重要性权值

𝜔̂𝑖
𝑘 =

𝑝(𝑦𝑘∣𝑥̃𝑖
𝑘)𝑝(𝑥̃

𝑖
𝑘∣𝑦1:𝑘−1)

𝜋(𝑥̃𝑖
𝑘∣𝑦1:𝑘)

=

𝑝(𝑦𝑘∣𝑥̃𝑖
𝑘)𝑁(𝑥𝑖

𝑘∣𝑘−1, 𝑃
𝑖
𝑘∣𝑘−1)

𝑁(𝑥𝑖
𝑘∣𝑘, 𝑃

𝑖
𝑘∣𝑘)

. (19)

Step 4: 利用式 (8)得到归一化权值𝜔𝑖
𝑘.

Step 5: 利用式 (10)估计状态后验概率密度函数

𝑝(𝑥𝑘∣𝑦1:𝑘)中的均值𝑥𝑘∣𝑘和协方差𝑃𝑘∣𝑘.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

为了验证本文算法的滤波性能,选取典型的非高

斯非线性模型[13], 将本文算法与GPF算法进行比较

分析.模型的状态方程和量测方程分别为

𝑥𝑘 = 1 + sin(0.04𝜋𝑘) + 0.5𝑥𝑘−1 + 𝑤𝑘;

𝑦𝑘 =

⎧⎨⎩ 0.2𝑥2
𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑘 ⩽ 30;

0.5𝑥𝑘 − 2 + 𝑣𝑘, 𝑘 > 30.
(20)

仿真实验参数设定为: 系统噪声𝑤∼Gamma(3,

2), 量测噪声 𝑣∼𝑁(0, 10−5), 初始状态𝑥1 = 1, 初始

状态分布𝑁(0, 2),时间序列长度𝑇 = 60,粒子数𝑁 =

200, GHF中高斯点数𝑚 = 3, 高斯点及其权值可分

别通过求取 3次Hermite多项式的零点及其权值获得,

𝑞𝑖和𝑤𝑖的选取参见文献 [15], 𝑞1 = −√
3, 𝑞2 = 0, 𝑞3 =

−√
3, 𝑤1 = 1/6, 𝑤2 = 2/3, 𝑤3 = 1/6, 蒙特卡罗仿真

次数𝑀 = 100,滤波状态的均方根误差定义为

RMSE𝑘 =

√√√⎷ 1

𝑀

𝑀∑
mot=1

(𝑥̂mot
𝑘 − 𝑥𝑘)

2
, (21)

其中 𝑥̂mot
𝑘 为 𝑘时刻第mot次蒙特卡罗仿真估计值.

为了验证算法的滤波性能,首先,给出两种算法

在不同时刻状态后验概率密度比较,验证了重要性密

度函数的选择对滤波性能的影响;然后, 给出算法的

状态估计与真实状态的比较和均方根误差曲线比较,

验证了算法的滤波性能,并分析了粒子数对算法性能

的影响;最后,给出两种算法的复杂度比较.

图 1为当 𝑘 = 10, 20, 30, 40时两种算法的后验概

率密度估计与真实状态比较. 在根据前一时刻后验概
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率密度函数采样的粒子基础上, GPF算法通过式 (3)

∼ (10)估计当前时刻的后验概率密度函数, GHGPF算

法通过 Step 1∼Step 5估计当前时刻的后验概率密度

函数. 后验概率密度曲线基于状态变量𝑥 ∈ [−40,

40]共 81个采样点仿真得到.由图 1可见,由于未考虑

最新的量测信息, GPF算法中重要性密度函数采样粒

子与真实后验概率分布产生粒子存在较大偏差,重要

性权值只集中在部分粒子上,无法逼近真实的后验概

率分布, 而本文算法采用GHF方法将最新的量测信

息计入重要性密度函数,构造的重要性密度函数更逼

近于真实的后验分布.
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图 1 不同时刻滤波算法后验概率密度估计

为了验证算法的滤波性能,图 2给出了算法的状

态估计与真实状态的比较,图 3给出了蒙特卡罗仿真

100次的算法均方根误差曲线比较. 由仿真结果可见,

无论是在量测模型前半段的非线性部分,还是后半段

的线性部分, 本文算法均考虑了最新的量测信息,基

于GHF算法构造更逼近于真实的后验概率密度, 增

加了有效粒子数,滤波性能优于GPF算法. 从不同粒

子数的仿真结果可以看出,随着粒子数的增加, 两种

算法的滤波性能显著提高.
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图 2 算法状态估计与真实状态比较
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图 3 算法均方误差曲线比较

表 1给出了不同粒子数时均方根误差的均值、方

差和有效粒子数的平均值,其中 𝑘时刻第mot次蒙特

卡罗仿真有效粒子数可由式 (9)计算.

表 1 算法均方根误差和有效粒子数比较

GPF GHGPF

𝑁 = 100 𝑁 = 200 𝑁 = 100 𝑁 = 200

RMSE均值 3.806 7 2.843 0 1.250 6 1.172 3

RMSE方差 3.158 7 2.314 6 1.934 9 1.590 4

平均有效粒子数 51.531 2 71.702 1 96.526 8 193.150 4

由表 1可见, 当粒子数𝑁 = 100和𝑁 = 200时,

本文算法滤波均方根误差均值分别减少 67.15 %和

58.76 %,平均有效粒子数基本等于采样粒子数. 从仿

真结果可以看出, GPF算法由于未考虑最新的量测信

息,导致重要性密度函数与真实后验概率分布存在偏

差,大部分粒子权值较小而被忽略,有效粒子数减小,

粒子采样率降低,滤波误差较大.

算法复杂度是衡量算法实时性的重要标准,以算

法运行一次所需的乘法次数为标准,本文给出GPF算
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法和GHGPF算法的复杂度

𝑂(GPF) = 𝑁(1 + 𝑛(𝑛𝐴+ 𝑙𝐵 + 2𝑛+ 1)), (22)

𝑂(GHGPF) = 𝑁 [𝑛(𝑚(𝐴+ 𝑛+ 𝑙) + 𝑙(𝑙2+

𝑛+𝐵 + 1) + 𝑛+ 1)+

𝑙(𝑚𝐵 +𝑚𝑙 + 1)]. (23)

其中: 𝑁为粒子数, 𝑛为状态维数, 𝑙为量测维数, 𝐴和

𝐵分别为为系统状态和量测一步预测需要的乘法次

数, 𝑚为高斯点个数.

4 结结结 论论论

针对高斯粒子滤波存在的滤波精度不高的问题,

本文提出了一种基于Gaussian-Hermite滤波的高斯粒

子滤波算法.该算法通过蒙特卡罗方法估计的高斯分

布来逼近状态预测概率密度和后验概率密度, 并采

用Gaussian-Hermite滤波算法构造重要性密度函数,

考虑了最新的量测信息,增加了有效粒子数, 提高了

滤波精度. 仿真结果表明, 在非线性、非高斯背景下,

所提出的算法滤波性能优于高斯粒子滤波算法.
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