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摘 要: 首先提出了修正相对粒度计算公式,给出其单调性证明以及等号成立的充要条件;然后证明了保持修正相

对粒度不变是保持正区域不变的充要条件,并给出代数约简的知识粒度表示;最后讨论了现有相对粒度与修正相对

粒度之间的关系,利用修正相对粒度的单调性给出计算属性重要性定义及其递归计算公式,进而利用基排序思想计

算等价类,设计出一种计算决策表代数约简的高效算法.实验结果表明该算法是可行且高效的.
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Abstract: Firstly, a modified relative knowledge granularity is proposed. Its monotonicity is proved, and the necessary and

sufficient conditions for equality are given. It is demonstrated that remaining the modified relative knowledge granularity

and positive region unchanged is a necessary and sufficient condition for each other. Then the main concepts of algebraic

reduction are described by knowledge granularity. The relation between existing relative knowledge granularity and its

improvement is discussed. By modified relative knowledge granularity, an attribute relative significance is defined, and

its recursive computing formula is presented. Then a heuristic attribute reduction algorithm based on this significance is

designed, whose equivalence is computed by radix sort. The experimental results show that the algorithm is feasible and

efficient.
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0 引引引 言言言

属性约简是粗糙集研究的核心问题之一.

Pawlak[1]首先提出了基于正区域的属性约简,这种约

简是基于集合代数运算的,所得约简被称为代数约简.

由于在代数表示下的各种概念不容易被理解, 国内

外学者分别从不同的角度对粗糙集理论的概念与运

算进行重新定义,提出了各种不同的约简概念 (方法).

常见的约简主要有: Hu等[2]提出的基于Skowron差

别矩阵的属性约简, 简称为HU属性约简; 王国胤

等[3-4]基于条件信息熵提出的属性约简, 简称为信息

熵约简. 但上述约简在决策表不一致时与代数约简不

等价[5-6]. 因此对它们进行改进以保证能求到原始决

策表的代数约简是目前的热点问题之一[7-9].

随着研究的不断深入, 人们发现可以将知识粒

度[10-11]应用到决策表属性约简中.如徐久成等[12]、陈

玉明等[13]提出的相对粒度属性约简; 冯琴荣等[14]

提出的相对划分粒度属性约简; Qian等[15]提出的基

于组合粒度的属性约简等. 上述基于知识粒度的约简

也面临着同样的问题,即当决策表不一致时, 它们与

代数约简也不等价. 因此如何建立与代数约简相适应

的知识粒度表示及其高效算法仍是一个有待解决的

难点问题.曾凡智等[16]证明了相对粒度 (相对划分粒

度)属性约简仅与HU属性约简等价; 黄国顺等[17]从

相对知识量出发给出了一种计算HU属性约简的高
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效算法.

本文在分析代数约简语义的基础上,提出一种考

虑到不一致对象集影响的修正相对粒度计算公式. 从

理论上证明了保持修正相对粒度不变与保持正区域

不变相互等价, 从而得到代数约简的知识粒度表示.

证明了修正相对粒度的单调性并利用它设计出一种

计算属性重要性的递归计算公式,给出了一种基于知

识粒度计算代数约简的高效算法. 与现有约简算法相

比,本文方法是完备的, 同时能得到一些较好的约简

结果.如果采用徐章艳等[18]提出的基排序方法,则时

间复杂度与文献 [18]相当.

1 基基基本本本概概概念念念

本节的相关概念和定理引自文献 [1-2, 10, 12-13,

16-17],直接陈述如下.

定定定义义义 1 决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩是一四元

组. 其中: 𝑈为非空有限对象集, 称为论域; 𝐶为有

限条件属性集, 𝐷为有限决策属性集, 𝐶
∩

𝐷 = ∅;

𝑉 =
∪
𝑎∈𝐶

𝑉𝑎, 𝑉𝑎为属性 𝑎的值域; 𝑓 : 𝑈 × (𝐶
∪

𝐷) →

𝑉 是信息函数. 对于𝑈上的任意属性集𝐵 ⊆ 𝐶
∪

𝐷,

定义不可分辨关系 ind(𝐵) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈2∣∀𝑎 ∈ 𝐵,

𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)}, 关系 ind(𝐵)构成𝑈的一个划分,

记作𝑈/ind(𝐵),简记为𝑈/𝐵. 𝑈/𝐵中的任何元素 [𝑥]𝐵

= {𝑦∣∀𝑎 ∈ 𝐵, 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)}称为等价类.

定定定义义义 2 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 定

义HU差别矩阵为𝑀𝐻(𝑆) = (𝑚𝐻(𝑖, 𝑗))𝑛×𝑛, 其中

𝑚𝐻(𝑖, 𝑗)定义如下:

𝑚𝐻(𝑖, 𝑗) =

⎧⎨⎩
{𝑎 ∈ 𝐶∣𝑓(𝑥𝑖, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎)},

(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) /∈ ind(𝐷);

∅, others.

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

定定定义义义 3 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩,

𝑀𝐻(𝑆) = (𝑚𝐻(𝑖, 𝑗))𝑛×𝑛是HU差别矩阵, 对于任意

的𝑃 ⊆ 𝐶, 若满足: 1) 对于任意的∅ ∕= 𝑚𝐻(𝑖, 𝑗) ∈
𝑀𝐻 ,有𝑃

∩
𝑚𝐻(𝑖, 𝑗) ∕= ∅; 2)对于任意的 𝑏 ∈ 𝑃 , 𝑃 −

{𝑏}不满足 1). 则称𝑃 是𝐶相对于𝐷的基于HU差别

矩阵的属性约简,简称为HU属性约简.

为便于讨论,将定义 3中满足条件 1)的𝑃 称为𝐶

的HU协调集.

定定定义义义 4 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 对

于 ∀𝑃 ⊆ 𝐶
∪

𝐷,𝑌 ⊆ 𝑈 ,记𝑈/𝑃 = {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚},

分别称𝑃𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑈 : [𝑥]𝑃 ⊆ 𝑌 }, 𝑃𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑈 :

[𝑥]𝑃
∩

𝑌 ∕= ∅}为𝑌 关于𝑃 的下近似集和上近似集.

定定定义义义 5 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 设

𝑃 ⊆ 𝐶, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟}, 𝑈/𝑃 = {𝑃1, 𝑃2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚},称POS𝑃 (𝐷) =
∪

𝐷𝑖∈𝑈/𝐷

𝑃𝐷𝑖为𝑃 关于𝐷的

正区域.

设𝑃𝑖 ∈ 𝑈/𝑃 ,若对于任意的𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃𝑖, 𝑥 ∕= 𝑦,有

𝑓(𝑥,𝐷) = 𝑓(𝑦,𝐷), 则称𝑃𝑖是𝑈/𝑃 中的一致等价类,

否则称为𝑈/𝑃 的不一致等价类. 称𝑈1 = POS𝐶(𝐷)

为决策表的一致对象集, 𝑈2 = 𝑈 − 𝑈1为决策表的不

一致对象集.

显然, POS𝑃 (𝐷)是𝑈/𝑃 中一致等价类的并, 𝑈 −
POS𝑃 (𝐷)是𝑈/𝑃 中不一致等价类的并.

定定定义义义 6 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩,设𝑃

⊆ 𝐶, 若POS𝑃 (𝐷) = POS𝐶(𝐷), 则称𝑃 是𝐶的代数

协调集; 若𝑃 是𝐶的代数协调集且对于任意的𝑃 ′

⊂ 𝑃 有POS𝑃 ′(𝐷) ∕= POS𝐶(𝐷), 则称𝑃 是𝐶相对于

𝐷的代数约简.

定定定理理理 1 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑎 ∈

𝐶是代数约简下的核属性当且仅当POS𝐶−{𝑎}(𝐷) ∕=
POS𝐶(𝐷)[17].

定定定义义义 7 给定信息系统𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓,𝐴⟩, 𝑃 ⊆
𝐴,记𝑈/𝑃 = {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚},则𝑃 在对象集𝑈上的

知识粒度GK(𝑃 )定义为

GK(𝑃 ) =
∑

𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

∣𝑃𝑘∣2/∣𝑈 ∣2. (2)

定定定义义义 8 给定信息系统𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐴⟩, 𝑃,𝑄 ⊆
𝐴,则𝑄关于𝑃 的相对粒度GK(𝑄/𝑃 )定义为

GK(𝑄/𝑃 ) = GK(𝑃 )−GK(𝑃
∪

𝑄). (3)

定定定义义义 9 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 设

𝑃 ⊆ 𝐶,若GK(𝐷/𝑃 ) = GK(𝐷/𝐶),则称𝑃 是𝐶的相

对粒度协调集; 若𝑃 是𝐶的相对粒度协调集且对于

任意的𝑃 ′ ⊂ 𝑃 有GK(𝐷/𝑃 ′) ∕= GK(𝐷/𝐶),则称𝑃 为

𝐶相对于𝐷的基于相对粒度属性约简,简称为相对粒

度约简.

文献 [16]证明了相对粒度约简仅与HU属性约简

等价,文献 [17]进一步给出了相对粒度的一种递归计

算方法.

定定定理理理 2 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝐶,则𝑃 是𝐶的HU属性约简当且仅当𝑃 是𝐶的相对

粒度约简. 𝑃 是𝐶的HU协调属性集当且仅当𝑃 是𝐶

的相对粒度协调集[16].

定定定理理理 3 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝐶, 𝑈/𝑃 = {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚}, 𝑎 ∈ 𝐶 − 𝑃 ,则有

GK(𝐷/(𝑃
∪{𝑎})) =

∑
𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

GK𝑃𝑘
(𝐷/{𝑎}), (4)

其中GK𝑃𝑘
(𝐷/{𝑎})表示在等价类𝑃𝑘上𝐷相对于 {𝑎}

的相对粒度[17].
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2 代代代数数数约约约简简简概概概念念念的的的知知知识识识粒粒粒度度度表表表示示示

当决策表不一致时,基于知识粒度的相对粒度约

简与代数约简并不等价.具体考察例 1的算例.

例例例 1 给定决策表𝑆1如表 1所示.其中: 𝑈1 =

{𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥10}, 𝐶 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒, 𝑓, 𝑔}, 𝐷 = {𝑑}.

表 1 决策表𝑆1

𝑈 𝑎 𝑏 𝑐 𝑒 𝑓 𝑔 𝑑

𝑥1 0 0 0 0 0 0 0

𝑥2 1 0 0 0 0 0 2

𝑥3 0 1 1 1 1 1 1

𝑥4 0 0 0 1 0 0 2

𝑥5 0 1 1 1 0 1 1

𝑥6 0 0 1 1 0 0 0

𝑥7 0 0 1 1 0 0 1

𝑥8 0 1 1 1 0 1 1

𝑥9 0 0 0 1 0 0 1

𝑥10 1 0 0 0 0 0 0

决策表𝑆1的相对粒度约简分别为 {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒}和
{𝑎, 𝑐, 𝑒, 𝑔}, 其代数约简分别为 {𝑎, 𝑏, 𝑒}和 {𝑎, 𝑒, 𝑔}, 两

者并不相同.

由于决策表的代数约简是保持正区域不变的极

小条件属性集, 其本质是在𝐶中删除不必要的属性,

同时保持正区域不变,但在删除属性时可能会导致等

价类合并. 因此如果要保持正区域不变,则这种合并

只能属于以下两种情形: 1) 具有相同决策属性值的

等价类合并,即等价类本身在合并前已经是一致的且

它们具有相同决策属性值; 2) 与正区域无关的等价

类 (即𝑈2中的等价类)合并.另一方面,当决策表一致

时, GK(𝐷/𝐶) = 0; 当决策表不一致时, GK(𝐷/𝐶) >

0. 因此,现有相对粒度很难统一刻画出一致和不一致

决策表的数字特征.又因决策表一致时, 现有相对粒

度约简与代数约简是等价的, 这意味着GK(𝐷/𝐶) =

0是合理的,故要求新提出的修正相对粒度在决策表

不一致时也能取到 0值. 同时, 当不一致决策表退化

为一致决策表时,它将退化为现有相对粒度公式. 基

于上述分析,提出如下修正相对粒度公式.

定定定义义义 10 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩,

𝑃 ⊆ 𝐶,记𝑈/𝑃 = {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚}, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟},定义修正相对粒度公式为

MGK(𝐷/𝑃 ) = GK(𝐷/𝑃 )−GK𝑈2(𝐷/𝑃 ), (5)

其中GK𝑈2(𝐷/𝑃 ) = GK𝑈2(𝑃 )−GK𝑈2(𝑃
∪

𝐷). 用下

式分别表示𝑃 和𝑃
∪

𝐷在𝑈2上的知识粒度:

GK𝑈2(𝑃 ) =
∑

𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

∣𝑃𝑘

∩
𝑈2∣2/∣𝑈 ∣2,

GK𝑈2(𝑃
∪
𝐷) =

∑
𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑃𝑘

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2.

特别地, 当决策表一致时, 𝑈2 = ∅, MGK(𝐷/𝑃 )

将退化为GK(𝐷/𝑃 ),因此式 (5)是对 (3)的推广,而且

与式 (3)相比,它同时考虑到不一致对象的影响.

引引引理理理 1 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩,设𝑃

⊆ 𝑄 ⊆ 𝐶, 𝑈/𝑄 = {𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑠}, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟}, 𝑈/𝑃 = {𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑖−1, 𝑄𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑘−1,

𝑄𝑘+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘},则

∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣ −
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣ ⩾ 0, (6)

并且等号成立的充要条件是, 存在𝐷𝑗0 ∈ 𝑈/𝐷, 使得

(𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) ⊆ 𝐷𝑗0 .

证证证明明明 因为 ∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣ ⩽ ∣𝑄𝑖∣且

𝑟∪
𝑗=1

𝐷𝑗 = 𝑈 , 所

以 ∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣ ⩽

∣𝑄𝑖∣
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣ = ∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣.

下面证明等号成立的充要条件. 因为 ∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣ =

∣𝑄𝑘∣ − ∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣ (𝐷𝐶
𝑗 表示𝐷𝑗的补集),所以

∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣ −
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣ =

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣.

利用对称性,类似地有

∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣ −
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣ =

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣.

因此式 (6)等号成立的充要条件是,对于任意的𝐷𝑗 ∈
𝑈/𝐷, ∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣ = 0且 ∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣
= 0. 分两种情况讨论.

1)若 ∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣ = 0,则𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 = ∅,从而 ∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣ = ∣𝑄𝑖∣ ∕= 0,又因 ∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣ = 0同时成

立,故𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 = ∅, (𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘)

∩
𝐷𝑗 = ∅.

2)若 ∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝐶

𝑗 ∣ = 0,则𝑄𝑘 ⊆ 𝐷𝑗 ,类似地可推出

𝑄𝑖 ⊆ 𝐷𝑗 ,从而 (𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) ⊆ 𝐷𝑗 .

综合 1)和 2)的讨论可知: 对于任意𝐷𝑗 ∈ 𝑈/𝐷,

或者𝐷𝑗

∩
(𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) = ∅,或者 (𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) ⊆ 𝐷𝑗 ;又因

𝑟∪
𝑗=1

𝐷𝑗 = 𝑈 ,所以必存在某个𝐷𝑗0 ∈ 𝑈/𝐷,使得 (𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) ⊆ 𝐷𝑗0 . 反之结论也成立. □

定定定理理理 4 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝑄 ⊆ 𝐶, 𝑈/𝑄 = {𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑠}, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟}, 𝑈/𝑃 = {𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑖−1, 𝑄𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑘−1,

𝑄𝑘+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘},则GK(𝐷/𝑃 ) ⩾ GK(𝐷/𝑄),且等

号成立的充要条件是, 存在𝐷𝑗0 ∈ 𝑈/𝐷, 使得 (𝑄𝑖

∪
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𝑄𝑘) ⊆ 𝐷𝑗0 .

证证证明明明 因为𝑄𝑖

∩
𝑄𝑘 = ∅,所以 ∣𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘∣ = ∣𝑄𝑖∣

+ ∣𝑄𝑘∣, ∣(𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘)

∩
𝐷𝑗 ∣ = ∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣+ ∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣,由

定义 8知

GK(𝐷/𝑃 )−GK(𝐷/𝑄) =

2
[
∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣ −

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣

]
/∣𝑈 ∣2.

由引理 1有GK(𝐷/𝑃 ) ⩾ GK(𝐷/𝑄),且等号成立的充

要条件是,存在𝐷𝑗0 ∈𝑈/𝐷,使得 (𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) ⊆ 𝐷𝑗0 . □

定理 4表明,当且仅当具有相同决策属性值的等

价类合并才能保证现有相对粒度不变,否则都会引起

它变大, 包括与正区域无关的两等价类合并的情形,

这说明现有相对粒度与正区域在语义上不一致.

定定定理理理 5 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝑄 ⊆ 𝐶, 𝑈/𝑄 = {𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑠}, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟}, 𝑈/𝑃 = {𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑖−1, 𝑄𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑘−1,

𝑄𝑘+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘}, 则MGK(𝐷/𝑃 ) ⩾ MGK(𝐷/𝑄),

并且等号成立的充要条件是, (𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) ⊆ POS𝑃 (𝐷)

或 (𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘) ⊆ 𝑈2.

证证证明明明 因为𝑃 ⊆ 𝑄 ⊆ 𝐶, 所以POS𝑃 (𝐷) ⊆
POS𝑄(𝐷) ⊆ POS𝐶(𝐷), 𝑈 − POS𝐶(𝐷) ⊆ 𝑈 −
POS𝑄(𝐷) ⊆ 𝑈 − POS𝑃 (𝐷). 又因𝑄𝑖

∩
𝑄𝑘 = ∅, 故

∣𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘∣ = ∣𝑄𝑖∣ + ∣𝑄𝑘∣, ∣(𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘)

∩
𝐷𝑗 ∣ = ∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣+∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣, ∣(𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘)

∩
𝑈2∣ = ∣𝑄𝑖

∩
𝑈2∣+∣𝑄𝑘

∩
𝑈2∣, ∣(𝑄𝑖

∪
𝑄𝑘)

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣ = ∣𝑄𝑖

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣+ ∣𝑄𝑘

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣. 因此有

MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) =

2
[
∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣ − ∣𝑄𝑖

∩
𝑈2∣∣𝑄𝑘

∩
𝑈2∣−∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣+

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣

]/
∣𝑈 ∣2.

对于𝑄𝑖, 𝑄𝑘的取值, 可分为下列 4种情形之一:

1) 两个都在POS𝑄(𝐷)中且有相同决策属性值; 2)

两个都在POS𝑄(𝐷)中但决策属性值不同; 3)一个在

POS𝑄(𝐷)中,另一个在𝑈−POS𝑄(𝐷)中; 4)两个都在

𝑈 − POS𝑄(𝐷)中.

对于情形 1),存在𝐷𝑗0 ∈ 𝑈/𝐷使得𝑄𝑖 ⊆ 𝐷𝑗0 , 𝑄𝑘

⊆ 𝐷𝑗0 , 从而𝑄𝑖

∩
𝑈2 = ∅, 𝑄𝑘

∩
𝑈2 = ∅,

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣ = ∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣, 所 以MGK(𝐷/𝑃 ) −

MGK(𝐷/𝑄) = 0.

对于情形 2),存在𝐷𝑗1 , 𝐷𝑗2 ∈ 𝑈/𝐷且𝐷𝑗1 ∕= 𝐷𝑗2 ,

使得𝑄𝑖 ⊆ 𝐷𝑗1 , 𝑄𝑘 ⊆ 𝐷𝑗2 , 从而
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘∩

𝐷𝑗 ∣ = 0, 又因 ∣𝑄𝑖

∩
𝑈2∣ = ∣𝑄𝑘

∩
𝑈2∣ = 0, 所以

MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) = 2∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣/∣𝑈 ∣2 > 0.

对于情形 3), 不妨设𝑄𝑖 ⊆ POS𝑄(𝐷), 𝑄𝑘 ⊆
𝑈 − POS𝑄(𝐷), 则有𝑄𝑖 ⊆ 𝑈1, 从而 ∣𝑄𝑖

∩
𝑈2∣ = 0,∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣2 = 0,所以由引理 1有

MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) =

2
[
∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣ −

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣

]/
∣𝑈 ∣2 > 0.

对于情形 4), 因为𝑄 ⊆ 𝐶, 所以𝑈2 ⊆ 𝑈 −
POS𝑄(𝐷),且𝑈 − POS𝑄(𝐷)的等价类是由𝑈/𝐶中的

若干个等价类合并而成, 因此, 如果𝑄𝑖, 𝑄𝑘都在𝑈 −
POS𝑄(𝐷)中,又需分 4种情况分别讨论.

① 都在𝑈2中, 从而 ∣𝑄𝑖

∩
𝑈2∣∣𝑄𝑘

∩
𝑈2∣ = ∣𝑄𝑖∣

∣𝑄𝑘∣, ∣𝑄𝑖

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝑈2

∩
𝐷𝑗 ∣ = ∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣,易得MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) = 0;

② 至少有一个与𝑈2相交为空, 不妨设𝑄𝑖

∩
𝑈2

= ∅,从而

MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) =

2
[
∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘∣ −

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣

]/
∣𝑈 ∣2.

根据引理 1, MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) > 0.

③一个在𝑈2中,另一个与𝑈2相交不空但又不完

全包含于𝑈2,不妨设𝑄𝑖 ⊆ 𝑈2, 𝑄𝑘

∩
𝑈2 ∕= ∅且𝑄𝑘 ∕⊂

𝑈2. 显然, 𝑄𝑘是由𝑈1中的若干等价类与𝑈2中的若干

等价类合并而成,记其𝑈1中等价类的并为𝑄𝑘1
, 𝑈2中

等价类的并为𝑄
𝑘2

, 则𝑄𝑘 = 𝑄
𝑘1

∪
𝑄𝑘2 , 𝑄𝑘1 ⊆ 𝑈1,

𝑄𝑘2 ⊆ 𝑈2,从而有

MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) =

2
[
∣𝑄𝑖∣∣𝑄𝑘1 ∣ −

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘1

∩
𝐷𝑗 ∣

]/
∣𝑈 ∣2.

根据引理 1, MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) > 0.

④ 两个都与𝑈2相交不空, 且都不完全包含于

𝑈2. 类似于情形③的分析, 可设𝑄𝑖 = 𝑄𝑖1

∪
𝑄𝑖2 , 𝑄𝑘

= 𝑄
𝑘1

∪
𝑄𝑘2 . 其中: 𝑄𝑖1 ⊆ 𝑈1, 𝑄𝑖2 ⊆ 𝑈2, 𝑄𝑘1 ⊆ 𝑈1,

𝑄𝑘2 ⊆ 𝑈2. 则有

MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) =

2
[
∣𝑄𝑖1 ∣∣𝑄𝑘1 ∣ −

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖1

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘1

∩
𝐷𝑗 ∣+

∣𝑄𝑖1 ∣∣𝑄𝑘2 ∣ −
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖1

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘2

∩
𝐷𝑗 ∣+

∣𝑄𝑖2 ∣∣𝑄𝑘1 ∣ −
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑄𝑖2

∩
𝐷𝑗 ∣∣𝑄𝑘1

∩
𝐷𝑗 ∣

]/
∣𝑈 ∣2.

根据引理 1有MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/𝑄) > 0.

综上所述,不管𝑄𝑖、𝑄𝑘取值如何,只要它们合并,

都将导致修正相对粒度单调不减,当且仅当参与合并
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的等价类𝑄𝑖、𝑄𝑘都属于正区域且具有相同决策属性

值,或者𝑄𝑖、𝑄𝑘都在𝑈2中时其值才保持不变. □

定定定理理理 6 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝑄 ⊆ 𝐶, 则POS𝑃 (𝐷) = POS𝐶(𝐷)的充要条件是

MGK(𝐷/𝑃 ) = MGK(𝐷/𝐶).

证证证明明明 先证明MGK(𝐷/𝐶)=0.假设𝑈/𝐶={𝑋1,

𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛}, 𝑈/𝐷 = {𝐷1, 𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟},记

GK(𝐶) =
∑

𝑋𝑖∈𝑈/𝐶

∣𝑋𝑖∣2/∣𝑈 ∣2,

GK(𝐶
∪
𝐷) =

∑
𝑋𝑖∈𝑈/𝐶

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑋𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2.

当𝑋𝑖 ⊆ 𝑈1时,
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑋𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2 = ∣𝑋𝑖∣2/∣𝑈 ∣2,

从而

GK(𝐶)−GK(𝐶
∪

𝐷) =∑
𝑋𝑖⊆𝑈2

∣𝑋𝑖∣2/∣𝑈 ∣2 −
∑

𝑋𝑖⊆𝑈2

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑋𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2.

又因𝑋𝑖 ⊆ 𝑈1时, ∣𝑋𝑖

∩
𝑈2∣ = 0, 𝑋𝑖 ⊆ 𝑈2时,

∣𝑋𝑖

∩
𝑈2∣ = ∣𝑋𝑖∣,故

GK𝑈2(𝐶)−GK𝑈2(𝐶
∪

𝐷) =∑
𝑋𝑖⊆𝑈2

∣𝑋𝑖∣2/∣𝑈 ∣2 −
∑

𝑋𝑖⊆𝑈2

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑋𝑖

∩
𝐷𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2.

所以MGK(𝐷/𝐶) = 0.

下面证明定理 6中的结论.对于任意𝑃𝑘 ∈ 𝑈/𝑃 ,

当𝑃𝑘 ∈POS𝑃 (𝐷)时,
∑

𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑃𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2 = ∣𝑃𝑘∣2

/∣𝑈 ∣2. 根据题设, 若POS𝑃 (𝐷) = POS𝐶(𝐷), 则𝑈 −
POS𝑃 (𝐷) = 𝑈2,从而

GK(𝑃 )−GK(𝑃
∪

𝐷) =∑
𝑃𝑘⊆𝑈2

∣𝑃𝑘∣2/∣𝑈 ∣2 −
∑

𝑃𝑘⊆𝑈2

∑
𝐷𝑗∈𝑈/𝐷

∣𝑃𝑘

∩
𝐷𝑗 ∣2/∣𝑈 ∣2 =

GK𝑈2(𝑃 )−GK𝑈2(𝑃
∪

𝐷).

所以MGK(𝐷/𝑃 ) = MGK(𝐷/𝐶).

反之, 如果MGK(𝐷/𝑃 ) = MGK(𝐷/𝐶), 则一定

有POS𝑃 (𝐷) = POS𝐶(𝐷)成立. 现假设结论不成立.

因为𝑃 ⊆ 𝐶, 所以有POS𝑃 (𝐷) ⊂ POS𝐶(𝐷), 这意味

着至少存在一个𝑥0 ∈ POS𝐶(𝐷), 但𝑥0 /∈ POS𝑃 (𝐷),

从而在 [𝑥0]𝑃 中至少存在两个相异元素𝑥𝑠, 𝑥𝑡 ∈ [𝑥0]𝑃 ,

使得 𝑓(𝑥𝑠, 𝐷) ∕=𝑓(𝑥𝑡, 𝐷). 又因 [𝑥0]𝑃 是由若干个𝑈/𝐶

的等价类合并而成, 且一定包含等价类 [𝑥0]𝐶 , 所以

[𝑥0]𝑃 不可能是定理 5中等号成立的两种情形, 从而

MGK(𝐷/𝑃 ) > 0且MGK(𝐷/𝐶) = 0与假设矛盾. 因

此结论成立. □

定理 6表明,保持正区域不变与保持修正相对粒

度不变相互等价,因此可通过修正相对粒度来刻画正

区域的变化情况以及代数约简的各种概念.

定定定义义义 11 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃

⊆ 𝐶, 对于任意的 𝑎 ∈ 𝑃 , 若MGK(𝐷/𝑃 − {𝑎}) = 0,

则称 𝑎为𝑃 中在代数约简意义下的不必要属性,否则

称 𝑎为𝑃 中必要的属性.

定定定义义义 12 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 对

于任意的 𝑎 ∈ 𝐶,若MGK(𝐷/𝐶 − {𝑎}) > 0,则称 𝑎为

决策表的代数约简核属性,简称为代数核.

根据定理 6和定义 6可以给出代数约简的知识

粒度描述.

定定定义义义 13 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃

⊆ 𝐶, 若MGK(𝐷/𝑃 ) = MGK(𝐷/𝐶), 则称𝑃 是𝐶的

代数协调集.如果𝑃 是𝐶的代数协调集,且对于任意

的𝑃 ′ ⊂ 𝑃 , MGK(𝐷/𝑃 ′) > MGK(𝐷/𝐶),则称𝑃 是𝐶

的代数约简.

对于现有的相对粒度与修正相对粒度有如下关

系.

定定定理理理 7 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝐶,若GK(𝐷/𝑃 ) = GK(𝐷/𝐶),则一定有MGK(𝐷/𝑃 )

= MGK(𝐷/𝐶).

证证证明明明 由于𝑃 ⊆ 𝐶, 𝑈/𝑃 中的等价类都可由𝑈/

𝐶中若干等价类合并而成. 如果GK(𝐷/𝑃 ) = GK(𝐷/

𝐶), 则根据定理 4, 对于任意参与合并的两个等价类

𝑋𝑖, 𝑋𝑘 ∈ 𝑈/𝐶,一定存在𝐷𝑗0 ∈ 𝑈/𝐷,使得 (𝑋𝑖

∪
𝑋𝑘)

⊆ 𝐷𝑗0 . 再由定理 5有MGK(𝐷/𝑃 ) = MGK(𝐷/𝐶). □

反之则不成立.如例 1的𝑆1, MGK(𝐷/{𝑎, 𝑏, 𝑒}) =
MGK(𝐷/𝐶),但GK(𝐷/{𝑎, 𝑏, 𝑒}) ∕= GK(𝐷/𝐶).

利用定理 7可进一步解释清楚HU属性约简与

代数约简之间的关系.根据定义 9和定理 2可先给出

HU属性约简的知识粒度表示.

定定定义义义 14 给定决策表𝑆= ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝐶, 对于任意的 𝑎 ∈ 𝑃 , 若GK(𝐷/𝑃 − {𝑎}) = 0, 则称

𝑎为𝑃 中在HU属性约简意义下的不必要属性, 否则

称 𝑎为𝑃 中必要的属性.

定定定义义义 15 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃

⊆ 𝐶, 如果GK(𝐷/𝑃 ) = GK(𝐷/𝐶), 则称𝑃 是𝐶的

HU差别矩阵属性协调集,简称为HU协调集. 如果𝑃

是𝐶的HU协调集且对于任意的𝑃 ′ ⊂ 𝑃 , 有GK(𝐷/

𝑃 ′) > GK(𝐷/𝐶),则称𝑃 是𝐶的HU属性约简.

定定定义义义 16 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 对

于任意的 𝑎 ∈ 𝐶,若GK(𝐷/𝐶 − {𝑎}) > GK(𝐷/𝐶),则

称 𝑎为决策表的HU属性约简核属性,简称为HU核.

推推推论论论 1 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝐶,若𝑃 是𝐶的HU协调集,则𝑃 是𝐶的代数协调集.

证证证明明明 根据定理 7、定义 13和定义 15即知结论

成立. □
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推推推论论论 2 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 若

𝑎 ∈ 𝐶是代数核,则它一定是HU核.

证证证明明明 令𝑃 = 𝐶 − {𝑎},根据定理 7的逆否命题

即知结论成立. □

例例例 2 仍然使用例 1的决策表𝑆1来阐述如何利

用知识粒度求取代数约简并结合定理 5给出相应的

解释.

由于𝑈/𝐶 = {{𝑥1}, {𝑥2, 𝑥10}, {𝑥3}, {𝑥4, 𝑥9}, {𝑥5,

𝑥8}, {𝑥6, 𝑥7}}, 𝑈/𝐷 = {{𝑥1, 𝑥6, 𝑥10}, {𝑥2, 𝑥4}, {𝑥3, 𝑥5,

𝑥7, 𝑥8, 𝑥9}},易得𝑈1 = {𝑥1, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}, 𝑈2 = {𝑥2, 𝑥4,

𝑥6, 𝑥7, 𝑥9, 𝑥10}. 若设𝑃 = {𝑎, 𝑏, 𝑒},则根据代数约简的

定义可以验证它是𝐶的一个代数约简.

另一方面, 根据𝑈/𝐶和𝑈/(𝐶
∪

𝐷) = {{𝑥1},
{𝑥2}, {𝑥10}, {𝑥3}, {𝑥4}, {𝑥9}, {𝑥5, 𝑥8}, {𝑥6}, {𝑥7}},可

得GK(𝐷/𝐶) = 6/100,又因GK𝑈2(𝐷/𝐶) = 6/100,所

以MGK(𝐷/𝐶) = 0.

若设𝑃 = {𝑎, 𝑏, 𝑒},根据𝑈/𝑃 = {{𝑥1}, {𝑥2, 𝑥10},
{𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}, {𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9}}, 𝑈/(𝑃

∪
𝐷) = {{𝑥1},

{𝑥2}, {𝑥10}, {𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}, {𝑥4}, {𝑥6}, {𝑥7, 𝑥9}}, 可 得

GK(𝐷/𝑃 ) = 12/100, GK𝑈2(𝐷/𝑃 ) = 12/100, 因此

MGK(𝐷/𝑃 ) = MGK(𝐷/𝐶), 由定理 6的结论有

POS𝑃 (𝐷) = POS𝐶(𝐷). 更进一步, 可以验证, 对于

任意𝑃 ′ ⊂ 𝑃 , MGK(𝐷/𝑃 ′) ∕= MGK(𝐷/𝐶),同样可由

修正相对粒度变化情况判定𝑃 是𝐶的代数约简.

再深入分析会发现,由于𝑃 ⊆ 𝐶,对于任意的𝑃𝑖

∈ 𝑈/𝑃 都可由𝑈/𝐶的等价类合并而成. 根据定理 5,

当参与合并的等价类具有相同的决策属性值, 或者

能同时被𝑈2所包含时, 它们的合并不会导致修正相

对粒度变大.例如本例中, 𝑈/𝑃 中的 {𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}是由
{𝑥3}和 {𝑥5, 𝑥8}合并而成, {𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9}由 {𝑥4, 𝑥9}
和 {𝑥6, 𝑥7}合并得到. 由于 {𝑥3}和 {𝑥5, 𝑥8}具有相同
决策属性值,它们的合并不会引起修正相对粒度变大;

同理, {𝑥4, 𝑥9} ⊆ 𝑈2, {𝑥6, 𝑥7} ⊆ 𝑈2,它们的合并也不

会引起修正相对粒度的变大. 从而有MGK(𝐷/𝑃 ) =

MGK(𝐷/𝐶), 继而保证POS𝑃 (𝐷) = POS𝐶(𝐷)成立,

但GK(𝐷/𝑃 ) ∕= GK(𝐷/𝐶). 这说明𝑃 是𝐶的代数协

调集但不是HU协调集.

若令属性集𝑄={𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒},则由于𝑈/𝑄={{𝑥1},
{𝑥2, 𝑥10}, {𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}, {𝑥4, 𝑥9}, {𝑥6, 𝑥7}},它也是由𝑈

/𝐶中某些等价类合并而得到, 但实际上只发生了一

个合并事件, 即 {𝑥3}与 {𝑥5, 𝑥8}合并成 {𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}.

由于它们具有相同的决策属性值,根据定理 4, GK(𝐷

/𝑄) = GK(𝐷/𝐶). 更进一步,可以验证𝑄是𝐶的HU

属性约简. 但𝑃 = {𝑎, 𝑏, 𝑒}则不同, 它不仅会引起具

有相同决策属性值的等价类 {𝑥3}与 {𝑥5, 𝑥8}合并成
{𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}, 而且会引起不一致对象集 {𝑥4, 𝑥9}与

{𝑥6, 𝑥7} 合并成 {𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9}, 根据定理 4, 必然会

引起相对粒度变大,因此有GK(𝐷/𝑃 ) ∕= GK(𝐷/𝐶).

核属性方面,由于𝑈/𝐶 − {𝑐} = {{𝑥1}, {𝑥2, 𝑥10},
{𝑥3}, {𝑥5, 𝑥8}, {𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9}},它引起不一致对象集

{𝑥4, 𝑥9}与 {𝑥6, 𝑥7}合并成 {𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9}. 根据定理

4, GK(𝐷/𝐶 − {𝑐}) > GK(𝐷/𝐶),但根据定理 5,这种

合并不会引起修正相对粒度变化, 因为 {𝑥4, 𝑥9} ⊆
𝑈2, {𝑥6, 𝑥7} ⊆ 𝑈2,所以属性 𝑐是HU核但不是代数核.

对于属性 𝑎, 因为𝑈/𝐶 − {𝑎} = {{𝑥1, 𝑥2, 𝑥10}, {𝑥3},
{𝑥4, 𝑥9}, {𝑥5, 𝑥8}, {𝑥6, 𝑥7}}, 它引起一致等价类 {𝑥1}
与不一致等价类 {𝑥2, 𝑥10}合并成 {𝑥1, 𝑥2, 𝑥10}, 所以

GK(𝐷/𝐶 − {𝑎}) > GK(𝐷/𝐶), MGK(𝐷/𝐶 − {𝑎}) >
MGK(𝐷/𝐶),因此属性 𝑎既是代数核也是HU核.

3 基基基于于于粒粒粒度度度计计计算算算的的的代代代数数数约约约简简简高高高效效效算算算法法法

上节给出了一个与代数约简相适应的修正相对

粒度MGK(𝐷/𝑃 ),它满足单调递减性. 本节将利用这

种单调递减性给出刻画属性重要性的计算公式及相

应的高效约简算法.

定定定义义义 17 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃

⊆ 𝐶,对于任意 𝑎 ∈ 𝐶 − 𝑃 关于𝑃 的相对重要性为

Sig𝑃 (𝑎) = MGK(𝐷/𝑃 )−MGK(𝐷/(𝑃
∪{𝑎})). (7)

定定定理理理 8 给定决策表𝑆 = ⟨𝑈, 𝑉, 𝑓, 𝐶∪
𝐷⟩, 𝑃 ⊆

𝐶, 𝑈/𝑃 = {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚}, 𝑎 ∈ 𝐶 − 𝑃 ,有

MGK(𝐷/(𝑃
∪{𝑎})) =

∑
𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

MGK𝑃𝑘
(𝐷/{𝑎}). (8)

其中: MGK𝑃𝑘
(𝐷/{𝑎})=GK𝑃𝑘

(𝐷/{𝑎})−GK𝑈2

∩
𝑃𝑘
(𝐷/

{𝑎})表示在对象集合𝑃𝑘上的修正相对粒度, GK𝑃𝑘
(𝐷

/{𝑎})表示在对象集合𝑃𝑘上𝐷相对于 𝑎的相对粒度,

GK𝑈2

∩
𝑃𝑘
(𝐷/{𝑎})表示在集合𝑈2

∩
𝑃𝑘上𝐷相对于 𝑎

的相对粒度.

证证证明明明 假设𝑈/𝑃 = {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑚}, 𝑈/{𝑎} =

{𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑠}, 𝑈/(𝑃
∪{𝑎}) = {𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑛},

由于𝑈/(𝑃
∪{𝑎}) = ∪

𝑅𝑗∈𝑈/{𝑎},𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

(𝑅𝑗

∩
𝑃𝑘),有

GK𝑈2(𝑃
∪{𝑎}) =∑

𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

∑
𝑅𝑗∈𝑈/{𝑎}

∣𝑅𝑗

∩
𝑃𝑘

∩
𝑈2∣2/∣𝑈 ∣2 =

∑
𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

GK𝑃𝑘

∩
𝑈2
({𝑎}).

类似地,有

GK𝑈2(𝐷
∪

𝑃
∪{𝑎}) =

∑
𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

GK𝑃𝑘

∩
𝑈2
(𝐷

∪{𝑎}),

从而

GK𝑈2
(𝐷/(𝑃

∪{𝑎})) =
∑

𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

GK𝑃𝑘

∩
𝑈2
(𝐷/{𝑎}).

由定义 10和式 (4),有
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MGK(𝐷/(𝑃
∪{𝑎})) =∑

𝑃𝑘∈𝑈/𝑃

[GK𝑃𝑘
(𝐷/{𝑎})−GK𝑈2

∩
𝑃𝑘
(𝐷/{𝑎})]. □

与文献 [17]的算法类似,应优先选取修正相对粒

度最小的属性, 然后再依次根据属性重要性大小, 挑

选最重要的属性. 由于对于任意的 𝑎 ∈ 𝐶 − 𝑃 , MGK

(𝐷/𝑃 )是固定的,根据式 (7),只需挑选出MGK(𝐷/(𝑃∪{𝑎}))取值最小的属性即可满足属性重要性最大原
则.如此循环直至为 0,最后得到基于修正相对粒度的

约简算法.

算算算法法法 1 基于修正相对粒度的启发式算法.

输入: 决策表𝑆,阈值 𝜀;

输出:代数约简𝑅.

Step 1: 计算正区域𝑈1和矛盾对象集𝑈2 = 𝑈 −
𝑈1,同时令𝑅 = ∅.

Step 2: 对于任意 𝑎 ∈ 𝐶, 计算其修正相对粒度

MGK(𝐷/{𝑎}),从中挑选取值最小的属性,记为 𝑎′,其

值记为𝑊 .

Step 3: 更新𝑅 = 𝑅
∪{𝑎′}, 𝐶 = 𝐶 − {𝑎′}, 𝑈/𝑅 =

{𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑠}.

Step 4: 如果 ∣𝑊 ∣ ⩾ 𝜀,则转 Step 5,否则转Step 6.

Step 5: 对于任意𝑃𝑖 ∈ 𝑈/𝑅, 分别计算其上的相

对粒度𝜔𝑖1 = GK𝑃𝑖(𝐷/{𝑎}),限制在𝑈2上的相对粒度

𝜔𝑖2 = GK𝑈2

∩
𝑃𝑖
(𝐷/{𝑎}). 令MGK(𝐷/𝑅

∪{𝑎}) =
𝑠∑

𝑖=1

(𝜔𝑖1 − 𝜔𝑖2),取计算结果最小的属性,仍记为 𝑎′ (有

相同的任取一个), 令𝑊 = MGK(𝐷/𝑅
∪{𝑎}), 转

Step 3.

Step 6: 对于任意 𝑎 ∈ 𝑅,从后往前依次检验其在

𝑅中是否可约,若 ∣𝑊 ∣ < 𝜀,则把它从𝑅中删除.

如果采用文献 [18]提出的基排序方法,算法 1的

时间复杂度分析与文献 [17]类似, 结果相当: 对于只

含单决策属性的决策表,其时间复杂度为𝑂(∣𝐶2∣∣𝑈 ∣).
例例例 3 利用例 1阐明算法 1的计算过程.

Step 1: 计算正区域和矛盾对象集, 得到𝑈1 =

{𝑥1, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}, 𝑈2 = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9, 𝑥10}, 𝑅 = ∅.

Step 2: 对于任意𝑥 ∈ 𝐶, 计算其修正相对粒度

MGK(𝐷/{𝑥}),结果如表 2所示.

表 2 修正相对粒度MGK(𝐷/{𝑥})
𝑥

𝑎 𝑏 𝑐 𝑒 𝑓 𝑔

24/100 8/100 12/100 14/100 28/100 8/100

由于 𝑏和 𝑔的取值同时达到最小,任选其中一个,

这里选择 𝑏,记𝑊 = 8/100.

Step 3: 更新𝑅 = {𝑏}, 𝐶 = {𝑎, 𝑐, 𝑒, 𝑓, 𝑔}, 记𝑈/𝑅

= {𝑃1, 𝑃2}. 其中: 𝑃1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9, 𝑥10}, 𝑃2

= {𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}. 由于𝑊 = 8/100 > 0, 跳到 Step 5, 对

于任意𝑥 ∈ 𝐶 − 𝑅,分别在𝑃𝑖上计算其修正相对粒度

MGK𝑃𝑖(𝐷/{𝑥}), 然后求和即可得到在𝑅 = {𝑏}上增
加属性𝑥的修正相对粒度MGK(𝐷/({𝑏}∪{𝑥})), 结
果如表 3所示.

表 3 修正相对粒度MGK(𝐷/({𝑏}∪{𝑥}))
𝑥

𝑎 𝑐 𝑒 𝑓 𝑔

6/100 6/100 2/100 8/100 8/100

因MGK(𝐷/({𝑏}∪{𝑒}))最小, 故选取属性 𝑒, 更

新𝑊 = 2/100;转Step 3,更新𝑅 = {𝑏, 𝑒}, 𝐶 = {𝑎, 𝑐, 𝑓,
𝑔}, 此时𝑈/𝑅 = {𝑃11, 𝑃12, 𝑃2}. 其中: 𝑃11 = {𝑥1, 𝑥2,

𝑥10}, 𝑃12 = {𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9}, 𝑃2 = {𝑥3, 𝑥5, 𝑥8}.分别在

𝑈/𝑅的各等价类𝑃𝑖上计算修正相对粒度MGK𝑃𝑖(𝐷/

{𝑥}), 求和即得增加该新属性后的修正相对粒度,结

果如表 4所示.

表 4 修正相对粒度MGK(𝐷/({𝑏, 𝑒}∪{𝑥}))
𝑥

𝑎 𝑐 𝑓 𝑔

0/100 6/100 8/100 8/100

由于MGK(𝐷/({𝑏, 𝑒}∪{𝑎}))取值最小, 选取属

性 𝑎,更新𝑊 = 0, 𝑅 = {𝑏, 𝑒, 𝑎}, 𝐶 = {𝑐, 𝑓, 𝑔}. 此时𝑊

= 0, 跳转到 Step 6, 最后得到𝑅 = {𝑎, 𝑏, 𝑒}是𝐶的一

个代数约简. 如果在计算过程第 1步选取属性 𝑔,则最

后将得到代数约简𝑅 = {𝑎, 𝑒, 𝑔}.

4 实实实验验验比比比较较较

由于只有不一致决策表的代数约简与HU属性

约简才有可能不一致,为体现修正相对粒度的有效性,

首先对已报道过的不一致决策表分别用文献 [17]的

算法与本文算法 1进行计算. 表 5摘录出 3个约简结

果和核属性不同的算例及其文献出处.因数据集太小,

程序运算时间都非常小,相差也不大,故此处省略.

在表 5中,本文𝑆1和文献 [20]中的表 1计算得到

的相对粒度约简与基于修正相对粒度约简算法计算

得到的结果都不同,而且可以验证, 通过相对粒度约

简算法得到的约简结果确实是HU属性约简,而通过

修正相对粒度约简算法得到的是一个代数约简. 在核

属性方面, 表 5中 3个决策表的HU核和代数核都不

同,且代数核是HU核的子集.

进一步, 选用UCI中部分数据集在 PC机上展

开实验 (型号及参数为: Intel Xeon 2.0 G, 1 G RAM,

Windows Server 2003专业版 SP2, C# 编程, 运行在

dotnetfx3.0上), 并分别与文献 [18, 21]的算法 (分别

记作算法A和算法B)进行比较,本文算法记作算法C,

3个约简算法的实验结果如表 6所示.
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表 5 相对粒度与修正相对粒度约简结果比较

相对粒度约简算法 修正相对粒度约简算法
决策表

对象

个数

条件属

性个数

是否

一致

一致对

象个数

不一致

对象个数 约简属性集 HU核 约简属性集 代数核

本文的𝑆1 10 6 否 4 6 ｛𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒｝ ｛𝑎, 𝑐, 𝑒｝ ｛𝑎, 𝑏, 𝑒｝ ｛𝑎, 𝑒｝

文献 [19]表 3 6 3 否 1 5 ｛𝑎, 𝑏｝ ｛𝑎, 𝑏｝ ｛𝑎, 𝑏｝ ｛𝑏｝

文献 [20]表 1 18 6 否 1 17 ｛𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒, 𝑓｝ ｛𝑎, 𝑒, 𝑐, 𝑓｝ ｛𝑎, 𝑒｝ ｛𝑎, 𝑒｝

表 6 3个约简算法的比较

算法A 算法B 算法C

决策表
对象

个数

条件属

性个数

核属性

数目
约简后

属性数

执行时

间/ms

约简后

属性数

执行时

间/ms

约简后

属性数

执行时

间/ms

𝑆1 10 6 2 5 <0.01 3 <0.01 3 <0.01

Voting 435 16 7 10 15.625 9 15.625 9 15.625

Tic-tac-toe 958 9 0 8 15.625 8 31.25 8 15.625

Credit 1 000 20 1 8 1 640.625 8 9 828.125 8 1 687.5

Chess-end-game 3196 36 27 31 406.25 29 687.5 29 625

Mushroom 8 124 22 0 5 171.875 5 484.375 4 203.125

由表 6可以看出: 对于算法A, 由于它是不完备

的, 在约简结果方面稍微差些, 有时得到的约简结

果比算法B和算法C的约简集大些,如Voting、Chess-

end-game和Mushroom数据集. 其中算法A在Voting

和Mushroom上即使增加回溯步骤也不能得到更好

的约简结果, Chess-end-game可以经回溯步骤缩减到

只含 29个属性的约简集.算法C所得约简结果最好,

在各个测试数据集上得到的都是最优约简结果. 运

行时间方面,在小数据集上,上述 3种算法相差不大;

随着数据集的增大, 3种约简算法的执行时间都增

大.有几个现象值得注意: 1)当数据集没有核属性时,

算法B的耗时大于算法A和算法C, 尤其在数据集

Credit上,这种现象更加明显;算法B的总约简时间为

9 828.125 ms,其中求核时间为 8 140.625 ms,如果不从

核属性出发,则算法B与其他两种算法所花的时间差

不多. 2)虽然Mushroom的数据对象和条件属性较多,

但 3种算法的求约简时间都不大,特别是算法A,只用

时 171.875 ms, 这可能与Mushroom的约简结果含属

性较少有关 (只有 4个或 5个属性).算法B用时多些,

同样是因为求核花去大部分时间, 但Mushroom没有

核属性. 在Tic-tac-toe和Chess-end-game数据集上,由

于核属性较多,算法B与算法A、算法C相比,其差别

不像在Credit数据集上那么明显. 3)如果不求核,则

上述 3种约简算法在各数据集上计算时间差不多,几

乎相当,算法A快些,但也仅是快一点点,这可能与它

采用简化决策表有关系.

5 结结结 论论论

为了克服现有相对粒度约简与基于正区域的代

数约简不等价问题,本文首先对如何保持正区域不变

进行语义分析,给出了现有相对粒度保持不变的充要

条件,即只有当具有相同决策属性值的等价类发生合

并时才不会引起现有相对粒度变大,其他情形的合并

都会导致其变大,包括与正区域无关的不一致等价类

的合并,从而在语义上阐述了现有相对粒度约简与代

数约简的不一致性问题.为了给出代数约简的知识粒

度描述, 本文提出了一种修正相对粒度计算公式, 从

理论上证明了保持修正相对粒度不变与保持正区域

不变等价, 继而给出了代数约简的知识粒度表示.利

用修正相对粒度的单调性,设计了一种计算属性重要

性的递归计算公式,得到一种计算代数约简的高效算

法.与现有约简算法相比,本文方法是完备的,同时能

够得到一些较好的约简结果.在时间复杂度方面, 本

文方法与已有的高效算法从理论上相当,实际运算则

慢些, 但相差不大.与现有其他保证能求到决策表代

数约简的改进方法相比,如文献 [7, 9]的方法,本文方

法最大的优势在于不必构造差别矩阵,也不必先将不

一致决策表转化为一致决策表这一中间过程,本文方

法是直接针对不一致决策表进行计算,其计算效率只

依赖于等价类基数的计算效率.本文的后续工作将重

点研究基于条件信息熵约简的知识粒度表示,将本文

方法推广到更多的约简概念上,尝试建立一种统一的

基于知识粒度表示的属性约简理论.
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