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摘 要: 提高模糊概念格直接构造效率是形式概念分析领域的主要问题之一,而当前基于模糊伽罗瓦联系的闭包运

算仍是构造模糊概念的主要计算负荷,为此,提出一种基于负载均衡的并行构造模糊概念算法.该算法使用树状结构

组织,遍历由自然数区间简化的搜索空间,逐级并行产生模糊概念、缩减搜索区间,并通过重新划分子搜索空间,实

现各个计算节点负载均衡.实验结果表明,所提出的算法在稀疏数据集上表现优秀,能够有效地提高模糊概念构造效

率.
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Abstract: Directly constructing the fuzzy concept lattice is one of most important issues for formal concept analysis(FCA).

However, most construction algorithms for fuzzy concept lattice are based on closure operation of fuzzy Galois connection.

Therefore, a parallel algorithm based on load balance is proposed to improve the efficiency of building all fuzzy concepts.

It utilizes the structure of complete tree to organize and parallelly breadth-first traverse search space which is represented

with nature number interval. Along the height of the complete tree, the algorithm checks and reduces current sub-search

spaces parallelly, meanwhile fuzzy concepts are produced. At the end of each iterations, search space is redivided so that

all computing nodes share computing load fairly. Experiment results show that the algorithm has excellent performances on

sparse data set, and it can effectively improve the efficiency of the construction of all fuzzy concepts.
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0 引引引 言言言

概念格[1]作为有效的概念分析方法,已广泛地应

用于数据挖掘[2-3]、本体构造[4]、多属性决策[5]等诸多

领域,其中大多数基于形式概念分析的应用任务都是

以概念构造为基础[2-5].目前,人们提出了许多方法将

传统形式概念扩展到模糊形式概念.它们之间的主要

区别在于模糊伽罗瓦联系定义的不同,从而导致模糊

形式概念定义、模糊概念格构造方法也各不相同.这

些方法大致可分为以下两类:

1) 阈值裁截法 (𝛼-cut方法). 该方法通过用户设

定的阈值来确定模糊形式背景中哪些属性对对象产

生影响.这种方法的优点是能够处理模糊形式背景中

的连续隶属度值情况. Tho等[4]将该方法用于模糊本

体构造;刘宗田等[6]采用两个阈值确定模糊形式背景

中属性与对象之间关系,给出了相应的渐近式构造算

法; 胡明涵等[7]关注于阈值裁截法的数学特性, 给出

了计算模糊概念之间相似性的方法;许佳卿等[8]则将

阈值裁截法应用到软件系统的演化分析领域.

2)对传统伽罗瓦联系进行模糊扩展的方法[9].该

方法最初由Burusco等[10]提出.范世青等[11]分别在交
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换伴随对与对合剩余格的条件下, 对模糊概念格的

4种定义形式进行了讨论;孙士保等[12]使用下半连续

三角模生成的剩余蕴涵建立了模糊概念格理论.目前,

Belohlavek[13]所提出的L-模糊概念格理论,因具有兼

容经典概念格的数学特性而成为主流方法,该方法有

效地扩展了传统形式概念分析信息处理的能力.

目前,基于Belohlavek所定义的模糊概念格直接

构造算法[14-15]并不多. 文献 [14]采用NextClosure思

想[1]构造L-模糊概念, 但并没有产生格结构; 文献

[15]借鉴Lindig算法[16]思想直接构造了L-模糊概念

格. 由于概念格的固有属性使其构造过程具有指数

级的时间复杂度,为了提高L-模糊概念构造效率,笔

者在前期工作[17]中已经实现了均分模糊集合搜索空

间的并行构造方法.进一步研究发现: 算法 [14-15, 17]

都是基于模糊伽罗瓦联系闭包运算的批处理构造算

法; 由于闭包计算需要多次扫描数据库, 面对大规模

数据库时,闭包计算耗时过长已成为影响构造效率的

主要因素.显然, 如果以闭包计算为最小计算粒度进

行并行任务划分, 相对于均分模糊集合搜索空间, 更

能够达到计算负载均衡的目的. 本文以此为出发点,

通过证明模糊集合组合空间、树状搜索空间、自然数

区间同构,进而使得本文所提出的基于负载均衡的模

糊概念并行算法能够以自然数表示模糊集合,以树状

搜索空间组织遍历次序,逐层搜索模糊概念; 并且在

每层搜索开始前预计闭包计算次数,然后均匀分配该

计算负载, 从而在充分利用计算资源的基础上, 有效

地提高模糊概念格构造效率.作为基于模糊概念格应

用任务的基础算法,本文方法具有一定的通用性.

1 构构构造造造算算算法法法

本文算法按照一定次序计算模糊概念的外延或

者内涵.根据模糊伽罗瓦联系的对偶性, 可获得完整

的模糊概念.为了便于表述, 本文以计算模糊内涵的

方式进行阐述.

1.1 搜搜搜索索索空空空间间间的的的表表表示示示

假设对于属性集合𝑌 = {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},真值集合

𝐿 = {0 = 𝑎0 < 𝑎1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑎𝑘 = 1},则𝑌 的幂集 (大小

为 ∥𝐿∥∥𝑌 ∥)为本文算法的搜索空间.令属性之间存在

序关系,即 0 < 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑛, 𝑛 = ∥𝑌 ∥ − 1,则属性模糊

集合组合空间为

𝑆𝑌
𝐿 =

{(𝑣0
𝑦0

,
𝑣1
𝑦1

, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛
𝑦𝑛

)}
. (1)

其中: 𝑣𝑗 ∈ {𝑎0, 𝑎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑘}, 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.它可以使用一

颗 ∥𝐿∥叉完全搜索树表示.

定定定义义义 1 (树状搜索空间) 对于模糊集合组合空间

𝑆𝑌
𝐿 , 其树状搜索空间为一棵高度为 ∥𝑌 ∥的 ∥𝐿∥叉完
全搜索树,表示为𝑇𝑌

𝐿 ;根节点高度为 0;第 𝑖级高度树

枝对应于属性 𝑦𝑖,其中 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛;其每个非叶子节点

拥有 ∥𝐿∥个分支,第 𝑖级第 𝑗个分支可表示为 𝑏𝑗𝑖 ,分支

之间存在序关系,即 𝑏0𝑖 < 𝑏1𝑖 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑏
∥𝐿∥−1
𝑖 ,第 𝑗个分

支拥有权重 𝑎𝑗 ∈ 𝐿.

一棵高度为 ∥𝑌 ∥的 ∥𝐿∥叉完全搜索树共有
∥𝐿∥∥𝑌 ∥个叶子节点,与模糊集合大小 ∥𝐿∥∥𝑌 ∥相同.因

此,可以使用一条从树𝑇𝑌
𝐿 的根到叶子节点的路径表

示一个模糊集合.

定定定义义义 2 (路径) 由树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 的根节点

到其叶子节点所经过的所有分支构成一条路径, 表

示为 𝑝 = {𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛
𝑛 },其中𝑚0,𝑚1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑛 ∈

{0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , ∥𝐿∥ − 1}.树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 的所有路径表

示为𝑃𝑌
𝐿 .

根据定义 2,一条路径的权重序列可以表示为一

个模糊集合.

定定定义义义 3 (函数𝜃) 𝑃𝑌
𝐿 → 𝑆𝑌

𝐿 , 树状搜索空间的路

径到模糊集合的映射, 其中 𝑎𝑚0 , 𝑎𝑚1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚𝑛 ∈ 𝐿,

有

𝜃((𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛
𝑛 )) =

(𝑎𝑚0

𝑦0
,
𝑎𝑚1

𝑦1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚𝑛

𝑦𝑛

)
.

(2)

定定定义义义 4 (函数𝜔) 𝑆𝑌
𝐿 → 𝑃𝑌

𝐿 ,由模糊集合的映射

到树状搜索空间的路径,即

𝜔
((𝑎𝑚0

𝑦0
,
𝑎𝑚1

𝑦1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚𝑛

𝑦𝑛

))
= (𝑏𝑚0

0 , 𝑏𝑚1
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛

𝑛 ).

(3)

命命命题题题 1 树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 的所有路径𝑃𝑌

𝐿 与

模糊集合组合空间𝑆𝑌
𝐿 同构.

证证证明明明 1)根据函数 𝜃的定义,任意两条不同的路

径,它们不同的分支选择分别反映到模糊集合相应维

度的向量中, 使得模糊集合也不同, 因此函数 𝜃是单

射的.

2) 一棵高度为 ∥𝑌 ∥的 ∥𝐿∥叉完全搜索树共有
∥𝐿∥∥𝑌 ∥个叶子节点,故其共有 ∥𝐿∥∥𝑌 ∥条非相同路径;

而模糊集合组合空间𝑆𝑌
𝐿 的大小为 ∥𝑌 ∥的 ∥𝐿∥, 故函

数 𝜃是满射的.

3)根据 1)和 2), 函数 𝜃是双射函数, 故树状搜索

空间𝑇𝑌
𝐿 的所有路径𝑃𝑌

𝐿 与模糊集合组合空间𝑆𝑌
𝐿 之

间同构,即𝑃𝑌
𝐿

∼= 𝑆𝑌
𝐿 . □

树状搜索空间有利于对本文所提出的负载计算

和划分方法的理解. 但是在算法实际应用中不便于搜

索空间的表示和子任务分配等工作,因此, 本文进一

步将一条路径的向量组合转换为一个自然数表示,定

义如下.

定定定义义义 5 (函数 𝜌) 𝑃𝑌
𝐿 → 𝑁 , 树状搜索空间路径

𝑃𝑌
𝐿 到自然数𝑁的映射
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𝜌(𝑝) = 𝑚0 × ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−1 +𝑚1 × ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−2+

⋅ ⋅ ⋅+𝑚𝑛−1 × ∥𝐿∥1 +𝑚𝑛 × ∥𝐿∥0, (4)

其中 𝑝 = (𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛
𝑛 ).

定定定义义义 6 (函数 𝛾) 𝑁 → 𝑃𝑌
𝐿 , 自然数𝑁到树状搜

索空间路径𝑃𝑌
𝐿 的映射

𝛾(𝑡) = (𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛
𝑛 ). (5)

其中: 𝑡 ∈ 𝑁 ; 𝑚𝑖 (0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)由进制转换 (除基取余)

算法得到,高位不足时用零补位 (𝑚𝑛为低位).

根据函数 𝛾 、𝜌, 自然数与路径之间建立了对应

关系.为了便于进一步利用自然数区间来表示模糊集

合子搜索空间,本文使用树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 的分支上

所定义的序关系,即 𝑏0𝑖 < 𝑏1𝑖 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑏
∥𝐿∥−1
𝑖 ,其中 𝑖表

示第 𝑖级分支 (见定义 1).对树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 进行深

度优先遍历,所得到的路径序列与同规模的自然数序

列同序.

命命命题题题 2 由树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 深度优先遍历所

得的路径序列与 [0, ∥𝐿∥∥𝑌 ∥ − 1]规模自然数列同序.

证证证明明明 1) 按照分支上所定义的序关系, 即 𝑏0𝑖 <

𝑏1𝑖 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑏
∥𝐿∥−1
𝑖 ,对树状搜索空间𝑇𝑌

𝐿 进行深度优先

遍历, 路径序列的第 1条路径为 𝑝0 = (𝑏00, 𝑏
0
1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏0𝑛),

则 𝜌(𝑝0) = 0.

2)设路径序列中的任意一条路径 𝑝𝑙 = (𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 ,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛
𝑛 ),则

𝜌(𝑝𝑙) = 𝑚0 × ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−1 +𝑚1 × ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−2 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑚𝑛−1 × ∥𝐿∥1 +𝑚𝑛 × ∥𝐿∥0.
此时又分如下 2种情况:

①当𝑚𝑛 < ∥𝐿∥ − 1时,依照深度优先遍历规则,

𝑝𝑙的下一条路径

𝑝𝑙+1 = (𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛+1
𝑛 ),

故 𝜌(𝑝𝑙+1) = 𝜌(𝑝𝑙) + 1.

② 当𝑚𝑛 = ∥𝐿∥ − 1时, 依照深度优先遍历规

则, 说明 𝑏
𝑚𝑛−1

𝑛−1 下的第𝑛级分支已经遍历完毕. 如果

𝑚𝑛−1 < ∥𝐿∥ − 1,则从 𝑏
𝑚𝑛−1+1
𝑛−1 的第𝑛级第 0个分支

开始遍历,有

𝑝𝑙+1 = (𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛−1+1
𝑛−1 , 𝑏0𝑛),

故 𝜌(𝑝𝑙+1) = 𝜌(𝑝𝑙) + 1; 如果𝑚𝑛−1 = ∥𝐿∥ − 1, 则以

②的开始证明方法进行类推, 同理可证 𝜌(𝑝𝑙+1) =

𝜌(𝑝𝑙) + 1.因此,按照深度优先遍历序列 𝑝𝑙 < 𝑝𝑙+1 ⇒
𝜌(𝑝𝑙) < 𝜌(𝑝𝑙+1).

3)树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 所有路径的个数为 ∥𝐿∥∥𝑌 ∥.

根据 1)和 2),命题得证. □

根据命题 2,可以使用自然数列对树状搜索空间

𝑇𝑌
𝐿 进行表示和划分.又根据命题 1,对树状搜索空间

的遍历过程即是对模糊集合组合空间𝑆𝑌
𝐿 的搜索过

程.

1.2 模模模糊糊糊概概概念念念的的的产产产生生生

在遍历树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 过程中,逐步完成模糊

概念的构造.

定定定义义义 7 (路径前缀) 对于树状搜索空间𝑇𝑌
𝐿 的任

意一条路径 𝑝 = (𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛
𝑛 ),其路径前缀为

pre𝑖(𝑝) = (𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑛
𝑛 )

∩
(0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖) =

(𝑏𝑚0
0 , 𝑏𝑚1

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑖

𝑖 , 𝑏0𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏0𝑛). (6)

其中: 𝑏𝑚𝑗

𝑖 表示高度为 𝑖的第𝑚𝑗分支, 𝑚𝑗 ∈ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
∥𝐿∥ − 1}, 0 ⩽ 𝑖 < 𝑛.

命命命题题题 3 路径前缀 pre𝑖对应一个子搜索空间,

可以使用自然数区间 [𝜌(pre𝑖), 𝜌(pre𝑖)+∥𝐿∥∥𝑌 ∥−𝑖−1−
1]表示.

证证证明明明 根据路径前缀 pre𝑖定义,其由树状搜索空

间𝑇𝑌
𝐿 的前 𝑖个分支组成 (0 ⩽ 𝑖 < 𝑛).因此,由该路径

前缀组成的路径可以有 ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−𝑖−1条,路径前缀 pre𝑖

对应一个子搜索空间. 根据命题 2和函数 𝜌的定义,

该子搜索空间可以使用自然数区间表示,即 [𝜌(pre𝑖),

𝜌(pre𝑖) + ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−𝑖−1 − 1]. □

命命命题题题 4 由路径前缀 pre𝑖所确定的模糊概念为

(𝜃(pre𝑖)
↓, 𝜃(pre𝑖)

↓↑).

证证证明明明 根据模糊形式概念定义[18], 任意路径前

缀 pre𝑖所代表的属性模糊集合的模糊概念可由闭包

运算求得,即 (𝜃(pre𝑖)
↓, 𝜃(pre𝑖)

↓↑). □

根据闭包运算的性质,多个子集可以产生同一闭

包.为了避免模糊概念被重复构造,需要对有效的路

径前缀进行定义.

定定定义义义 8 (有效路径前缀) 对于路径前缀 pre𝑖所

代表的模糊集合,如果满足

pre𝑖 = 𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑)

∩{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖},
其中 ↓和 ↑为模糊伽罗瓦联系 (详见文献 [18]), 则称

pre𝑖为有效路径前缀.

如果一条路径前缀是有效的,则说明其闭包在该

路径前缀的搜索区间内;反之,如果路径前缀无效,则

说明该前缀闭包在其他路径前缀的搜索区间.路径前

缀的有效性判断,为模糊概念的产生确定了一个顺序,

使之可以在对搜索树的遍历过程中依次产生,同时也

为搜索空间的缩减提供了理论依据.

1.3 搜搜搜索索索空空空间间间缩缩缩减减减

命命命题题题 5 如果一个路径前缀 pre𝑖无效, 则其代

表的搜索空间 [𝜌(pre𝑖), 𝜌(pre𝑖)+∥𝐿∥∥𝑌 ∥−𝑖−1−1]可以

缩减.
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证证证明明明 1)假设 pre𝑖为一条无效前缀,即

pre𝑖 ∕= 𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑)

∩ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖},
则说明该前缀闭包𝜔(𝜃(pre𝑖)

↓↑)不在路径前缀 pre𝑖的

搜索区间内.

2)假设 pre𝑗𝑖+1为 pre𝑖的一条路径前缀递增,则

pre𝑗𝑖+1

∩ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖} = pre𝑖
∩ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖}.

根据闭包运算特性,有

𝜃(pre𝑖) ⊂ 𝜃(pre𝑗𝑖+1) ⇒ 𝜃(pre𝑖)
↓↑ ⊆ 𝜃(pre𝑗𝑖+1)

↓↑.

又由 1)知 pre𝑖为一条无效前缀,因此

pre𝑗𝑖+1 ∕= 𝜔(𝜃(pre𝑗𝑖+1)
↓↑)

∩ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖}.
由定义 8知, pre𝑗𝑖+1为无效路径前缀.

3)根据 1)、2)和归纳法, 如果一个路径前缀 pre𝑖

无效,则其所代表的搜索空间

[𝜌(pre𝑖), 𝜌(pre𝑖) + ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−𝑖−1 − 1]

内的所有路径前缀递增均无效,因此该搜索空间可缩

减. □

命命命题题题 6 如果一条路径前缀 pre𝑖有效, 则搜索

区间 [𝜌(pre𝑖), 𝜌(𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑))]可缩减.

证证证明明明 如果一条路径前缀 pre𝑖有效,即

pre𝑖 = 𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑)

∩ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖},
则只需证明搜索区间 [𝜌(pre𝑖), 𝜌(𝜔(𝜃(pre𝑖)

↓↑)))内无

满足路径有效性的闭包,即可说明该区间可以缩减.

反证法. 假设搜索区间 [𝜌(pre𝑖), 𝜌(𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑)))

内存在闭包𝐵, 即 pre𝑖 ⊂ 𝜔(𝐵) ⊂ 𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑), 则满

足

pre𝑖 = 𝜔(𝐵)
∩ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖},

𝐵是路径前缀 pre𝑖的有效递增闭包.又因为

𝜔(𝜃(pre𝑖))
↓↑ ⊂ 𝜔(𝐵)↓↑ ⊂ 𝜔(𝜃(pre𝑖)

↓↑),

所以𝜔(𝐵)↓↑ = 𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑),与假设矛盾,故搜索区间

[𝜌(pre𝑖), 𝜌(𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑)))无满足路径有效性的闭包.

另一方面,根据命题 4,因路径前缀 pre𝑖有效,模糊概

念 (𝜃(pre𝑖)
↓, 𝜃(pre𝑖)

↓↑)已被求出, 故该概念所代表的

自然数 𝜌(𝜔(𝜃(pre𝑖)
↓↑)无需再计算. □

根据命题 5和命题 6,无论是发现无效路径,还是

求得模糊概念, 均会对搜索空间进行缩减.显然在完

全搜索树越低的层次进行剪枝, 缩减效果越明显.因

此,本文算法采用广度优先遍历.

1.4 负负负荷荷荷衡衡衡量量量与与与分分分配配配

对于一棵高度为 ∥𝑌 ∥的 ∥𝐿∥叉完全搜索树,初始

时, 其搜索空间可以用一个自然数区间表示, 即 [0,

∥𝐿∥∥𝑌 ∥ − 1];但是,经过路径前缀有效性检查之后,缩

减后的搜索区间不一定连续,故需采用区间集合来表

示,定义如下.

定定定义义义 9 (区间集合) 由有效搜索区间构成的集

合,表示为𝐸 = {𝑒0, 𝑒1, ⋅ ⋅ ⋅ }.其中: 𝑒𝑖 = [𝑛1, 𝑛2], 𝑛1、

𝑛2 ∈ 𝑁 .

目前, 模糊概念的构造依然基于模糊伽罗瓦联

系闭包运算. 根据命题 4和命题 6, 模糊概念可以通

过路径前缀有效性检查 (见定义 8)依次产生,同时缩

减搜索区间集合.而对于一棵高度为 ∥𝑌 ∥的 ∥𝐿∥叉完
全搜索树,每级 𝑖所需要进行的路径有效性检查次数,

可以通过当前有效搜索区间所包含的第 𝑖级路径前

缀 pre𝑖的个数来预测,其与每级所要进行的闭包运算

的次数相同,故第 𝑖级计算负荷总量定义如下.

定定定义义义 10 (第 𝑖级计算负荷) 其计算公式为

𝑄𝑖 =∑
∀[𝑛1,𝑛2]∈𝐸𝑖−1

(⌊𝜌(pre𝑖(𝑛2))− 𝜌(pre𝑖(𝑛1))

∥𝐿∥∥𝑌 ∥−𝑖−1
+ 1

⌋
− 𝑎

)
;

𝑎 =

⎧⎨⎩ 1, 𝜌(pre𝑖(𝛾(𝑛1))) < 𝑛1;

0, otherwise.
(7)

当 𝜌(pre𝑖(𝛾(𝑛1))) < 𝑛1时,意味着𝑛1的第 𝑖级路

径前缀 pre𝑖(𝛾(𝑛1))不在当前搜索区间内,因此需要减

掉.初始时,第 0级的总计算负荷𝑄0 = ∥𝐿∥.第 𝑖级计

算负荷𝑄𝑖由第 𝑖− 1级路径前缀有效性检查并缩减后

的搜索区间𝐸𝑖−1内所包含的第 𝑖级路径前缀 pre𝑖的

总个数来衡量.

已知当前参与运算的计算节点个数为𝐷,于是对

计算负荷𝑄𝑖的分配工作是将当前有效搜索区间𝐸𝑖 =

𝐸𝑖−1划分成𝐷个子搜索区间, 使得每个子搜索区间

Sub𝐸𝑗
𝑖 (𝑗 ∈ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷 − 1})包含𝑄𝑖/𝐷次路径前缀

有效性检查任务 (若𝑄𝑖/𝐷不能被整除,则需要适当调

整,使得每个计算节点承担的有效性检查次数相差不

大于 1.受篇幅所限,且因该分配工作属于具体技术问

题,实现方法多种多样,本文不再详述.

每个计算节点获得各自的子搜索区间后,并行、

独立地对第 𝑖级的路径前缀进行检查,缩减搜索空间,

产生模糊概念.

1.5 算算算法法法描描描述述述

依据上述理论,基于负载均衡的模糊概念并行构

造算法, 简称 PaFuCo, 采用单程序多数据流 (SPMD)

组织方式,描述如下.

算算算法法法 1 PaFuCo.

输入: 模糊形式背景𝐾,处理器数量𝐷;

输出:全局模糊概念集合𝐶(𝐿,𝑋, 𝑌, 𝐼).

Step 1: 根据输入的模糊形式背景, 搜索空间是

高度为 ∥𝑌 ∥的 ∥𝐿∥叉完全搜索树𝑇𝑌
𝐿 , 全局区间集合

𝐸 = {[0, ∥𝐿∥∥𝑌 ∥ − 1]}.
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Step 2: 对完全搜索树𝑇𝑌
𝐿 进行自上而下,广度优

先遍历.令 𝑖表示当前高度, 𝑖 = 0.

Step 3: 根节点处理器 (ID = 0)根据式 (7), 由全

局搜索区间集合𝐸计算当前高度 𝑖下的总负荷𝑄𝑖. 根

据当前所能支配的处理器数量𝐷, 按照第 1.4节所述

原则均衡分配计算负荷, 对当前全局搜索区间集合

𝐸𝑖 = 𝐸𝑖−1进行划分, 获得𝐷个局部任务区间集合

Sub𝐸𝑗
𝑖 , 𝑗 ∈ {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷 − 1}.非根节点处理器 (ID >

0)则等待获得任务分配.

Step 4: ID = 𝑗的处理器获得局部任务区间集合

Sub𝐸𝑗
𝑖 ,然后独立、并行地执行以下内容:

1) 对 Sub𝐸𝑗
𝑖 中的每个搜索区间 𝑒内的第 𝑖级路

径前缀逐一进行检查.如果有效,则根据命题 4产生模

糊概念,放入局部模糊概念集合𝐶𝑗
sub中,并根据命题

6 缩减当前搜索区间;如果无效,则根据命题 5直接缩

减搜索区间.缩减后的搜索区间均放入局部区间集合

Sub𝐸𝑗
𝑖 中.

2) 𝑖 < ∥𝑌 ∥ − 1时, 所有非根节点处理器 (ID >

0)将局部区间集合 Sub𝐸𝑗
𝑖 发送到根节点处理器 (ID

= 0),然后转 Step 6;根节点处理器 (ID = 0)则直接转

Step 5.

3) 𝑖 = ∥𝑌 ∥ − 1时,所有节点处理器转Step 7.

Step 5: 根节点处理器 (ID = 0)接收各个节点的

局部区间集合 Sub𝐸𝑗
𝑖 ,汇总并产生新的全局区间集合

𝐸𝑖.

Step 6: 路径前缀递增,即 𝑖 = 𝑖+ 1.转Step 3.

Step 7: 汇总各个计算节点所产生的模糊概念

𝐶𝑗
sub到全局模糊概念集合𝐶中.算法结束.

1.6 复复复杂杂杂度度度分分分析析析

命命命题题题 7 对于模糊形式背景𝐾 = (𝐿,𝑋, 𝑌, 𝐼),

最坏情况下,算法PaFuCo的时间复杂度为

𝑂
(∥𝐿∥∥𝑌 ∥

𝐷
× (∥𝑋∥ × ∥𝑌 ∥+ ∥𝑌 ∥ × ∥𝐿∥)

)
+

𝑂(∥𝐿∥∥𝑌 ∥−1),

其中𝐷为参与计算的节点数量.

证证证明明明 1) 最坏情况下, 搜索空间是高度为 ∥𝑌 ∥
的 ∥𝐿∥叉完全搜索树𝑇𝑌

𝐿 的每个叶子节点均为一个模

糊概念.因此,无论有多少个节点处理器参与运算,每

次路径前缀有效性检查均有效, 故共进行 ∥𝐿∥∥𝑌 ∥次

路径检查.

2)现在考虑每次路径检查的计算复杂度.每次路

径检查涉及到空间转换函数 𝜃、𝜌、𝛾、𝜔和路径前缀函

数 pre𝑖,以及闭包运算,故该过程时间复杂度为

𝑇check =

𝑂(∥𝑋∥ × ∥𝑌 ∥) +𝑂(∥𝑌 ∥ × ∥𝐿∥) +𝑂(∥𝑌 ∥).

3)通讯量主要由离散的搜索区间数量决定.最坏

情况下, 每个叶子节点均为模糊概念, 依据命题 6产

生概念并缩减区间.此时,区间缩减量为 1,而路径前

缀对应一个子搜索区间 (命题 3), 进而原连续搜索区

间被划分为两个 (原区间最左值被缩减情况除外).并

行任务划分时, 𝐷计算节点最多产生𝐷个新区间. 因

此,整个计算过程搜索区间数量最多为

∥𝐿∥ − 1 + (∥𝐿∥ − 1)× ∥𝐿∥+ ⋅ ⋅ ⋅+

(∥𝐿∥ − 1)× ∥𝐿∥∥𝑌 ∥−2 +𝐷 × (∥𝑌 ∥ − 1) =

(∥𝐿∥ − 1)× (∥𝐿∥∥𝑌 ∥−1 − 1)

∥𝐿∥ − 1
+𝐷 × (∥𝑌 ∥ − 1),

故通讯量复杂度为𝑂(∥𝐿∥∥𝑌 ∥−1).

4) 路径检查被均衡分配到𝐷个计算节点上, 根

据 1)∼ 3)的分析,算法 PaFuCo的时间复杂度为

𝑇PaFuCo =

𝑂
(∥𝐿∥∥𝑌 ∥

𝐷
× (∥𝑋∥ × ∥𝑌 ∥+

∥𝑌 ∥ × ∥𝐿∥+ ∥𝑌 ∥)
)
+𝑂(∥𝐿∥∥𝑌 ∥−1). □

最坏情况下,串行算法Fuzzy NextClosure[15]的时

间复杂度𝑇𝑠和并行算法 ParaFuNec[17]的时间复杂度

𝑇ParaFuNec已在文献 [17]中分析过.因此,本文算法与

ParaFuNec算法的加速比为

𝑆1 =
𝑇𝑠

𝑇PaFuCo
< 𝑆2 =

𝑇𝑠

𝑇ParaFuNec
< 𝐷. (8)

最坏情况下,由于搜索空间内均为模糊概念,使

得基于搜索空间的直接划分就能实现闭包运算负荷

的均衡分配,而本文算法的负载均衡方法此时并没有

发挥优势.额外的通讯代价使得本文算法的加速比略

小于 ParaFuNec算法.但是,当模糊概念在搜索空间逐

渐稀少时,本文的负载均衡方法的优势就能越来越显

现出来,下面通过实验来进一步说明.

2 实实实验验验与与与结结结果果果分分分析析析

为进一步验证本文算法的特性, 使用 Java语言

分别实现实验平台和相关算法, 包括: 算法 1、Para-

FuNec算法[17]和 Fuzzy NextClosure算法[15].算法 1和

ParaFuNec算法都使用MPJ (http://mpj-express.org/)实

现多核并行计算.本文实验平台及算法运行在单处理

器多核 (Intel Xeon 8核)计算环境下, 除Windows操作

系统以外,无其他程序同时运行.

实验中, 剩余格𝐿采用Lukasiewicz链[14]作为伴

随算子,其中

𝑎𝑘 ⊗ 𝑎𝑙 = 𝑎max(𝑘+𝑙−𝑛,0),

𝑎𝑘 → 𝑎𝑙 = 𝑎min(𝑛−𝑘+𝑙,𝑛).

真值集合𝐿选择两种不同精度: 1) 𝐿3 = 0, 0.5, 1; 2)
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𝐿5 = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.计算节点个数范围为: 2, 3, 4,

5, 6, 7, 8.实验采用 3组随机产生的数据作为数据集,

分别为数据集 1、数据集 2和数据集 3. 它们都拥有

10 000个事务, 10个属性, 区别在于平均非零项分别

为 20%、40%、80%. 每个数据集分别具有 3值和 5值

属性值,以对应𝐿3、𝐿5两种精度.各个数据集下所产

生的模糊概念数量如表 1所示.

表 1 各个数据集下所产生的模糊概念数量

精度 数据集 1 数据集 2 数据集 3

𝐿3 2 669 8 224 23 613

𝐿5 51 108 327 472 1 757 263

实验分为两个部分, 完备性实验和并行性能实

验.完备性实验使用本文算法在数据集 1上所产生的

模糊概念与 Fuzzy NextClosure[15]所产生的模糊概念

进行比较.比较内容包括模糊概念个数、概念内涵与

外延.实验结果表明, 本文算法能够产生完备的模糊

概念,同时也说明了本文算法所依据理论的正确性.

并行性能实验通过 4个指标:加速比[19]、可扩展

性[20]、计算负荷的均方差和通讯量来刻画本文算法

的各种性能.计算负荷的均方差能够反映各个节点计

算任务分配的均衡程度,方差值越小, 说明每个节点

的闭包计算任务越接近于均值.每个节点完成缩减搜

索区间以后, 将有效区间汇总于根节点, 然后再进行

下一级的任务分配.因此, 搜索区间是主要的通信内

容.通讯量由有效自然数区间个数来衡量.实验结果

如图 1∼图 6所示
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图 1 不同节点情况下的加速比 (数据集 1)
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图 2 不同节点情况下的串行比例 (数据集 1)
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图 3 不同节点情况下的加速比 (数据集 2)
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图 4 不同节点情况下的串行比例 (数据集 2)
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图 5 不同节点情况下的加速比 (数据集 3)
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图 6 不同节点情况下的串行比例 (数据集 3)

从图 1、图 3、图 5中可以看出, 本文算法的加速

比在各个数据集上都优于同等情况下的 ParaFuNec

算法. 而从图 2、图 4、图 6中可以观察到, 本文算法

在各种情况下, 各个数据集上其串行比例均小于

ParaFuNec算法. 因此, 可以得出本文算法的并行性

能优于 ParaFuNec算法的结论.尤其在稀疏数据集上,

表现尤为突出. 这是由于该算法采用广度优先的剪
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枝策略, 其有效地缩减了搜索范围. 该算法弥补了

ParaFuNec算法在稀疏数据集上表现不足的缺陷.

表 2列出了本文算法在精度𝐿3时, 从稀疏数据

集到稠密数据集 (数据集 1、数据集 3)上,各种并行计

算情况下 (节点 2∼节点 8表示并行度)统计的计算负

荷均方差,同时列出了 ParaFuNec算法的统计结果以

作比较.可以发现, 在同等情况下本文算法的计算负

荷均方差均远小于 ParaFuNec算法. ParaFuNec算法

所采用的基于搜索区间均分的策略间接地对闭包计

算负荷进行了分配, 但是由于模糊概念分布不均, 导

致闭包计算负荷分布不均.这说明本文所提出的基于

负载均衡的并行构造模糊概念达到了设计目标.另一

方面,注意到随着并行度的提高,均差逐渐减少,这说

明在任务量一定的情况下,并行度的提高使得每个节

点的计算任务相对减少.

表 2 𝐿3精度下各个节点计算负荷均方差

数据集1 数据集3
节点

FaFoCo ParaFuNec FaFoCo ParaFuNec

2 90.51 2 688.42 82.02 5 110.97

3 70.73 1 615.19 43.84 2 386.85

4 50.22 1 385.70 37.64 2 376.49

5 40.31 1 121.92 33.92 1 881.55

6 35.57 960.92 30.53 1 700.39

7 32.25 828.87 32.93 1 339.41

8 28.88 713.78 31.05 1 183.79

表 3列出了本文算法和ParaFuNec算法在精度

𝐿5时, 数据集 1、数据集 3上各种并行计算情况下统

计的计算负荷均方差. 整体变化趋势与表 2相同, 区

别在于均方差值都变大了.这是由于模糊概念的特性,

精度的提高导致模糊概念数量呈指数倍增加,计算负

荷也随之增加, 所以相对于每个计算节点, 闭包计算

量的不同也累计增多.

表 3 𝐿5精度下各个节点计算负荷均方差

数据集1 数据集3
节点

FaFoCo ParaFuNec FaFoCo ParaFuNec

2 1 793.93 60 203.78 5 786.96 523 225.1

3 1 281.49 39 522.48 4 131.33 337 358.6

4 854.94 26 608.36 3 166.81 256 684.7

5 710.10 18 080.02 2 515.96 175 751

6 595.12 18 340.54 2 063.65 160 484.7

7 501.92 16 514.05 1 770.39 142 534.9

8 450.02 15 513.25 1 512.67 130 472.1

表 4显示了本文算法采用精度𝐿3、𝐿5在数据集

1∼数据集 3上, 不同并行度下最大通讯量 (搜索区

间个数)的变化情况. 可以发现, 通讯量随着数据集

稠密度的增加而大幅增加. 结合图 1、图 3、图 5中加

速比随着数据集密度增加的变化情况可以发现, 在

稠密数据集上, 本文算法的加速比逐渐接近于相同

情况下的 ParaFuNec算法.这是由于模糊概念密度的

增加,使得ParaFuNec算法所采用的简单搜索空间划

分方法间接导致闭包计算任务的自然划分; 另外, 通

信量的提高和同步代价进一步抵消了并行计算所带

来的性能增益. 但是, 从实验结果整体来看, 本文算

法的并行性能、扩展性和计算负载均衡方面均优于

ParaFuNec算法,有效地提高了模糊概念构造效率.

表 4 不同数据集下最大通讯量

精度 数据集 1 数据集 2 数据集 3

𝐿3 8 293 17 634 35 529

𝐿5 127 783 534 843 1 703 376

3 结结结 论论论

本文算法通过将模糊集合搜索空间、搜索树和

自然数区间三者之间建立联系,使得模糊概念构造过

程中的闭包计算任务得以衡量和均分,有效地提高了

模糊概念的构造效率.未来工作主要是在并行构造模

糊概念的同时产生格结构,并进一步提高模糊概念格

的构造效率.
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