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摘 要: 针对具有大加减速的轴向移动系统, 为有效抑制结构振动和避免控制溢出问题, 将鲁棒边界控制技术

与Lyapunov直接法相结合,基于结构无限维模型设计鲁棒边界控制器对结构振动进行主动控制.使用符号函数处理

未知扰动,提高了控制器系统鲁棒性,并对控制系统的稳定性和一致有界性进行了验证. 仿真结果表明,所提出的鲁

棒边界控制方法能有效抑制结构的振动.
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Abstract: To suppress structure vibration and avoid control spillover, a robust boundary controller is proposed for active

vibration control of an axially moving system with high ac-deceleration. The proposed robust boundary controller, which

is based on the infinite-dimensional model of the axially moving system, employs the robust boundary technique and

Lyapunov’s direct method to reduce the axially moving system vibration. The robustness of designed controller is developed

by using the sign function for eliminating the influence of uncertain disturbances. With the proposed robust boundary control

method，the control system stability and uniform boundary are both achieved．Simulation results indicate that the proposed

robust boundary control method effectively suppresses the vibration of the axially moving structure.
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0 引引引 言言言

高速高精度电子制造装备中,轴向移动结构的弹

性变形将产生振动现象,在时间和空间尺度等方面都

直接制约装备的工作性能[1-2]. 因此,如何快速地消除

或抑制精密电子制造装备中轴向移动结构的振动,已

成为制约精密电子制造,特别是集成电路 (IC)封装工

序的瓶颈问题.

轴向移动结构是一类典型的无穷维分布参数系

统,其控制策略设计较为困难.传统控制方法大多采

用基于截断模型进行设计[3],但未建模高频模态可能

导致溢出效应,影响系统稳定性. 同时,若提高系统控

制精度, 则控制器阶数将随柔性模态的增加而增加,

从工程角度难以实现[4]. 边界控制因能避免控制溢

出、易构造Lyapunov函数等独特优势已广泛应用于

柔性结构振动主动控制[5-9]. 近年来,轴向移动结构振

动控制方面的研究成果[10-13]将边界控制、自适应和

Lyapunov直接法等相结合,基于结构无限维模型进行

振动主动控制设计,取得了较好效果并避免了溢出问

题.然而, 目前国内外研究成果都假设轴向移动结构

为匀速运动,但绝大多数装备中轴向移动结构不仅是

变速运动,通常还是大加减速和高速运动,结构具有

很强的几何非线性特性[14]. 因此,目前关于轴向移动

结构的动力学模型和振动主动控制方法很难适用于

大加减速轴向移动结构的振动控制.
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相比传统直线/指数加减速法在系统启动和结束
时存在加速度突变而柔度差, S曲线加减速通过对启
动阶段加速度的衰减来保证电机性能并减小冲击,具
有较好的柔度,因此在高速高精密电子制造装备中得
到了广泛应用. 本文以自主研发贴片机 (SMT)中大加
减速轴向移动结构的振动主动控制为研究对象,建立
包含结构几何非线性特性的动力学模型,并基于该无
限维分布参数模型,采用Lyapunov直接法和S曲线加
减速法,设计鲁棒边界控制器对其振动进行主动控制,
抑制其振动,提高装备加工精度.基于设计的控制算
法, 证明了控制系统的稳定性和一致有界性.仿真结
果表明了所设计控制器的有效性和可靠性.

1 轴轴轴向向向移移移动动动系系系统统统动动动力力力学学学模模模型型型

注 1 本文作如下简写假设:

(⋅)(𝑥, 𝑡) = (⋅), (⋅)𝑥 = ∂(⋅)/∂𝑥, (⋅)𝑡 = ∂(⋅)/∂𝑡.
图 1为 SMT中典型轴向移动系统. 坐标系原点

𝑂位于其左端, 控制器输入𝑈(𝑡)作用于右端, 且方向
向上. 𝑤(𝑥, 𝑡)为 𝑡时刻在结构位置𝑥处的偏移量, 𝑚𝑐

为控制器质量, 𝑑(𝑡)为末端扰动, 𝐿为结构长度.
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图 1 SMT中典型的轴向移动系统

轴向移动系统的运动方程可由广义Hamilton原
理表示为[15]w 𝑡2

𝑡1
(𝛿𝐸𝑘 − 𝛿𝐸𝑝 + 𝛿𝑊𝑐 − 𝛿𝑊𝑏)d𝑡 = 0. (1)

其中: 𝛿为变分操作符; 𝑡1和 𝑡2为两时刻, 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2

为操作时间段; 𝐸𝑘和𝐸𝑝分别为动能和势能项; 𝛿𝑊𝑐

为非保守力作的虚功, 𝛿𝑊𝑏为右边界虚拟动量.

轴向移动结构的动能可表示为

𝐸𝑘 =
1

2
𝑚𝑐𝑤

2
𝑡 (𝐿, 𝑡) +

1

2
𝑚

w 𝐿

0
(𝑤𝑡 + 𝑣𝑤𝑥)

2d𝑥, (2)

其中𝑚为结构单位长度质量. 运动速度为

𝑣 = 𝑣0 + 𝑎𝑡. (3)

其中: 𝑣0为初始速度, 𝑎为运动加速度.

轴向移动结构的势能为

𝐸𝑝 =
1

2

w 𝐿

0
𝑇𝜀d𝑥, (4)

其中结构的变张力[12]为

𝑇 = 𝑇0 + 𝐸𝐴𝑤2
𝑥/2, (5)

常数𝑇0为结构未扰动情况下的张力.

描述位移-应变关系为

𝜀 = 𝑤2
𝑥/2. (6)

结构右边界非保守力所作虚功为

𝛿𝑊𝑐 = (𝑈 + 𝑑)𝛿𝑤(𝐿, 𝑡)− 𝑐
w 𝐿

0
(𝑤𝑡 + 𝑣𝑤𝑥)𝛿𝑤d𝑡, (7)

其中常数 𝑐为轴向移动结构的粘性阻尼系数. 结构右
边界处的虚拟动量为

𝛿𝑊𝑏 = 𝑚𝑣[𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑣𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)]𝛿𝑤(𝐿, 𝑡). (8)

将式 (2)、(4)、(7)和 (8)代入 (1)中, 应用变分和
分部积分得到轴向移动系统的控制方程

𝑚𝑤𝑡𝑡 − 3𝐸𝐴𝑤2
𝑥𝑤𝑥𝑥/2− 𝑇0𝑤𝑥𝑥/2 +𝑚𝑎𝑤𝑥+

2𝑚𝑣𝑤𝑥𝑡 +𝑚𝑣2𝑤𝑥𝑥 + 𝑐𝑤𝑡 + 𝑐𝑣𝑤𝑥 = 0, (9)

其中 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ (0, 𝐿) × [0,+∞),则轴向移动系统的边
界条件为 ⎧⎨⎩

𝑤(0, 𝑡) = 0,

𝑚𝑐𝑤𝑡𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑇0𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)/2+

𝐸𝐴𝑤3
𝑥(𝐿, 𝑡)/2− 𝑑− 𝑈 = 0,

(10)

其中 ∀𝑡 ∈ [0,+∞).

假设 1 对于结构运动速度 𝑣(𝑡)、加速度 𝑎(𝑡)和

末端扰动 𝑑(𝑡), 若存在常数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝑹+, 使得 0 ⩽
𝑣(𝑡) ⩽ 𝑎1, ∣ 𝑎(𝑡) ∣⩽ 𝑎2, ∣ 𝑑(𝑡) ∣⩽ 𝑎3, ∀𝑡 ∈ [0,+∞),则该
假设是合理的. 因为 𝑣(𝑡)和 𝑑(𝑡)为具有有限能量的连

续函数,所以它们是有界的[8-12].

2 控控控制制制器器器设设设计计计

为了抑制轴向移动结构因末端未知扰动引起的

振动, 利用Lyapunov直接法在其右边界构造一个鲁
棒边界控制器,通过控制作用减小结构振动偏移量.

2.1 预预预备备备知知知识识识

引理 1 若𝜙1(𝑥, 𝑡), 𝜙2(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑹, 𝜎 > 0,其中𝑥 ∈
[0, 𝐿], 𝑡 ∈ [0,+∞),则有[6-9]⎧⎨⎩

𝜙1𝜙2 ⩽ ∣𝜙1𝜙2∣ ⩽ 𝜙2
1 + 𝜙2

2, ∀𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝑅,

∣𝜙1𝜙2∣ =
∣∣∣( 1√

𝜎
𝜙1

)
(
√
𝜎𝜙2)

∣∣∣ ⩽ 1

𝜎
𝜙2
1 + 𝜎𝜙2

2.
(11)

引理 2 若𝜙(𝑥, 𝑡)∈𝑹为𝑥∈ [0, 𝐿]和 𝑡 ∈ [0,+∞)

的函数,且满足边界条件[6-9]

𝜙(0, 𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [0,+∞), (12)

则有 ⎧⎨⎩
w 𝐿

0
𝜙2𝑑𝑥 ⩽ 𝐿2

w 𝐿

0
𝜙2
𝑥d𝑥,

𝜙2 ⩽ 𝐿
w 𝐿

0
𝜙2
𝑥d𝑥, ∀𝑥 ∈ [0, 𝐿].

(13)

2.2 边边边界界界控控控制制制

基于轴向移动系统的控制方程 (9)和边界条件
(10),提出鲁棒控制律为

𝑈 = − 𝑘[𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑘1𝑤𝑥(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑤(𝐿, 𝑡)]−
𝑚𝑐[𝑘1𝑤𝑥𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)]−
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sgn[𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑘1𝑤𝑥(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑤(𝐿, 𝑡)]𝑑𝑚. (14)

其中: sgn(⋅)为符号函数; 𝑘, 𝑘1, 𝑘2 > 0为控制增益; 𝑑𝑚
= max ∣𝑑(𝑡)∣.

注 2 边界控制器 (14)中, 𝑤(𝐿, 𝑡)和𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)可

分别由位移和倾角传感器测得, 𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)和𝑤𝑥𝑡(𝐿, 𝑡)

分别由𝑤(𝐿, 𝑡)和𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)后向差分算法计算得到. 此
控制器无需知道扰动量精确模型,且利用符号函数处
理未知扰动,因此对系统参数的变化具有稳定鲁棒性.

选定Lyapunov函数

𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3. (15)

其中: 能量项为

𝑉1 =
1

2
𝑘1

w 𝐿

0
[𝑚(𝑤𝑡 + 𝑣𝑤𝑥)

2 + 𝑇𝜀]d𝑥, (16)

附加项为

𝑉2 = 𝑚𝑐[𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑘1𝑤𝑥(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑤(𝐿, 𝑡)]
2/2, (17)

交叉项𝑉3(𝑡)为

𝑉3 = 𝑘2𝑚
w 𝐿

0
(𝑤𝑤𝑡 + 2𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥 + 2𝑣2𝑤2

𝑥)d𝑥. (18)

引理 3 由式 (15)给定的Lyapunov函数具有如
下上下界:

0 ⩽ 𝜗1(𝑉1 + 𝑉2) ⩽ 𝑉 ⩽ 𝜗2(𝑉1 + 𝑉2), (19)

其中𝜗1, 𝜗2为两正常数.

证证证明明明 应用不等式 (11)∼ (13),由式 (18)可得

∣𝑉3∣ ⩽ 𝑘2𝑚𝐿2
w 𝐿

0
𝑤2

𝑥d𝑥+ 2𝑘2𝑚
w 𝐿

0
𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥d𝑥+

𝑘2𝑚
w 𝐿

0
𝑤2

𝑡 d𝑥+ 2𝑘2𝑚
w 𝐿

0
𝑣2𝑤2

𝑥d𝑥 ⩽

𝑘2𝑚(𝐿2 + 𝑎21)
w 𝐿

0
𝑤2

𝑥d𝑥+

𝑘2𝑚
w 𝐿

0
(𝑤𝑡 + 𝑣𝑤𝑥)

2d𝑥 ⩽ 𝜉𝑉1, (20)

其中 𝜉 =
max[𝑘2𝑚(𝐿2 + 𝑎21), 𝑘2𝑚]

min(0.25𝑘1𝑇0, 0.5𝑘1𝑚)
. 式 (20)改写为

−𝜉𝑉1 ⩽ 𝑉3 ⩽ 𝜉𝑉1. (21)

若适当选取 𝜉,则可以得到

𝜉1 = 1− 𝜉 > 0, 𝜉2 = 1 + 𝜉 > 1. (22)

将不等式 (22)分别代入 (21),可得

0 < 𝜉1𝑉1 ⩽ 𝑉1 + 𝑉3 ⩽ 𝜉2𝑉1. (23)

结合Lyapunov函数 (15),由式 (23)可得

0 ⩽ 𝜗1(𝑉1 + 𝑉2) ⩽ 𝑉 ⩽ 𝜗2(𝑉1 + 𝑉2). (24)

其中: 𝜗1 = min(𝜉1, 1), 𝜗2 = max(𝜉2, 1). □

引理 4 由式 (15)给定的候选Lyapunov函数对
时间的导数具有如下上界:

𝑉𝑡 ⩽ −𝜗𝑉 + 𝜀, (25)

其中𝜗, 𝜀 > 0.

证证证明明明 将式 (15)对时间求导,有

𝑉𝑡 = 𝑉1𝑡 + 𝑉2𝑡 + 𝑉3𝑡. (26)

由式 (16)可得

𝑉1𝑡 = 𝐴1 +𝐴2 +𝐴3 +𝐴4. (27)

其中

𝐴1 = 𝑘1𝑚
w 𝐿

0
(𝑎𝑤𝑡𝑤𝑥 + 𝑎𝑣𝑤2

𝑥)d𝑥,

𝐴2 = 𝑘1𝑚
w 𝐿

0
(𝑤𝑡𝑤𝑡𝑡 + 𝑣𝑤𝑥𝑤𝑡𝑡)d𝑥,

𝐴3 = 𝑘1𝑚
w 𝐿

0
(𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥𝑡 + 𝑣2𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡)d𝑥,

𝐴4 =
1

2
𝑘1

w 𝐿

0
(𝑇0𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡 + 𝐸𝐴𝑤3

𝑥𝑤𝑥𝑡)d𝑥.

将式 (9)代入𝐴2,应用分部积分,得

𝐴2 =
3𝑘1𝐸𝐴𝑣

8
𝑤4

𝑥(𝐿, 𝑡)+
𝑘1𝑇0𝑣 − 2𝑘1𝑚𝑣3

4
𝑤2

𝑥(𝐿, 𝑡)−
3𝑘1𝐸𝐴𝑣

8
𝑤4

𝑥(0, 𝑡)−
𝑘1𝑇0𝑣 − 2𝑘1𝑚𝑣3

4
𝑤2

𝑥(0, 𝑡)−
2𝑘1𝑚𝑣2𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)− 𝑘1𝑚𝑣𝑤2

𝑡 (𝐿, 𝑡)−

− 𝑘1𝑐
w 𝐿

0
𝑣2𝑤2

𝑥d𝑥+
𝑘1𝑇0

2

w 𝐿

0
𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥d𝑥+

𝑘1𝑚𝑣2
w 𝐿

0
𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥d𝑥− 𝑘1𝑚𝑣𝑎

w 𝐿

0
𝑤2

𝑥d𝑥−

𝑘1𝑚𝑎
w 𝐿

0
𝑤𝑡𝑤𝑥d𝑥− 2𝑘1𝑐

w 𝐿

0
𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥d𝑥−

𝑘1𝑐
w 𝐿

0
𝑤2

𝑡 d𝑥+
3𝑘1𝐸𝐴

2

w 𝐿

0
𝑤2

𝑥𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥d𝑥. (28)

对𝐴3和𝐴4进行分部积分,可得

𝐴3 = 𝑘1𝑚𝑣2𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)+

𝑘1𝑚𝑣

2
𝑤2

𝑡 (𝐿, 𝑡)− 𝑘1𝑚
w 𝐿

0
𝑣2𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥d𝑥,

𝐴4 =
𝑘1𝑇0

2
𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)𝑤𝑥(𝐿, 𝑡) +

𝑘1𝐸𝐴

2
×

𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)𝑤
3
𝑥(𝐿, 𝑡)−

𝑘1𝑇0

2

w 𝐿

0
𝑤𝑡𝑤𝑥𝑥d𝑥−

3𝑘1𝐸𝐴

2

w 𝐿

0
𝑤𝑡𝑤

2
𝑥𝑤𝑥𝑥d𝑥. (29)

将式 (28)、(29)和𝐴1代入 (27), 结合系统边界条
件 (10),有

𝑉1𝑡=− 3𝑘1𝐸𝐴𝑣

8
𝑤4

𝑥(0, 𝑡)−
𝑘1𝑇0𝑣 − 2𝑘1𝑚𝑣3

4
𝑤2

𝑥(0, 𝑡)+

3𝑘1𝐸𝐴𝑣

8
𝑤4

𝑥(𝐿, 𝑡) +
𝑘1𝑇0𝑣 − 2𝑘1𝑚𝑣3

4
𝑤2

𝑥(𝐿, 𝑡)−
𝑘1𝑚𝑣

2
𝑤2

𝑡 (𝐿, 𝑡) +
𝐸𝐴𝑘1

2
𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)𝑤

3
𝑥(𝐿, 𝑡)+

𝑘1𝑇0

2
𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)− 𝑐𝑘1

w 𝐿

0
𝑤2

𝑡 d𝑥−

𝑘1𝑚𝑣2𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)− 𝑐𝑘1
w 𝐿

0
𝑣2𝑤2

𝑥d𝑥−

2𝑐𝑘1
w 𝐿

0
𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥d𝑥. (30)

将式 (17)对时间求导,并代入控制律 (14),可得

𝑉2𝑡 ⩽ − 𝑘[𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑘1𝑤𝑥(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑤(𝐿, 𝑡)]
2−

𝑘1𝐸𝐴

2
𝑤4

𝑥(𝐿, 𝑡)−
𝑘1𝑇0

2
𝑤2

𝑥(𝐿, 𝑡)−[𝑇0

2
𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) +

𝑘2𝑇0

2
𝑤(𝐿, 𝑡)

]
𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)−[𝐸𝐴

2
𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) +

𝑘2𝐸𝐴

2
𝑤(𝐿, 𝑡)

]
𝑤3

𝑥(𝐿, 𝑡). (31)
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将式 (18)对时间求导,可得

𝑉3𝑡 = 𝐵1 +𝐵2 +𝐵3. (32)

其中

𝐵1 = 2𝑘2𝑚
w 𝐿

0
𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥𝑡d𝑥,

𝐵2 = 𝑘2𝑚
w 𝐿

0
(𝑤𝑤𝑡𝑡 + 2𝑣𝑤𝑥𝑤𝑡𝑡)d𝑥,

𝐵3 = 𝑘2𝑚
w 𝐿

0
(𝑤2

𝑡 +2𝑎𝑤𝑡𝑤𝑥+4𝑣𝑎𝑤2
𝑥 + 4𝑣2𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡)d𝑥.

对𝐵1进行分部积分,可得

𝐵1 = 𝑘2𝑚𝑣𝑤2
𝑡 (𝐿, 𝑡). (33)

将式 (9)代入𝐵2中,并应用分部积分可得

𝐵2 =
𝑘2𝐸𝐴

2
𝑤(𝐿, 𝑡)𝑤3

𝑥(𝐿, 𝑡)−
𝑘2𝑚𝑎+ 𝑘2𝑐𝑣

2
𝑤2(𝐿, 𝑡)+

3𝑘2𝐸𝐴𝑣

4
[𝑤4

𝑥(𝐿, 𝑡)− 𝑤4
𝑥(0, 𝑡)]+

𝑘2𝑇0𝑣 − 2𝑘2𝑚𝑣3

2
[𝑤2

𝑥(𝐿, 𝑡)− 𝑤2
𝑥(0, 𝑡)]+(𝑘2𝑇0

2
− 𝑘2𝑚𝑣2

)
𝑤(𝐿, 𝑡)𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)−

2𝑘2𝑚𝑣𝑤(𝐿, 𝑡)𝑤𝑡(𝐿, 𝑡)− 𝑘2
w 𝐿

0
[𝑐𝑤𝑤𝑡+

𝐸𝐴𝑤4
𝑥/2 + (2𝑐𝑣2 + 2𝑚𝑎𝑣 −𝑚𝑣2 + 𝑇0/2)𝑤

2
𝑥+

4𝑚𝑣2𝑤𝑥𝑤𝑥𝑡 + 2(𝑐𝑣 −𝑚𝑣)𝑤𝑡𝑤𝑥]d𝑥. (34)

将式 (33)、(34)和𝐵3代入 (32), 结合系统边界条
件 (10)和不等式 (11)∼ (13),有

𝑉3𝑡 ⩽− 3𝑘2𝐸𝐴𝑣

4
𝑤4

𝑥(0, 𝑡)−
𝑘2𝑇0𝑣 − 2𝑘2𝑚𝑣3

2
𝑤2

𝑥(0, 𝑡)+

3𝑘2𝐸𝐴𝑣

4
𝑤4

𝑥(𝐿, 𝑡) +
𝑘2𝑇0

2
𝑤(𝐿, 𝑡)𝑤𝑥(𝐿, 𝑡)+

𝑘2𝐸𝐴

2
𝑤(𝐿, 𝑡)𝑤3

𝑥(𝐿, 𝑡)− 𝑘2

(𝑚𝑎+ 𝑐𝑣

2
− 𝑚𝑣2

𝛿1
−

2𝑚𝑣

𝛿2

)
𝑤2(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑚𝑣(1 + 2𝛿2)𝑤

2
𝑡 (𝐿, 𝑡)−

𝑘2(𝑚𝑣3 − 𝑇0𝑣/2−𝑚𝑣2𝛿1)𝑤
2
𝑥(𝐿, 𝑡)+

𝑘2(𝑚+ 𝑐𝛿3 + 2𝑚𝑎𝛿4)
w 𝐿

0
𝑤2

𝑡 d𝑥−
𝑘2𝐸𝐴

2

w 𝐿

0
𝑤4

𝑥d𝑥− 𝑘2(2𝑐−𝑚)
w 𝐿

0
𝑣2𝑤2

𝑥d𝑥−

𝑘2(𝑇0/2− 2𝑚𝑣𝑎− 𝑐𝐿2/𝛿3 − 2𝑚𝑎/𝛿4)
w 𝐿

0
𝑤2

𝑥d𝑥−

2𝑘2(𝑐−𝑚)
w 𝐿

0
𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥d𝑥, (35)

其中 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝛿4为任意正常数.分别将式 (30)、(31)、
(35)代入 (26)中,并结合不等式 (11)∼ (13),可得

𝑉𝑡 ⩽ − 𝑘[𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑘1𝑤𝑥(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑤(𝐿, 𝑡)]
2−

(𝑘1𝑚𝑣/2− 2𝑘2𝑚𝑣𝛿2 − 𝐸𝐴∣𝑘1 − 1∣𝛿5/2−
𝑘2𝑚𝑣 − ∣𝑘1𝑇0 − 𝑇0 − 𝑘1𝑚𝑣2∣𝛿6/2)𝑤2

𝑡 (𝐿, 𝑡)−
𝑘2((𝑚𝑎+ 𝑐𝑣)/2−𝑚𝑣2/𝛿1 − 2𝑚𝑣/𝛿2)𝑤

2(𝐿, 𝑡)−
(𝑘1𝑚𝑣3/2− 𝑘1𝑇0𝑣/4− 𝑘2𝑇0𝑣/2 + 𝑘2𝑚𝑣3−
𝑘2𝑚𝑣2𝛿1 − ∣𝑘1𝑇0 − 𝑇0 − 𝑘1𝑚𝑣2∣/(2𝛿6)+

𝑘1𝑇0/2)𝑤
2
𝑥(𝐿, 𝑡)− 3𝐸𝐴𝑣(𝑘1 + 2𝑘2)/8𝑤

4
𝑥(0, 𝑡)−

(𝑘1𝑣 + 2𝑘2𝑣)(𝑇0 − 2𝑚𝑣2)/4𝑤2
𝑥(0, 𝑡)+

(3𝑘1𝐸𝐴𝑣/8 + 3𝑘2𝐸𝐴𝑣/4− 𝑘1𝐸𝐴/2)𝑤4
𝑥(𝐿, 𝑡)+

𝐸𝐴∣𝑘1 − 1∣
2𝛿5

𝑤6
𝑥(𝐿, 𝑡)−

𝑘2𝐸𝐴

2

w 𝐿

0
𝑤4

𝑥d𝑥−

[𝑘1𝑐− 𝑘2(𝑚+ 𝑐𝛿3 + 2𝑚𝑎𝛿4)]
w 𝐿

0
𝑤2

𝑡 d𝑥−

(𝑘1𝑐+ 2𝑘2𝑐− 𝑘2𝑚)
w 𝐿

0
𝑣2𝑤2

𝑥d𝑥−

(2𝑘1𝑐+ 2𝑘2𝑐− 2𝑘2𝑚)
w 𝐿

0
𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥d𝑥−

𝑘2

(𝑇0

2
− 2𝑚𝑣𝑎− 𝑐𝐿2

𝛿3
− 2𝑚𝑎

𝛿4

) w 𝐿

0
𝑤2

𝑥d𝑥, (36)

其中 𝛿5, 𝛿6为任意正常数.

若选择适当的参数值 𝑘 ∼ 𝑘2, 𝛿1 ∼ 𝛿6, 𝜏1 ∼ 𝜏10满

足如下条件:

𝜏1 = 𝑘1𝑚𝑣/2− 2𝑘2𝑚𝑣𝛿2 − 𝐸𝐴∣𝑘1 − 1∣𝛿5/2−
𝑘2𝑚𝑣 − ∣𝑘1𝑇0 − 𝑇0 − 𝑘1𝑚𝑣2∣𝛿6/2 ⩾ 0,

𝜏2 = 𝑘1𝑚𝑣3/2− 𝑘1𝑇0𝑣/4− 𝑘2𝑇0𝑣/2 + 𝑘2𝑚𝑣3−
𝑘2𝑚𝑣2𝛿1−∣𝑘1𝑇0−𝑇0−𝑘1𝑚𝑣2∣/2𝛿6+𝑘1𝑇0/2 ⩾ 0,

𝜏3 = 𝑘2((𝑚𝑎+ 𝑐𝑣)/2−𝑚𝑣2/𝛿1 − 2𝑚𝑣/𝛿2) ⩾ 0,

𝜏4 = (𝑘1𝑣 + 2𝑘2𝑣)(𝑇0 − 2𝑚𝑣2)/4 ⩾ 0,

𝜏5 = 3𝐸𝐴𝑣(𝑘1 + 2𝑘2)/8 ⩾ 0,

𝜏6 = 𝑘2𝐸𝐴/2 > 0,

𝜏7 = 𝑘1𝑐− 𝑘2(𝑚+ 𝑐𝛿3 + 2𝑚𝑎𝛿4) > 0,

𝜏8 = 𝑘2(𝑇0/2− 2𝑚𝑣𝑎− 𝑐𝐿2/𝛿3 − 2𝑚𝑎/𝛿4) > 0,

𝜏9 = 𝑘1𝑐+ 2𝑘2𝑐− 𝑘2𝑚 > 0,

𝜏10 = 2𝑘1𝑐+ 2𝑘2𝑐− 2𝑘2𝑚 > 0,

𝜀 = max{𝐸𝐴(3𝑘1𝑣 + 6𝑘2𝑣 − 4𝑘1)𝑤
4
𝑥(𝐿, 𝑡)/8+

𝐸𝐴∣𝑘1 − 1∣𝑤6
𝑥(𝐿, 𝑡)/2𝛿5},

𝜗3 = min
( 2𝑘

𝑚𝑐
,
8𝜏6
𝑘1𝑚

,
2𝜏7
𝑘1𝑚

,
4𝜏8
𝑘1𝑇0

,
2𝜏9
𝑘1𝑚

,
𝜏10
𝑘1𝑚

)
,

则式 (36)可以改写为

𝑉𝑡 ⩽ − 𝑘[𝑤𝑡(𝐿, 𝑡) + 𝑘1𝑤𝑥(𝐿, 𝑡) + 𝑘2𝑤(𝐿, 𝑡)]
2−

𝜏1𝑤
2
𝑡 (𝐿, 𝑡)− 𝜏2𝑤

2
𝑥(𝐿, 𝑡)− 𝜏3𝑤

2(𝐿, 𝑡)−

𝜏4𝑤
2
𝑥(0, 𝑡)− 𝜏5𝑤

4
𝑥(0, 𝑡)− 𝜏6

w 𝐿

0
𝑤4

𝑥d𝑥−

𝜏7
w 𝐿

0
𝑤2

𝑡 d𝑥− 𝜏8
w 𝐿

0
𝑤2

𝑥d𝑥− 𝜏9
w 𝐿

0
𝑣2𝑤2

𝑥d𝑥−

𝜏10
w 𝐿

0
𝑣𝑤𝑡𝑤𝑥d𝑥+ 𝜀 ⩽ −𝜗3(𝑉1 + 𝑉2) + 𝜀. (37)

由不等式 (37)和 (19)可得

𝑉𝑡 ⩽ −𝜗𝑉 + 𝜀, (38)

其中𝜗 = (𝜗3/𝜗2). □

2.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定理 1 由式 (9)和 (10)所描述的大加减速轴向

移动系统,在假设 1和边界控制器 (14)的作用下,有:
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1)一致有界. 闭环大加减速轴向移动结构的振动

偏移状态量𝑤(𝑥, 𝑡)一致包含于紧集Ω1中,有

Ω1 := {𝑤(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑹∣∣𝑤(𝑥,𝑡)∣⩽𝜒1
,

∀(𝑥, 𝑡) ∈ [0, 𝐿]× [0,+∞)}, (39)

其中𝜒1 =
√

4𝐿[𝑉 (0) + 𝜀/𝜗]/(𝑘1𝑇0𝜗1).

2)一致最终有界. 闭环大加减速轴向移动结构的

振动偏移状态量𝑤(𝑥, 𝑡)最终收敛于紧集Ω2中,有

Ω2 :={𝑤(𝑥, 𝑡)∈𝑹∣ lim
𝑡→∞

∣𝑤(𝑥,𝑡)∣=𝜒2
, ∀𝑥∈ [0, 𝐿]}, (40)

其中𝜒2 =
√

4𝐿𝜀/(𝑘1𝑇0𝜗1𝜗).

证证证明明明 对式 (38)乘以 e𝜗𝑡,可得

𝑉𝑡e
𝜗𝑡 ⩽ −𝜗𝑉 e𝜗𝑡 + 𝜀e𝜗𝑡 ⇒ ∂

∂𝑡
(𝑉 e𝜗𝑡) ⩽ 𝜀e𝜗𝑡. (41)

对式 (41)积分,得

𝑉 ⩽ 𝑉 (0)e−𝜗𝑡 + 𝜀/𝜗. (42)

由式 (13)、(19)和 (16)可得
𝑘1𝑇0

4𝐿
𝑤2 ⩽ 𝑘1𝑇0

4

w 𝐿

0
𝑤2

𝑥d𝑥 ⩽ 𝑉1 ⩽ 1

𝜗1
𝑉. (43)

重排不等式 (43),并将式 (42)代入,有

∣𝑤(𝑥, 𝑡)∣ ⩽√
4𝐿

𝑘1𝑇0𝜗1

[
𝑉 (0)e−𝜗𝑡 +

𝜀

𝜗

]
⩽

√
4𝐿

𝑘1𝑇0𝜗1

[
𝑉 (0) +

𝜀

𝜗

]
,

(44)

其中 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ [0, 𝐿]× [0,+∞). 进一步可得

lim
𝑡→∞

∣𝑤(𝑥, 𝑡)∣ ⩽

lim
𝑡→∞

√
4𝐿

𝑘1𝑇0𝜗1

[
𝑉 (0)e−𝜗𝑡 +

𝜀

𝜗

]
=

√
4𝐿𝜀

𝑘1𝑇0𝜗1𝜗
. (45)

由式 (44)和 (45)可得证. □

3 仿仿仿真真真分分分析析析

本节研究大加减轴向移动系统在未知扰动作用

下的振动主动控制, 并验证所设计鲁棒边界控制算

法 (14)的有效性. 图 2为本文所使用的 S曲线加减速

法示意图, 表 1为轴向移动系统的详细参数. 图 2中,

𝑎max = 3.5 g, 𝑔 = 9.8m/s2为重力加速度, 时间坐标

为 [𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡5, 𝑡6, 𝑡7] = [1, 2, 3, 7, 8, 9, 10].轴向移动

系统初始条件和末端扰动分别为

𝑤(𝑥, 0) = 𝑤𝑡(𝑥, 0) = 0,

𝑑 = 3 + 0.1 sin(0.1𝑡) + 0.3 sin(0.3𝑡)+

0.5 sin(0.5𝑡).

amax

-amax

O t1 t2 t3

t5 t6 t7t4

t s( )

a t( )/(m/s )
2

图 2 S曲线加减速法

选择控制器参数 𝑘 = 𝑘1 = 107和 𝑘2 = 1,仿真结

果如图 3∼图 5所示. 由仿真结果得到如下结论:

表 1 轴向移动系统参数

参数 参数值 参数 参数值 参数 参数值

𝑚 1.0 kg/m 𝑚𝑐 5.0 kg 𝐿 1.0 m
𝑐 1.0 Ns/m2 𝐸𝐴 500 N 𝑇0 9 500 N
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图 3 轴向移动结构偏移量
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图 4 轴向移动结构偏移量

1)由图 3和图 4可知,虽然控制器仅布置在结构

右边界处, 但当控制作用施加于结构后, 整个结构的

振动偏移量都减小了近 1 × 10−10倍, 表明本文所设

计的鲁棒边界控制器对抑制结构振动十分有效,也体

现了边界控制技术在结构振动控制方面的独特优势.

2)由图 4和图 5(a)可知,大加/减速度的改变将直

接冲击结构的速度和动力学特性, 从而影响结构振

动偏移量,特别在 𝑡 = 2 s和 𝑡 = 7 s左右尤为明显. 由

图 5(b)可知,控制输入范围为−10∼ −12N,负值表示

控制作用与外部干扰反向.
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图 5 结构偏移量和鲁棒边界控制输入

3) SMT中柔性结构振动的有效控制将直接抑制

其振动幅值,对提高制造装备特别是精密电子制造装

备的加工精度具有重要意义.

4 结结结 论论论

本文研究了具有大加减速轴向移动结构在未知

扰动作用下的振动主动控制问题.基于结构几何非线

性特性和Hamilton原理,建立了结构无穷维分布参数

模型,并基于该模型设计了鲁棒边界控制器对结构振

动进行控制.用符号函数处理未知扰动,因此所设计

的控制器能避免控制溢出问题, 具有较强的鲁棒性.

最后利用Lyapunov直接法对控制系统稳定性和有界

性给予证明, 仿真结果表明, 能够取得很好的振动控

制效果.
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