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摘 要: 背景值是影响灰色理论建模精度的重要因素之一.根据灰色系统理论建模机理以及数据累加生成具有非齐

次灰指数规律,构建动态序列模型;基于积分几何意义的视角,利用函数逼近的思想,结合复化梯形公式,提出一种新

的GM(1,1)模型背景值优化方法. 算例结果表明,利用优化的背景值计算公式所建立的GM(1,1)模型在预测精度上

有显著的提高.
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Abstract: The background value is one important factor that affects the accuracy of the gray theoretical modeling. The

dynamic series model is constructed according to the gray system theory modeling mechanism and the data accumulated

generating operation with non-homogeneous gray exponentially. A new GM(1,1) model background value optimization

method is proposed based on integral geometric meaning by using the idea of function approximation and the combined

trapezoid formula. The example shows that the prediction accuracy of GM(1,1) model is significantly improved by the using

the optimized background value formula.
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0 引引引 言言言

灰色预测是灰色系统理论的主要内容之一,

而灰色预测模型在很多领域都得到了广泛的应用.

GM(1,1)模型是灰色预测的核心内容,主要通过一阶

微分方程的模型来揭示其内部规律[1]. 许多学者在应

用GM(1,1)模型的过程中发现该模型预测精度不稳

定, 并为此做了研究. 文献 [2-4]阐述了GM(1,1)模型

预测误差大是由背景值构造方法不恰当造成的,并给

出了背景值构造的新方法; 文献 [5]给出了一种基于

数值分析的Newton-Cotes背景值公式,但是在𝑛较大

时,高次插值会出现Runge现象,造成误差较大;文献

[6]给出了一种基于二次插值的背景值计算方法, 该

方法虽然不会出现Runge现象,但是其预测精度难以

保证;文献 [7]根据一次累加具有“灰指数”的规律,利

用齐次指数拟合灰指数序列对其积分,并将积分值作

为背景值,该方法的不足之处在于一次累加生成序列

并不一定都是齐次序列; 文献 [8-9]利用一次累加生

成序列的准指数规律,将其准指数设成非齐次指数形

式, 通过变换求出准指数函数中的常数, 将该准指数

函数积分值作为背景值;文献 [10]提出一种背景值重

构方法, 该方法利用梯形面积近似背景值时产生的

正误差去补偿矩形面积近似背景值时产生的负误差,

因为不好把握如何取𝑛1个小梯形, 所以预测准确性

不稳定; 文献 [11]利用预估—–校正技术, 根据一次

累加生成序列呈指数增长的特点构造新的插值函数,

从而改善GM(1,1)的背景值;文献 [12-13]也提出了对

背景值的改进措施.从以上的研究可以看出,对背景

值的优化方法主要有两种: 1)插值, 即利用插值多

收稿日期: 2013-08-02；修回日期: 2013-10-29.

基金项目: 教育部人文社会科学研究基金项目(11YJC790311)；安徽省高校省级自然科学研究基金项目(KJ2012Z409).

作者简介: 蒋诗泉(1974−),男,博士生,从事灰色理论、管理决策分析的研究；刘思峰(1955−),男,教授,博士生导师,

从事灰色理论、数量经济学等研究.



2222 控 制 与 决 策 第 29 卷

项式的方法改进背景值; 2)拟合,即假定对原始数据

进行 1-AGO后为 (非)齐次指数规律, 通过变换求出

(非)齐次指数中的系数,对 1-AGO后为 (非)齐次指数

函数进行积分运算,其积分值作为优化的背景值.基

于数值分析的插值方法主要的缺陷是多项式次数

的选择不易处理, 同时预测精度也不能保证; 基于

(非)齐次指数拟合 1-AGO序列𝑥(1)(𝑘)方法的主要缺

陷是对预测精度的提高不明显.

在以往学者的研究基础上, 本文利用一次累加

具有非齐次灰指数规律,构建动态序列模型.该模型

的变量可以取实数,克服了以往研究中变量只取正整

数的缺陷;从积分几何意义的视角, 利用函数逼近的

思想,结合复化梯形公式去改进其背景值,从而提高

GM(1,1)模型的预测精度.算例结果说明,改进的背景

值公式能够提高GM(1,1)预测的精度,具有一定的理

论意义和实践意义.

1 传传传统统统灰灰灰色色色模模模型型型的的的建建建模模模机机机理理理及及及其其其误误误差差差分分分析析析

1.1 传传传统统统灰灰灰色色色GM(1,1)模模模型型型的的的建建建模模模机机机理理理

定义 1[1] 灰色GM(1,1)预测模型中, 已知原始

序列

𝑋(0) = {𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)},
𝑥(0)(𝑖) > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

则其一次累加序列为

𝑋(1) = {𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)},

𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

GM(1,1)的原始形式为

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑥(1)(𝑘) = 𝑏. (1)

定义 2 𝑋(0), 𝑋(1)如定义 1所示,令

𝑍(1) = (𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛)),

𝑧(1)(𝑘) =
1

2
(𝑥(1)(𝑘) + 𝑥(1)(𝑘 − 1)),

则GM(1,1)模型的基本形式为

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏. (2)

定理 1[1] 若参数列 𝑎̂ = [𝑎, 𝑏]T,且

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(2) 1

−𝑧(1)(3) 1
...

...

−𝑧(1)(𝑛) 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则GM(1,1)模型 (1)的最小二乘估计参数列满足 𝑎̂ =

(𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 .

GM(1,1)模型 (1)的时间响应序列为

𝑋̂(1)(𝑘 + 1) =
(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎𝑘 +

𝑏

𝑎
,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (3)

其还原值为

𝑋̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘) =

(1− e𝑎)
(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎𝑘,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (4)

从式 (4)可以看出, GM(1,1)模型的模拟预测精

度取决于参数 𝑎, 𝑏的值, 而 𝑎, 𝑏的值又取决于 𝑧(1)(𝑘)

的求解, 𝑧(1)(𝑘)是所称的背景值.由此可见,背景值是

影响GM(1,1)模型预测精度的一个重要方面.

1.2 传传传统统统GM(1,1)模模模型型型的的的误误误差差差分分分析析析

式 (2)的白化方程为
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏. (5)

对式 (5)在 [𝑘 − 1, 𝑘]上积分,得

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)(𝑡)d𝑡 = 𝑏. (6)

将式 (6)与 (2)进行比较,得

𝑧(1)(𝑘) =
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)(𝑡)d𝑡. (7)

传统的背景值是梯形的面积,而实际值应该等于

曲线𝑥(1)(𝑡)在区间 [𝑘− 1, 𝑘]上与 𝑡轴所围成的曲边梯

形的面积
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)(𝑡)d𝑡,两面积之差即为传统背景值

计算公式的误差来源[15].

2 GM(1,1)模模模型型型背背背景景景值值值优优优化化化方方方法法法研研研究究究
2.1 背背背景景景值值值优优优化化化的的的方方方法法法

从积分的几何意义去考虑背景值优化, 在区间

[𝑘 − 1, 𝑘]上不断地添加插入点,利用函数逼近的思想

求出曲边梯形的面积.此处用多项式进行逼近,采取

分段低次插值,低次插值多项式的次数𝑛 ∈ [2, 4], 一

般取 2次多项式. 因为高次多项式𝐿𝑛(𝑥)的次数越高,

对被积函数光滑度的要求也越高. 同时,对𝑛 → ∞时,

𝐿𝑛(𝑥)也不一定收敛到 𝑓(𝑥).而积分区间越小,求积分

的误差越小. 因此,利用梯形公式,构造相应的求积公

式, 然后将所有小区间上的积分加起来, 得到整个区

间 [𝑘 − 1, 𝑘]上的求积公式, 如图 1所示. 根据其他学

者的研究思路, 虽然 1-AGO序列成非齐次指数形式,

但是并不认为所有的点就在某一条指数曲线上,这条

曲线也只是一条近似曲线.因此, 将这条曲线作为构

造小区间端点值的一个动态序列模型,由这个序列模

x k
(1)

( )

x k
(1)

( 1)-

k-1 k t

x t
(1)

( )

图 1 面积逼近示意图
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型求出每个小区间端点值,然后利用复化求积公式计

算出优化的背景值.

定义 3[16] 记 [𝑘−1, 𝑘] = [𝑎, 𝑏],把区间 [𝑎, 𝑏]分成

𝑛等分,节点为𝑥𝑘 = 𝑎+𝑘ℎ.其中: 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; ℎ =
𝑎− 𝑏

𝑛
. 对每个小区间 [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1]用数值积分中的梯形

公式,得

𝐼 =
w 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)d𝑥 =

𝑛−1∑
𝑘=0

w 𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

𝑓(𝑥)d𝑥 ≈

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑥𝑘+1 + 𝑥𝑘

2
(𝑓(𝑥𝑘) + 𝑓(𝑥𝑘+1)) =

ℎ

2

(
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 2

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑓(𝑎+ 𝑘 ⋅ ℎ)
)
= 𝑇𝑛.

称𝑇𝑛为复化梯形求积公式, 下标𝑛表示将区间𝑛等

分, 若把区间 2𝑛等分, 在每个区间上仍用梯形公式,

则可以得到如下定理.

定理 2 将复化梯形公式𝑇𝑛的区间 2𝑛等分得到

𝑇2𝑛,则𝑇𝑛与𝑇2𝑛之间有如下关系:

𝑇2𝑛 =
1

2
(𝑇𝑛 +𝐻𝑛),

其中

𝐻𝑛 = ℎ ⋅
𝑛∑

𝑘=1

𝑓
(
𝑎+ (2𝑘 − 1)

𝑏− 𝑎

2𝑛

)
.

证证证明明明

𝑇2𝑛 =

ℎ

4
⋅
𝑛−1∑
𝑘=1

[𝑓(𝑥𝑘) + 2𝑓(𝑥𝑘+ 1
2
) + 𝑓(𝑥𝑘+1)] =

1

2
𝑇𝑛 +

ℎ

2
⋅
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘+ 1
2
) =

1

2
(𝑇𝑛 +𝐻𝑛),

其中

𝐻𝑛 = ℎ ⋅
𝑛∑

𝑘=1

𝑓
(
𝑎+ (2𝑘 − 1)

𝑏− 𝑎

2𝑛

)
.

由此,定理得证. □

定理 2在本质上给出了一个良好的𝑇𝑛与𝑇2𝑛之

间的递推关系, 这个递推关系可以方便计算机编程,

理论上能够实现在计算机上求解𝑇𝑛、𝑇2𝑛的值.

定理 3 设𝑋(0) = {𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)},
𝑥(0)(𝑖) > 0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为原始序列, 并设其 1-

AGO累加序列为𝑥(1)(𝑘) = 𝐴e𝛼(𝑘−1) +𝐵,则有

𝛼 = ln
𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)
,

𝐴 =
𝑥(0)(𝑘)( 𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)

)𝑘−1(
1− 𝑥(0)(𝑘 − 1)

𝑥(0)(𝑘)

) ,

𝐵 = 𝑥(0)(𝑘1)−𝐴 =

𝑥(0)(𝑘1)− 𝑥(0)(𝑘)( 𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)

)𝑘−1(
1− 𝑥(0)(𝑘 − 1)

𝑥(0)(𝑘)

) .
称𝑥(1)(𝑡) = 𝐴e𝛼(𝑡−1) + 𝐵, 𝑡 ⩾ 1为 1-AGO动态序列

预测模型.

证证证明明明 因为

𝑥(0)(𝑘) = 𝑥(1)(𝑘)− 𝑥(1)(𝑘 − 1) =

𝐴e𝛼(𝑘−1) −𝐴e𝛼(𝑘−2) =

𝐴e𝛼(𝑘−1)(1− e−𝛼), (8)

所以

𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)
=

𝐴e𝛼(𝑘−1)(1− e−𝛼)

𝐴e𝛼(𝑘−2)(1− e−𝛼)
= e𝛼, (9)

对式 (9)两边取对数,得

𝛼 = ln
𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)
, (10)

由式 (8)得

𝐴 =
𝑥(0)(𝑘)

e𝛼(𝑘−1)(1− e−𝛼)
=

𝑥(0)(𝑘)

e
(𝑘−1) ln

𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘−1)

(
1− e

ln
𝑥(0)(𝑘−1)

𝑥(0)(𝑘)

) =

𝑥(0)(𝑘)( 𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)

)𝑘−1(
1− 𝑥(0)(𝑘 − 1)

𝑥(0)(𝑘)

) . (11)

由初值条件可以知道

𝑥(1)(𝑘1) = 𝑥(0)(𝑘1) = 𝐴e𝛼(𝑘1−𝑘1) +𝐵 = 𝐴+𝐵,

则

𝐵 = 𝑥(0)(𝑘1)−𝐴 =

𝑥(0)(𝑘1)− 𝑥(0)(𝑘)( 𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)

)𝑘−1

⋅
(
1− 𝑥(0)(𝑘 − 1)

𝑥(0)(𝑘)

) .
(12)

由此,定理得证. □

2.2 利利利用用用优优优化化化的的的背背背景景景值值值进进进行行行建建建模模模

Step 1: 利用定理 3中的 1-AGO动态序列预测模

型, 计算在区间 [𝑘, 𝑘 + 1]上𝑛等分点处的函数值 (即

𝑓(𝑎+ 𝑘ℎ)的值);

Step 2: 利用复化求积公式计算背景值

𝑧(1)(𝑘) =
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)(𝑡)d𝑡 =

ℎ

2

(
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 2

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑓(𝑎+ 𝑘 ⋅ ℎ)
)
;

Step 3: 利用定理 1计算GM(1,1)的时间响应序

列及其还原值的表达式,并进行预测.

3 算算算例例例分分分析析析

以 2002∼ 2011年的国家能源消费需求数据作
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为基本数据[17], 在能源消费需求预测中应用原始

GM(1,1)模型和优化背景值以后的GM (1,1) (以下简

称优化的GM(1,1)), 以比较两个模型的预测精度;以

2002∼ 2009年能源消费需求数据作为原始数据, 对

2010、2011两年的能源消费需求进行预测; 用 2010、

2011两年的实际数据作为检验数据.具体过程以区间

[1, 2]为例,每个区间插入 3个点将其平均分成 4份,其

他区间类似.

Step 1 计算𝛼.

𝛼 = ln
𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)
= ln

𝑥(0)(2)

𝑥(0)(1)
=

ln
18.38

15.93
= 0.143 1.

Step 2 计算𝐴.

𝐴 =
𝑥(0)(𝑘)( 𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)

)𝑘−1(
1− 𝑥(0)(𝑘 − 1)

𝑥(0)(𝑘)

) =

18.38(18.38
15.93

)2−1(
1− 15.93

18.38

) =

119.51.

Step 3 计算𝐵.

𝐵 = 𝑥(0)(𝑘1)−𝐴 = 15.93− 119.51 = −103.58.

Step 4 计算每个小区间的端点值,利用动态序

列模型𝑥(1)(𝑡) = 𝐴e𝛼(𝑡−1) +𝐵, 𝑡 ⩾ 1,即

𝑥(1)(𝑡) = 119.51e0.143 1(𝑡−1) − 103.58.

得

𝑥(1)(𝑡1) =

⎧⎨⎩
20.28, 𝑡1 = 5/4;

24.79, 𝑡1 = 6/4;

34.31, 𝑡1 = 7/4.

则有 𝑓(𝑎) = 𝑥(1)(1) = 15.93, 𝑓(𝑏) = 34.31.

Step 5 计算优化的背景值.

𝑧(1)(𝑘) =
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)(𝑡)d𝑡 ⇒

𝑧(1)(2) =
w 2

1
𝑥(1)(𝑡)d𝑡 =

ℎ

2

(
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 2

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑓(𝑎+ 𝑘 ⋅ ℎ)
)
=

15.93 + 34.31 + 2(20.28 + 24.79 + 29.47)

8
=

24.912 5.

同理得到

𝑧(1)(3) = 44.621 5, 𝑧(1)(4) = 67.978 4,

𝑧(1)(5) = 93.061 2, 𝑧(1)(6) = 121.173 5,

𝑧(1)(7) = 156.785 0, 𝑧(1)(8) = 183.495 0.

将上面的优化背景值代入GM(1,1)模型,得到模

拟预测值,见表 1.

表 1 能源消费需求预测比较

GM(1,1)模型 优化的GM(1,1)模型
年份 序号 原始数据/108t

模拟预测值/108t 相对误差/% 模拟预测值/108t 相对误差/%

2002 1 15.93 15.93 0.00 15.93 0.00

2003 2 18.38 19.75 7.50 19.83 7.88

2004 3 21.35 21.36 0.05 21.33 0.09

2005 4 23.60 23.10 2.12 22.94 0.67

2006 5 25.87 24.98 3.44 24.67 4.63

2007 6 28.00 27.02 3.5 26.53 5.25

2008 7 29.14 29.23 0.31 28.53 2.09

2009 8 30.66 31.61 3.09 30.68 0.07

2010 9 32.50 34.19 5.2 32.99 1.51

2011 10 34.80 36.98 6.26 35.48 1.95

平均相对误差/% 3.15 2.41

4 结结结 论论论

根据灰色系统建模理论,分析了原始GM(1,1)模

型的建模原理及传统的GM(1,1)模型预测误差的根

源,认为影响灰色系统建模精度的一个重要因素是背

景值构造.本文从积分的几何意义出发, 利用函数逼

近的思想,结合复化梯形公式, 提出了一种新的重构

背景值的方法.根据重构背景值的GM(1,1)模型,利用

2002∼ 2011年的能源消费需求数据进行模拟预测,证

明该模型能够显著提高预测精度.该背景值的构造具

有一定的理论意义和现实意义,能够使GM(1,1)模型

在实际应用中发挥更大的作用.
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