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摘 要: 针对不确定性系统提出一种非因果鲁棒学习控制方法. 该学习控制律的非因果学习部分通过标称系统的优

化指标得到,鲁棒部分通过设计鲁棒加权来实现. 首先,不考虑鲁棒部分的具体形式,推导出标称系统描述的学习控

制律的鲁棒收敛性条件;然后,设计与系统不确定性相关的鲁棒加权,由鲁棒收敛性条件得到鲁棒加权的设计原则;

最后,通过仿真实验验证了所提出方法的有效性,并分析了不同形式不确定性系统鲁棒设计的保守性.
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Abstract: A non-causal robust learning control method is presented for uncertain systems. According to the optimal index of

the nominal system, the non-causal learning part of the method is developed, and the robust part is determined by designing

robust weightings. Firstly, robust convergence conditions of learning control laws based on the nominal system are derived

when specific forms of the robust part are not considered. Then, robust weightings which are related to uncertainties of the

system are designed, and the method for designing robust weightings is drawn according to the robust convergence condition.

Finally, simulations are implemented for the validating effectiveness of the method, and the conservatism of robust design of

different uncertain systems is analyzed.
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0 引引引 言言言

迭代学习控制[1-2]用于改善重复性运动过程的动

态性能. Arimoto最初提出迭代学习控制的一个前提

是被控对象的动态特性不发生变化,然而实际上无法

保证对象特性在每个迭代周期内都严格一致. 因此,

针对不确定性系统的鲁棒迭代学习控制是有意义的.

鲁棒迭代学习控制的雏形是直接引入低通或者

带通形式的滤波器[3], 它简单易行, 虽然在一定程度

上保证了系统的鲁棒收敛性,但对系统的收敛性能有

明显的衰减.为了减小不确定性系统收敛性能的保守

性, 引入鲁棒控制的思想,构建学习控制律的鲁棒设

计框架, 通过鲁棒综合的方法来提高系统的性能.从

频域的角度看, 文献 [4-5]利用𝐻∞手段设计迭代学

习控制律,得到了因果学习律;文献 [6-7]尝试构建了

闭环鲁棒迭代学习控制律,然而兼顾反馈性能和收敛

性能是困难的. 从时域的角度看, Ahn等[8]另辟蹊径,

直接从系统脉冲响应的不确定性出发,构建了基于区

间不确定性的鲁棒迭代学习控制律,其形式简单, 但

适用范围有限;文献 [9-11]采用LMI方法分别设计了

不同的鲁棒学习控制律,然而不容易得到可行解.无

论是频域还是时域设计,通过鲁棒综合方法得到的学

习控制律几乎都是因果的,所以难以取得好的收敛性

能.

构建非因果的鲁棒迭代学习控制律对提高系统

性能有重要的意义.这类设计围绕着基于优化指标的

迭代学习控制律[12].文献 [13]分析了范数指标加权系

数对学习系统鲁棒性的影响,但只给出了鲁棒收敛性

条件,而缺少相应的鲁棒设计方法.本文不仅给出了

非因果鲁棒迭代学习控制律的鲁棒收敛性条件,并且

给出其设计方法.
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1 鲁鲁鲁棒棒棒迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制

鲁棒迭代学习控制是针对不确定性系统设计的

学习控制律,它要求系统在存在不确定性时满足一定

的鲁棒收敛性条件.此时, 系统的控制误差或控制量

趋于终值.若离散系统的采样周期为 d𝑇 ,系统输入为

𝑢 = [𝑢(0) 𝑢(1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑁 − 1)]T,

系统输出为

𝑦 = [𝑦(1) 𝑦(2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦(𝑁)]T,

则系统在有限长时间段 [0, (𝑁 − 1)d𝑇 ]的数学描述为

𝑦 = 𝑃0𝑢. (1)

其中

𝑃0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶𝐵 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐶𝐴𝐵 𝐶𝐵 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...

𝐶𝐴𝑁−1𝐵 𝐶𝐴𝑁−2𝐵 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶𝐵

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

这里𝐴、𝐵、𝐶为标称系统的状态阵. 此外, 不确定性

加权阵为𝑊 和Δ,则乘性不确定性系统𝑃 描述为

𝑃 = 𝑃0(𝐼 +𝑊Δ). (2)

下面探讨学习控制系统的鲁棒收敛性条件.不失

一般性,给出学习控制律的一般表达形式[2]

𝑢𝑖+1 = 𝑄(𝑢𝑖 + 𝐿𝑒𝑖). (3)

其中: 𝑢𝑖为第 𝑖步迭代周期的控制量, 𝑢𝑖+1为第 𝑖+1步

迭代周期的控制量, 𝐿为学习控制律, 𝑄为低通滤波

器.设学习律是因果的, 𝐿和𝑄都是下三角Toeplitz矩

阵形式.若令系统的参考输入为 𝑟,则系统的跟踪误差

为 𝑒𝑖 = 𝑟 − 𝑦𝑖.对于式 (3)描述的学习控制律,容易得

到系统的鲁棒收敛条件,如下所述.

引理 1 对于不确定性系统 (2)和学习控制律

(3),若系统的不确定性满足 ∥Δ∥2 < 1,则当系统满足

∥𝑄(𝐼 − 𝑃0𝐿− 𝑃0𝑊Δ𝐿)∥2 < 1时, 系统是鲁棒收敛

的.

证证证明明明 对于式 (3)描述的学习控制律,第 𝑖+ 1步

迭代周期的误差为

𝑒𝑖+1 = 𝑄(𝐼 − 𝑃𝐿)𝑒𝑖 + (𝐼 −𝑄)𝑟. (4)

令

𝑒𝑓 = (𝐼 −𝑄(𝐼 − 𝑃𝐿))−1(𝐼 −𝑄)𝑟, (5)

则

∥𝑒𝑖+1 − 𝑒𝑓∥2 =

∥𝑄(𝐼 − 𝑃0𝐿− 𝑃0𝑊Δ𝐿)∥2∥𝑒𝑖 − 𝑒𝑓∥2.
因此, 当 ∥𝑄(𝐼 − 𝑃0𝐿− 𝑃0𝑊Δ𝐿)∥2 < 1时, 系统是鲁

棒收敛的. □

若令𝐿 = 𝑃0
−1, 则得到如文献 [14]所述的鲁棒

收敛性条件 ∥𝑄𝑊∥2 < 1.然而,通过上述收敛性条件

无法得到完整的鲁棒学习控制律.在具体的实施过程

中需要反复地试凑,而在试凑过程得到的学习收敛律

可能是保守的.

本文的设计思路是通过优化指标得到相应的非

因果鲁棒学习控制律.虽然基于优化指标的学习控制

律被广泛研究,但更多地集中在鲁棒收敛性条件的分

析上, 鲜有文献给出针对一般不确定性 (例如乘性或

加性不确定性)系统的鲁棒设计结果.针对不确定性

系统的鲁棒优化问题为

min
𝑢𝑖+1

max
Δ

𝐽(Δ) =

min
𝑢𝑖+1

max
Δ

1

2
[𝑒T𝑖+1(Δ)𝑆𝑒𝑖+1(Δ)+

Λ𝑢T
𝑖+1𝑅Λ𝑢𝑖+1+𝑢T

𝑖+1𝑇𝑢𝑖+1]. (6)

其中

𝑒𝑖+1(Δ) = 𝑟 − 𝑃𝑢𝑖+1, Λ𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖.

若令𝑆 = 𝐼 , 𝑅 = 𝛼𝐼 , 𝑇 = 𝛽𝐼 , Δ = 0, 利用优化理论

∂𝐽(0)/∂𝑢𝑖+1, 结合式 (3)的描述形式, 给出针对标称

系统𝑃0的优化学习控制律⎧⎨⎩𝐿 = (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1𝑃T
0 ,

𝑄 = (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0 + 𝛽𝐼)−1(𝛼𝐼 + 𝑃T

0 𝑃0),
(7)

其中𝐿包含了𝑃0的转置形式, 即𝐿的主对角线上方

存在不为零的元素.此时,设 𝑘为系统的采样时刻,控

制量𝑢𝑖+1(𝑘)不仅与 𝑒𝑖(𝑘 − 1), 𝑒𝑖(𝑘 − 2), ⋅ ⋅ ⋅ 有关, 而

且与 𝑒𝑖(𝑘 + 1), 𝑒𝑖(𝑘 + 2), ⋅ ⋅ ⋅ 有关,学习控制律在时域

上是非因果的.当Δ ∕= 0时,选择相应的鲁棒加权将得

到针对一般不确定性系统的鲁棒迭代学习控制律,具

体设计将在下一节中展开.

2 非非非因因因果果果鲁鲁鲁棒棒棒学学学习习习控控控制制制

本节将针对两种不同形式的不确定性系统给出

非因果鲁棒学习控制律的收敛性条件,并通过收敛性

条件进一步推导出学习控制律的鲁棒设计结果.

2.1 乘乘乘性性性不不不确确确定定定性性性情情情况况况

首先给出乘性不确定性系统的鲁棒收敛性条件,

若不考虑滤波器𝑄的具体形式,得到如下引理.

引理 2 对于式 (2)所述的系统和式 (7)所述的

非因果学习律,当 ∥Δ∥2 < 1时,若系统满足 ∥𝑄𝑊∥2 <

1,则不确定性系统是鲁棒收敛的.

证证证明明明 对于式 (7)所述的非因果学习律

𝐿 = (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1𝑃T
0 ,

误差为

𝑒𝑖 = 𝑦𝑑 − 𝑃0(𝐼 +𝑊Δ)𝑢𝑖,

则
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𝑢𝑖+1 =

𝑄(𝑢𝑖 + (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 𝑒𝑖) =

𝑄(𝑢𝑖 − (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 𝑃0(𝐼 +𝑊Δ)𝑢𝑖)+

𝑄(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1𝑃T
0 𝑦𝑑. (8)

令

𝑢𝑓 =

(𝐼 −𝑄+𝑄(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 𝑃0(𝐼 +𝑊Δ))−1×

𝑄(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1𝑃T
0 𝑦𝑑,

则

𝛿𝑢𝑖+1 =

(𝑄(𝐼 − (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 𝑃0(𝐼 +𝑊Δ)))𝛿𝑢𝑖,

其中 𝛿𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 − 𝑢𝑓 . 得到不确定性系统的鲁棒收敛条

件

∥𝑄(𝐼 − (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 𝑃0(𝐼 +𝑊Δ))∥2 < 1. (9)

进一步,上述条件等价于

∥𝑄(𝛼𝐼 − 𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ)∥2 < ∥𝛼𝐼 + 𝑃T

0 𝑃0∥2. (10)

当 ∥𝑄𝑊∥2 < 1且 ∥Δ∥2 < 1时,有

∥𝑄𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ∥2 < ∥𝑃T

0 𝑃0∥2. (11)

由系统低通滤波器的特点和Toeplitz矩阵的性质得

∥𝑄𝛼∥2 + ∥𝑄𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ∥2 < 𝛼+ ∥𝑃T

0 𝑃0∥2, (12)

因而

∥𝑄(𝛼𝐼 − 𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ)∥2 < ∥𝑄𝛼∥2 + ∥𝑄𝑃T

0 𝑃0𝑊Δ∥2
成立,最终有

∥𝑄(𝛼𝐼 − 𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ)∥2 < ∥𝛼𝐼 + 𝑃T

0 𝑃0∥2. (13)

所以不确定性系统是鲁棒收敛的. □

引理 2给出了系统鲁棒收敛的充分不必要条件,

与上一节中基于系统逆的学习律收敛性条件是一致

的. 然而,在很多情况下上述条件可能是保守的.下面

将进一步给出非因果鲁棒学习控制律的设计结果.

定理 1 对于式 (2)所述的系统和式 (7)所述的

非因果学习律和滤波器表达形式,当 𝛽 =
1

4
∥𝑃0𝑊∥22,

且 ∥Δ∥2 < 1时,系统是鲁棒收敛的.

证证证明明明 根据引理 2, 考虑式 (7)所述的𝑄的加权

形式, 由 ∥𝑄(𝛼𝐼 − 𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ)∥2 < ∥𝛼𝐼 + 𝑃T

0 𝑃0∥2可
知,只要令

∥(𝛼𝐼 + 𝛽𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
(𝛼𝐼 − 𝑃T

0 𝑃0𝑊Δ)∥2 < 1

成立即可.当 𝛽 =
1

4
∥𝑃0𝑊∥22时,由范数性质得

∥𝑃T
0 𝑃0∥2 + 𝛽 > ∥𝑃T

0 𝑃0𝑊∥2. (14)

当 ∥Δ∥2 < 1时,又有

∥𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ∥2 < ∥𝑃T

0 𝑃0𝑊∥2 < ∥𝑃T
0 𝑃0∥2 + 𝛽. (15)

最终可以得到

∥𝛼𝐼 − 𝑃T
0 𝑃0𝑊Δ∥2 < ∥𝛼𝐼 + 𝛽𝐼 + 𝑃T

0 𝑃0∥2, (16)

因此系统是鲁棒收敛的. □

通过定理 1可以直接设计与乘性不确定性相关

的鲁棒加权,用于处理乘性不确定性系统的非因果鲁

棒学习控制问题.然而, 很多系统通过加性不确定性

的描述更为方便,造成的不确定性描述的保守性也更

小, 所以下面将针对加性不确定性系统进行分析,并

给出相应的设计结果.

2.2 加加加性性性不不不确确确定定定性性性情情情况况况

下面给出系统在加性不确定性情况下的设计结

果.若不确定性系统描述为

𝑃 = 𝑃0 +𝑊Δ, (17)

则加性不确定性系统的鲁棒收敛条件如下所述.

引理 3 对于式 (17)所述的系统和式 (7)所述的

非因果学习律, 当∥Δ∥2 < 1时, 若系统满足 ∥𝑊∥2 <

∥𝑃0∥2,则不确定性系统是鲁棒收敛的.

证证证明明明 对于非因果学习律 (7), 系统误差为 𝑒𝑖 =

𝑦𝑑 − (𝑃0 +𝑊Δ)𝑢𝑖,则

𝑢𝑖+1 =

𝑄(𝑢𝑖 + (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 𝑒𝑖) =

𝑄(𝐼 − (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 (𝑃0 +𝑊Δ))𝑢𝑖+

𝑄(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1𝑃T
0 𝑦𝑑. (18)

令

𝑢𝑓 =

(𝐼 −𝑄+𝑄(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 (𝑃0 +𝑊Δ))−1×

𝑄(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1𝑃T
0 𝑦𝑑, (19)

则

𝛿𝑢𝑖+1 =

𝑄(𝐼 − (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 (𝑃0 +𝑊Δ))𝛿𝑢𝑖, (20)

其中 𝛿𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 − 𝑢𝑓 . 得到不确定性系统的鲁棒收敛条

件

∥𝑄(𝐼 − (𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0)

−1
𝑃T
0 (𝑃0 +𝑊Δ))∥2 < 1. (21)

进一步,上述条件等价于

∥𝑄(𝛼𝐼 − 𝑃T
0 𝑊Δ)∥2 < ∥𝛼𝐼 + 𝑃T

0 𝑃0∥2. (22)

当 ∥𝑊∥2 < ∥𝑃0∥2且 ∥Δ∥2 < 1时, 由低通滤波器和

Toeplitz矩阵的性质可以得到

∥𝑄𝑃T
0 𝑊Δ∥2 < ∥𝑃T

0 𝑃0∥2. (23)

可以进一步得到不确定性系统是鲁棒收敛的. □

引理 3的收敛性条件与滤波器的设计无关,即当
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满足引理 3的条件时, 无论滤波器的带宽多大, 都不

会影响系统的鲁棒收敛性.当不满足引理 3的收敛性

条件时,通过上述引理可进一步得到系统的非因果鲁

棒学习控制律,如下所述.

定理 2 对于式 (17)所述的系统和式 (7)所述的

非因果学习控制律以及滤波器表达形式, 当 𝛽 =
1

4
∥𝑊∥22且 ∥Δ∥2 < 1时,不确定性系统是鲁棒收敛的.

证证证明明明 根据引理 3, 结合式 (7)描述的学习控制

律及滤波器,只要令

∥(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0 + 𝛽𝐼)

−1
(𝛼𝐼+

𝑃T
0 𝑃0)(𝛼𝐼 − 𝑃T

0 𝑊Δ)∥2 <

∥𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0∥2

成立即可.当 𝛽 =
1

4
∥𝑊∥22时,由范数性质得

1

4
∥𝑊∥22 + ∥𝑃0∥22 > ∥𝑃0𝑊∥2. (24)

当 ∥Δ∥2 < 1时,进一步可以得到

∥(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0 + 𝛽𝐼)∥2 > ∥(𝛼𝐼 + 𝑃0𝑊Δ)∥2. (25)

进而,如下关系

∥(𝛼𝐼 + 𝑃T
0 𝑃0 + 𝛽𝐼)

−1
(𝛼𝐼 − 𝑃T

0 𝑊Δ)∥2 < 1

成立,因此系统是鲁棒收敛的. □

加性不确定性系统的鲁棒收敛性条件与乘性不

确定性有明显的不同,因为其鲁棒收敛性条件与𝑄的

设计无关, 所以无法通过鲁棒分析的手段得到相应

的设计结果.当系统的加性不确定性不满足引理 3时,

只能通过鲁棒设计的手段来得到鲁棒学习控制律.对

上述设计结果的验证将在下一节中展开.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

3.1 乘乘乘性性性不不不确确确定定定性性性情情情况况况

对上述鲁棒迭代学习控制律加以验证. 若某直线

运动平台的标称闭环系统𝑃2及乘性不确定性𝑊1的

频域描述分别为⎧⎨⎩

𝑃2(𝑧) =

0.005 621 8(𝑧 − 0.981 2)(𝑧 − 0.912)

(𝑧2 − 1.969𝑧 + 0.969 9)(𝑧2 − 1.843𝑧 + 0.859 3)
,

𝑊1(𝑧) =
1.047 2(𝑧2 − 2𝑧 + 0.999 9)

𝑧2 − 1.546𝑧 + 0.676 1
.

(26)

令闭环系统𝑃2的Markov矩阵表达形式为𝑃0,

乘性不确定性𝑊1的Markov表达形式为𝑊𝑑.由引理

2的收敛性条件, 不妨令𝛼 = 1, 采用二分法确定滤

波器𝑄的鲁棒加权 𝛽, 将该方法称为鲁棒分析法 1.

当𝛽 = 0.505时, ∥𝑄𝑊𝑑∥2 = 0.997 5,满足鲁棒收敛性

条件. 若系统的参考轨迹为S曲线, 此时系统跟踪误

差的 2范数沿迭代周期的特性如图 1所示,系统是鲁

棒收敛的,在第 20步迭代周期内的误差 2范数的最大

值为 3.48× 10−5 m.
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图 1 鲁棒分析法 1的误差 2范数

为了便于对比,令𝛼不变,利用定理 1的“鲁棒设

计法 1”可以得到系统的鲁棒加权

𝛽 =
1

4
∥𝑃0𝑊𝑑∥22 = 9.772 2× 10−4.

此时, 系统跟踪误差 2范数的收敛特性如图 2所示.

系统是鲁棒收敛的, 系统跟踪误差 2范数的最大值

为 1.27 × 10−6 m. 因此, 采用鲁棒设计法 1的跟踪性

能要明显优于鲁棒分析法 1,鲁棒分析的方法具有明

显的设计保守性.
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图 2 鲁棒设计法 1的误差 2范数

3.2 加加加性性性不不不确确确定定定性性性情情情况况况

对于相同的标称被控对象,若系统存在加性不确

定性,不失一般性,将 3.1节的乘性不确定性转化为加

性不确定性,则加性不确定性𝑊2的频域描述为

𝑊2(𝑧) =

0.005 887(𝑧 − 0.981 2)(𝑧 − 0.912)

(𝑧2 − 1.969𝑧 + 0.969 9)(𝑧2 − 1.843𝑧 + 0.859 3)
×

(𝑧2 − 2𝑧 + 0.999 9)

(𝑧2 − 1.546𝑧 + 0.676 1)
. (27)

令𝑊2的Markov表达形式为𝑊𝑎, 根据引理 3判

断系统是否满足收敛性要求. 经过计算得知,系统满

足鲁棒收敛性条件, 即无论鲁棒加权 𝛽多大, 系统都

是鲁棒收敛的.这也说明了在相同的不确定性下, 采

用加性不确定描述时, 系统设计的保守性更小.为验

证定理 2,将加性不确定性放大,使之不满足引理 3的

收敛性条件.此时,加性不确定性𝑊3的频域描述为

𝑊3(𝑧) =
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0.117 7(𝑧 − 0.981 2)(𝑧 − 0.912)

(𝑧2 − 1.969𝑧 + 0.969 9)(𝑧2 − 1.843𝑧 + 0.859 3)
×

(𝑧2 − 2𝑧 + 0.999 9)

(𝑧2 − 1.546𝑧 + 0.676 1)
. (28)

令不确定性𝑊3的Markov表达形式为𝑊𝑏, 此时

∥𝑊𝑏∥2 = 1.25 > ∥𝑃0∥2, 即不满足引理 3的收敛性条

件. 利用定理 2的“鲁棒设计法 2”设计系统的鲁棒加

权

𝛽 =
1

4
∥𝑊𝑏∥22 = 0.39,

则得到的系统误差 2范数如图 3所示. 此时,系统是鲁

棒收敛的,仿真结果验证了定理 2的有效性.
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图 3 鲁棒设计法 2的误差 2范数

4 结结结 论论论

本文提出了一种不确定性系统的非因果鲁棒学

习控制设计方法,通过标称系统和鲁棒加权来描述非

因果鲁棒学习控制律.根据不确定性的形式分别给出

了不同的鲁棒收敛性条件和鲁棒加权设计原则,并将

其分别应用于加性和乘性不确定性系统.仿真结果验

证了该方法的可行性.
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