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摘 要: 研究参数变化速率有界的网络化多胞型系统的变增益𝐻∞控制问题.采用时滞状态增广方法处理状态传输

时延,得到切换多胞型系统模型;考虑参数变化速率约束与参数传输时延影响,给出对当前参数、次刻参数和时滞参

数三元组的多胞描述方法;进而基于参数依赖切换Lyapunov函数方法给出变增益𝐻∞控制器的LMI设计准则.该方

法将已有结果推广至包含网络传输时延的情形,具有较低的保守性. 仿真实例表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: The problem of gain-scheduled 𝐻∞ control for networked polytopic systems with bounded rates of parameter

variations is investigated. The state transmission delays are handled via state augmentation technique so that a switched

polytopic system model is obtained. Considering the bounded variation rates and the parameter transmission delays, a vector

polytope model is achieved to describe the triplet of the current, the forthcoming and the delayed parameters. By means

of switched parameter-dependent Lyapunov functions, the design criterion of the gain-scheduled 𝐻∞ controller is given in

terms of LMIs. The presented method extends existing results for polytopic systems to allow for network-induced delays and

qualifies relatively lower conservativeness. A simulation example shows the effectiveness of the proposed approach.
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0 引引引 言言言

多胞型系统是指系统参数矩阵取值于由若干顶

点矩阵所构成的矩阵多胞的参数时变系统.作为一类

重要的线性变参数 (LPV)系统,多胞型系统以其良好

的分析性质受到了控制工程领域的广泛关注,相关理

论方法已在机器人、高超声速飞行器等复杂动力学系

统的控制中得到应用[1-2].

考虑到实际物理系统在正常运行情况下通常不

会发生参数突变,即系统参数变化速率有界,此时,若

基于参数任意快变条件下的理论结果[3]对多胞型系

统进行分析与综合将会引入较大的保守性.针对这一

问题,众多学者采用多胞建模方法处理有界参数变化

速率, 得到了适用于速率有界多胞型系统的理论方

法. 在连续系统方面, Geromel等[4]和Chesi等[5]提出

了对有界参数变化速率的多胞描述方法, 并分别基

于多胞型和齐次多项式型的参数依赖Lyapunov函数,

给出了低保守性的稳定性条件.对于离散系统,由于

其参数变化速率隐式地依赖于系统参数本身,其建模

方法较之连续系统更为复杂. Oliveira等[6]基于解析

几何方法系统地给出了离散时间速率有界参数的多

胞建模步骤,并在此基础上完成了系统稳定性分析与

镇定控制. De Caigny等[7-8]沿用文献 [6]的模型描述

方法, 进一步探讨了多胞型系统的变增益输出反馈

𝐻2/𝐻∞控制问题.

目前,控制系统的网络化集成正逐步取代传统的

点到点连接方式, 已成为工业控制领域的新标准.关
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于网络化控制系统 (NCSs)的研究虽已持续多年[9-10],

但针对网络化多胞型系统的工作却鲜有报道.对于多

胞型系统,共享网络的引入不仅会诱发状态时滞, 还

可能导致控制器与被控对象间的参数异步现象,这使

得有关速率有界多胞型系统的理论结果难以直接推

广至包含网络时延的情形.

本文针对参数变化速率有界的网络化多胞型系

统, 研究其变增益𝐻∞控制器的设计方法. 首先针对

状态时滞影响, 基于状态增广方法得到无时滞的切

换多胞型系统模型; 然后考虑参数速率约束与参数

异步现象, 采用解析几何方法给出对当前参数、次

刻参数和时滞参数三元组的多胞描述方法; 最后, 基

于参数依赖切换Lyapunov函数方法给出保证闭环系

统𝐻∞性能的变增益控制器设计准则.

1 系系系统统统建建建模模模与与与问问问题题题描描描述述述

1.1 网网网络络络化化化多多多胞胞胞型型型系系系统统统的的的建建建模模模

考虑图 1所示的网络化多胞型系统模型.
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图 1 网络化多胞型系统结构

广义被控对象为如下离散时间多胞型系统:{
𝑥𝑘+1 = 𝐴(𝜃𝑘)𝑥𝑘 +𝐵(𝜃𝑘)𝑢𝑘 + 𝐸(𝜃𝑘)𝜔𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐶(𝜃𝑘)𝑥𝑘 +𝐷(𝜃𝑘)𝑢𝑘 + 𝐹 (𝜃𝑘)𝜔𝑘.
(1)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑥为系统状态; 𝑢𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑢为控制输入;

𝜔𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝜔为扰动输入; 𝑧𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑧为被调输出; 𝜃𝑘 =

[ 𝜃1,𝑘 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃𝑁,𝑘 ]T为时变的参数向量, 取值于如下𝑁

维单位单形体:

Λ𝑁 :=
{
𝜆 ∈ 𝑹𝑁 :

∑
𝑙∈Γ𝑁

𝜆𝑙 = 1;𝜆𝑙 ⩾ 0, 𝑙 ∈ Γ𝑁

}
,

Γ𝑁 :={1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}; 𝐴(𝜃𝑘), 𝐵(𝜃𝑘), 𝐶(𝜃𝑘), 𝐷(𝜃𝑘), 𝐸(𝜃𝑘),

𝐹 (𝜃𝑘)为适当维数的参数依赖矩阵且满足[
𝐴(𝜃𝑘) 𝐵(𝜃𝑘) 𝐸(𝜃𝑘)

𝐶(𝜃𝑘) 𝐷(𝜃𝑘) 𝐹 (𝜃𝑘)

]
=

∑
𝑙∈Γ𝑁

𝜃𝑙,𝑘

[
𝐴𝑙 𝐵𝑙 𝐸𝑙

𝐶𝑙 𝐷𝑙 𝐹𝑙

]
,

𝐴𝑙, 𝐵𝑙, 𝐶𝑙, 𝐷𝑙, 𝐸𝑙, 𝐹𝑙, 𝑙 ∈ Γ𝑁为适当维数的已知矩阵.

假定图 1所示闭环系统各环节均采用时钟驱动

方式且时钟同步,传感器与控制器之间基于共享网络

实现数据传输.网络的引入导致传感器控制器通道存

在传输时延, 假设参数向量传输时延 𝑑𝑘和状态向量

传输时延 𝜏𝑘分别满足 0 ⩽ 𝑑𝑘 ⩽ 𝑑和 0 ⩽ 𝜏𝑘 ⩽ 𝜏 ,其中

𝑑 ⩾ 0, 𝜏 ⩾ 0为时延上界.在不引起混淆的情况下,分

别采用 𝑑和 𝜏表示 𝑑𝑘和 𝜏𝑘.

考虑网络时延的影响,采用如下依赖于时滞参数

𝜃𝑘−𝑑和状态时延 𝜏的变增益状态反馈控制器:

𝑢𝑘 = 𝐾(𝜃𝑘−𝑑, 𝜏)𝑥𝑘−𝜏 . (2)

令 𝜉𝑘 = [ 𝑥T
𝑘 𝑥T

𝑘−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥T
𝑘−𝜏

]T, 由式 (1)和 (2)

得到如下闭环系统:{
𝜉𝑘+1 = 𝐴cl(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑, 𝜏)𝜉𝑘 + 𝐸̄(𝜃𝑘)𝜔𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐶cl(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑, 𝜏)𝜉𝑘 + 𝐹 (𝜃𝑘)𝜔𝑘.
(3)

其中

𝐴cl(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑, 𝜏) = 𝐴(𝜃𝑘) + 𝐵̄(𝜃𝑘)𝐾(𝜃𝑘−𝑑, 𝜏)𝐻(𝜏),

𝐶cl(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑, 𝜏) = 𝐶(𝜃𝑘) + 𝐷̄(𝜃𝑘)𝐾(𝜃𝑘−𝑑, 𝜏)𝐻(𝜏),[
𝐴(𝜃𝑘) 𝐵̄(𝜃𝑘) 𝐸̄(𝜃𝑘)

𝐶(𝜃𝑘) 𝐷̄(𝜃𝑘) 𝐹 (𝜃𝑘)

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴(𝜃𝑘) 0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐵(𝜃𝑘) 𝐸(𝜃𝑘)

𝐼 0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0

0 𝐼 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐼 0 0 0

𝐶(𝜃𝑘) 0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐷(𝜃𝑘) 𝐹 (𝜃𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐻(𝜏) = [ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐼 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 ]︸ ︷︷ ︸
𝐼位于第 (𝜏 + 1)块

.

定义切换信号𝜎𝑘 := 𝜏 + 1,显然有𝜎𝑘 ∈ Γ𝐿,其中

𝐿 = 𝜏 + 1. 记𝐾𝜎(𝜃𝑘−𝑑) = 𝐾(𝜃𝑘−𝑑, 𝜏), 𝐻𝜎 = 𝐻(𝜏),则

控制器 (2)转化为如下参数依赖的静态输出反馈切换

控制器:

𝑢𝑘 = 𝐾𝜎(𝜃𝑘−𝑑)𝐻𝜎𝜉𝑘; (4)

相应地,闭环系统 (3)转化为如下切换多胞型系统:{
𝜉𝑘+1 = 𝐴cl,𝜎(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑)𝜉𝑘 + 𝐸̄(𝜃𝑘)𝜔𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐶cl,𝜎(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑)𝜉𝑘 + 𝐹 (𝜃𝑘)𝜔𝑘.
(5)

其中: 𝐴cl,𝜎(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑) = 𝐴(𝜃𝑘) + 𝐵̄(𝜃𝑘)𝐾𝜎(𝜃𝑘−𝑑)𝐻𝜎,

𝐶cl,𝜎(𝜃𝑘, 𝜃𝑘−𝑑) = 𝐶(𝜃𝑘) + 𝐷̄(𝜃𝑘)𝐾𝜎(𝜃𝑘−𝑑)𝐻𝜎.

注注注 1 通过状态增广将有界时滞系统处理为无

时滞切换系统, 便于应用切换Lyapunov函数方法处

理时滞系统问题. 其优势在于: 1) 切换Lyapunov函

数在形式上较Lyapunov-Krasovskii泛函更具一般性,

因而可导出具有更低保守性的分析结果[11-12]; 2) 与

Lyapunov-Krasovskii泛函相比,切换Lyapunov函数不

包含积分项和重积分项, 从而更易于结合参数依赖

Lyapunov函数方法处理时变系统问题.

1.2 速速速率率率有有有界界界时时时变变变参参参数数数的的的多多多胞胞胞描描描述述述

对于任意整数𝜅,以Δ𝜅𝜃𝑙,𝑘表示时变参数 𝜃𝑙,𝑘, 𝑙 ∈
Γ𝑁的𝜅拍前向增量,即

Δ𝜅𝜃𝑙,𝑘 := 𝜃𝑙,𝑘+𝜅 − 𝜃𝑙,𝑘. (6)

假定Δ1𝜃𝑙,𝑘具有幅值上界 𝑎 ∈ (0, 1],则Δ𝜅𝜃𝑙,𝑘满足
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−∣𝜅∣𝑎 ⩽ Δ𝜅𝜃𝑙,𝑘 ⩽ ∣𝜅∣𝑎. (7)

为便于表述, 分别将 𝜃𝑘、𝜃𝑘+1和 𝜃𝑘−𝑑简记为 𝜃、

𝜃+和 𝜃−.对于 𝑑 = 0, 0 < 𝑑 < 𝑎−1 − 1, 𝑑 = 𝑎−1 − 1,

𝑎−1− 1 < 𝑑 < 𝑎−1以及 𝑑 ⩾ 𝑎−1等情况, (𝜃, 𝜃+, 𝜃−)所

对应的多胞顶点集各不相同, 以下仅针对 0 < 𝑑 <

𝑎−1 − 1的情况给出具体建模步骤, 其他情况下的处

理方式类同.

由 𝜃𝑘 ∈ Λ𝑁 , ∀ 𝑘 ∈ 𝑁可知

−𝜃𝑙,𝑘 ⩽ Δ𝜅𝜃𝑙,𝑘 ⩽ 1− 𝜃𝑙,𝑘. (8)

分别以ℱ(⋅)和Co{⋅}表示变量值域和向量多
胞.容易得到,式 (7)和 (8)约束下 [ 𝜃𝑙,𝑘 Δ1𝜃𝑙,𝑘 ]T的多

胞描述为

ℱ([ 𝜃𝑙,𝑘 Δ1𝜃𝑙,𝑘 ]T
)
= Co

{
𝑣+𝑖 , 𝑖 ∈ Γ6

}
,

[ 𝑣+1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣+6 ] =

[
0 0 𝑎 1− 𝑎 1 1

0 𝑎 −𝑎 𝑎 0 −𝑎

]
. (9)

仿照式 (9)的推导过程可以得到对 [ 𝜃𝑙,𝑘 Δ−𝑑𝜃𝑙,𝑘 ]T的

多胞描述,即

ℱ([ 𝜃𝑙,𝑘 Δ−𝑑𝜃𝑙,𝑘 ]T
)
= Co

{
𝑣−𝑖 , 𝑖 ∈ Γ6

}
,

[ 𝑣−1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣−6 ] =

[
0 0 𝑑𝑎 1− 𝑑𝑎 1 1

0 𝑑𝑎 −𝑑𝑎 𝑑𝑎 0 −𝑑𝑎

]
. (10)

对式 (9)中的多胞顶点集 {𝑣+𝑖 , 𝑖 ∈ Γ6}进行冗余
扩张,增加 𝜃𝑙,𝑘 ∈ {𝑑𝑎, 1− 𝑑𝑎}情况下的多胞顶点

[ 𝑣+7 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣+10 ] =

[
𝑑𝑎 𝑑𝑎 1− 𝑑𝑎 1− 𝑑𝑎

−𝑎 𝑎 −𝑎 𝑎

]
. (11)

同理, 对式 (10)中的多胞顶点集 {𝑣−𝑖 , 𝑖 ∈ Γ6}进
行扩张,得到 𝜃𝑙,𝑘 ∈ {𝑎, 1− 𝑎}情况下的冗余多胞顶点

[ 𝑣−7 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣−10 ] =

[
𝑎 𝑎 1− 𝑎 1− 𝑎

−𝑎 𝑑𝑎 −𝑑𝑎 𝑎

]
. (12)

对 {𝑣+𝑖 , 𝑖 ∈ Γ10}和 {𝑣−𝑖 , 𝑖 ∈ Γ10}中具有相同 𝜃𝑙, 𝑘

值的向量进行组合,即得到 [ 𝜃𝑙,𝑘 Δ1𝜃𝑙,𝑘 Δ−𝑑𝜃𝑙,𝑘 ]T对

应的多胞顶点向量

[ 𝑣1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣16 ] =⎡⎢⎣ 0 0 0 0 𝑎 𝑎 𝑑𝑎 𝑑𝑎 1− 𝑑𝑎

0 0 𝑎 𝑎 −𝑎 −𝑎 −𝑎 𝑎 −𝑎
0 𝑑𝑎 0 𝑑𝑎 −𝑎 𝑑𝑎 −𝑑𝑎 −𝑑𝑎 𝑑𝑎

→

←
1− 𝑑𝑎 1− 𝑎 1− 𝑎 1 1 1 1

𝑎 𝑎 𝑎 −𝑎 −𝑎 0 0

𝑑𝑎 −𝑑𝑎 𝑎 −𝑑𝑎 0 −𝑑𝑎 0

⎤⎥⎦ .

由式 (6)可知, [ 𝜃𝑙,𝑘 𝜃𝑙,𝑘+1 𝜃𝑙,𝑘−𝑑 ]T对应的多胞

顶点向量为

{𝑇𝑣𝑖, 𝑖 ∈ Γ16}, 𝑇 =

⎡⎢⎣ 1 0 0

1 1 0

1 0 1

⎤⎥⎦ .

对ℱ([ 𝜃𝑙,𝑘 𝜃𝑙,𝑘+1 𝜃𝑙,𝑘−𝑑 ]T) (𝑙 ∈ Γ𝑁 )求笛卡尔积,并

去除不满足 𝜃𝑘, 𝜃𝑘+1, 𝜃𝑘−𝑑 ∈ Λ𝑁的顶点向量, 即可得

到

ℱ([ 𝜃T 𝜃T+ 𝜃T− ]T
)
= Co

{
[ 𝑓T

𝑖 𝑔T𝑖 ℎT
𝑖 ]T, 𝑖 ∈ Γ𝑀

}
. (13)

其中: 𝑓𝑖, 𝑔𝑖, ℎ𝑖 ∈ 𝑹𝑁 ; 𝑀为多胞顶点个数. 式 (13)表

明, 对于任意 𝑘 ∈ 𝑵 , 必存在𝜇 = [𝜇1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜇𝑀 ]T ∈
Λ𝑀 ,满足

(𝜃, 𝜃+, 𝜃−) =
∑
𝑖∈Γ𝑀

𝜇𝑖(𝑓𝑖, 𝑔𝑖, ℎ𝑖). (14)

注注注 2 需要指出,尽管基于文献 [6]容易得到对

(𝜃𝑘, 𝜃𝑘+1)二元组的多胞描述,然而将其推广到 (𝜃, 𝜃+,

𝜃−)的情况却并不直接. 本文基于式 (11)和 (12)的冗

余顶点扩张技巧给出对 (𝜃, 𝜃+, 𝜃−)三元组的多胞描

述.如式 (14)所示, (𝜃, 𝜃+, 𝜃−)的多胞化表示实现了将

变化速率有界约束下的 3个𝑁维参数向量 𝜃、𝜃+和

𝜃−映射为无约束的单个𝑀维参数向量𝜇, 这为有限

维LMI设计准则的推导奠定了基础.

定定定义义义 1 给定 𝛾 > 0, 若闭环系统 (5)对于任

意切换信号𝜎和所有容许的参数变化过程 𝜃, 满足:

1) 系统渐近稳定; 2) 零初始条件下,
∞∑
𝑘=0

𝑧T𝑘 𝑧𝑘 ⩽

𝛾2
∞∑
𝑘=0

𝜔T
𝑘 𝜔𝑘对于任意𝜔 ∈ 𝑙2[0,∞)成立. 则称闭环

系统 (5)渐近稳定且满足𝐻∞性能指标 𝛾.

本文的目的是: 设计参数依赖的静态输出反馈切

换控制器 (4),使得切换多胞型系统 (5)渐近稳定且满

足给定的𝐻∞性能指标 𝛾.

2 主主主要要要结结结果果果

引引引理理理 1 给定 𝛾>0, 若存在参数依赖的正定矩

阵𝑋𝑝(𝜆)∈𝑹𝐿𝑛𝑥×𝐿𝑛𝑥 ,矩阵𝐺𝑝(𝜆)∈𝑹𝐿𝑛𝑥×𝐿𝑛𝑥 , 𝜆∈Λ𝑁 ,

𝑝∈Γ𝐿,使得对于任意 (𝑝, 𝑞)∈Γ𝐿 × Γ𝐿,满足⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑋𝑞(𝜃+) 0 𝐴cl,𝑝(𝜃, 𝜃−)𝐺𝑝(𝜃−) 𝐸̄(𝜃)

∗ −𝐼 𝐶cl,𝑝(𝜃, 𝜃−)𝐺𝑝(𝜃−) 𝐹 (𝜃)

∗ ∗ Ξ 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦< 0, (15)

其中Ξ = 𝑋𝑝(𝜃)−𝐺𝑝(𝜃−)−𝐺𝑝(𝜃−)T,则闭环系统 (5)

渐近稳定且满足𝐻∞性能指标 𝛾.

证证证明明明 由𝑋𝑝(𝜃) > 0可得

−𝐺𝑝(𝜃−)T𝑋𝑝(𝜃)
−1𝐺𝑝(𝜃−) ⩽

𝑋𝑝(𝜃)−𝐺𝑝(𝜃−)−𝐺𝑝(𝜃−)T. (16)

结合式 (15)和 (16)有⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑋𝑞(𝜃+) 0 𝐴cl,𝑝(𝜃, 𝜃−)𝐺𝑝(𝜃−) 𝐸̄(𝜃)

∗ −𝐼 𝐶cl,𝑝(𝜃, 𝜃−)𝐺𝑝(𝜃−) 𝐹 (𝜃)

∗ ∗ Ξ̄ 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦< 0, (17)
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其中 Ξ̄ = −𝐺𝑝(𝜃−)T𝑋𝑝(𝜃)
−1𝐺𝑝(𝜃−).

由式 (15)有𝑋𝑝(𝜃)−𝐺𝑝(𝜃−)−𝐺𝑝(𝜃−)−1 < 0,从

而可知𝐺𝑝(𝜃−)非奇异.采用 diag{𝐼, 𝐼,𝐺𝑝(𝜃−)−1, 𝐼}对
式 (17)两端进行合同变换,得⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑋𝑞(𝜃+) 0 𝐴cl,𝑝(𝜃, 𝜃−) 𝐸̄(𝜃)

∗ −𝐼 𝐶cl,𝑝(𝜃, 𝜃−) 𝐹 (𝜃)

∗ ∗ −𝑋𝑝(𝜃)
−1 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦< 0. (18)

为闭环系统 (5)选取参数依赖切换Lyapunov函

数𝑉𝜎(𝜉𝑘, 𝜃) = 𝜉T𝑘 𝑋𝜎(𝜃)
−1𝜉𝑘, 由式 (18)容易证得系统

(5)渐近稳定且满足𝐻∞性能指标 𝛾. □
引理 1给出了保证闭环系统 (5)渐近稳定且满足

给定𝐻∞性能的参数依赖矩阵不等式条件,但其所涉

矩阵变量为无穷维,故无法直接用于控制综合.基于

(𝜃, 𝜃+, 𝜃−)的多胞描述,下面的定理给出了控制器 (4)

的有限维LMI设计准则.

定定定理理理 1 给定 𝛾 > 0, 若存在正定矩阵𝑋𝑝,𝑙 ∈
𝑹𝐿𝑛𝑥×𝐿𝑛𝑥 ,矩阵𝑈𝑝,𝑙 ∈ 𝑹𝑛𝑢×𝑛𝑥 ,特定结构矩阵𝐺𝑝,𝑙 ∈
𝑹𝐿𝑛𝑥×𝐿𝑛𝑥 , (𝑝, 𝑙)∈ Γ𝐿 × Γ𝑁 , 以及矩阵Ψ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 ∈𝑹𝑛Ψ ,

𝑛Ψ = 2𝐿𝑛𝑥 + 𝑛𝜔 + 𝑛𝑧 , (𝑝, 𝑞) ∈ Γ𝐿 × Γ𝐿, 1 ⩽ 𝑖 <

𝑗 ⩽ 𝑀 ,使得对于任意 (𝑝, 𝑞) ∈ Γ𝐿 × Γ𝐿, 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽
𝑀 ,如下线性矩阵不等式成立:

Φ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 + Φ𝑝,𝑞,𝑗,𝑖 ⩽ Ψ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 +ΨT
𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 , (19)

Ψ𝑝,𝑞 :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Φ𝑝,𝑞,1,1 Ψ𝑝,𝑞,1,2 ⋅ ⋅ ⋅ Ψ𝑝,𝑞,1,𝑀

∗ . . . . . .
...

∗ ∗ . . . Ψ𝑝,𝑞,𝑀−1,𝑀

∗ ∗ ∗ Φ𝑝,𝑞,𝑀,𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦< 0. (20)

则保证闭环系统 (5)渐近稳定且满足𝐻∞性能指标 𝛾

的控制器增益为

𝐾𝑝(𝜆) =
( ∑

𝑙∈Γ𝑁

𝜆𝑙𝑈𝑝,𝑙

)( ∑
𝑙∈Γ𝑁

𝜆𝑙𝐺
𝑝,𝑝
𝑝,𝑙

)−1

,

𝜆 ∈ Λ𝑁 , 𝑝 ∈ Γ𝐿. (21)

式 (19)中

Φ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑋𝑞(𝑔𝑖) 0 Φ1,3

𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 𝐸̄(𝑓𝑖)

∗ −𝐼 Φ2,3
𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 𝐹 (𝑓𝑖)

∗ ∗ Φ3,3
𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Φ1,2
𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 = 𝐴(𝑓𝑖)𝐺𝑝(ℎ𝑗) + 𝐵̄(𝑓𝑖)𝑈𝑝(ℎ𝑗)𝐻𝑝,

Φ2,3
𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 = 𝐶(𝑓𝑖)𝐺𝑝(ℎ𝑗) + 𝐷̄(𝑓𝑖)𝑈𝑝(ℎ𝑗)𝐻𝑝,

Φ3,3
𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 = 𝑋𝑝(𝑓𝑖)−𝐺𝑝(ℎ𝑖)−𝐺𝑝(ℎ𝑖)

T,

(𝑋𝑝(𝜆), 𝐺𝑝(𝜆), 𝑈𝑝(𝜆)) =∑
𝑙∈Γ𝑁

𝜆𝑙(𝑋𝑝,𝑙, 𝐺𝑝,𝑙, 𝑈𝑝,𝑙), ∀𝜆 ∈ Λ𝑁 .

这里,矩阵变量𝐺𝑝,𝑙满足如下结构:

𝐺𝑝,𝑙 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐺1,1
𝑝,𝑙 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐺1,𝐿

𝑝,𝑙
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

𝐺𝑝−1,1
𝑝,𝑙 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐺𝑝−1,𝐿

𝑝,𝑙

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐺𝑝,𝑝
𝑝,𝑙 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐺𝑝+1,1
𝑝,𝑙 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐺𝑝+1,𝐿

𝑝,𝑙
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

𝐺𝐿,1
𝑝,𝑙 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐺𝐿,𝐿

𝑝,𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (22)

证证证明明明 定义

𝐺ℎ
𝑝(𝜇) =

∑
𝑖∈Γ𝑀

𝜇𝑖𝐺𝑝(ℎ𝑖), 𝑈
ℎ
𝑝 (𝜇) =

∑
𝑖∈Γ𝑀

𝜇𝑖𝑈𝑝(ℎ𝑖),

𝑋𝑔
𝑝 (𝜇) =

∑
𝑖∈Γ𝑀

𝜇𝑖𝑋𝑝(𝑔𝑖), 𝑋
𝑓
𝑝 (𝜇) =

∑
𝑖∈Γ𝑀

𝜇𝑖𝑋𝑝(𝑓𝑖),

[
𝐴𝑓 (𝜇) 𝐵̄𝑓 (𝜇) 𝐸̄𝑓 (𝜇)

𝐶𝑓 (𝜇)𝐷̄𝑓 (𝜇)𝐹 𝑓 (𝜇)

]
=

∑
𝑖∈Γ𝑀

𝜇𝑖

[
𝐴(𝑓𝑖) 𝐵̄(𝑓𝑖) 𝐸̄(𝑓𝑖)

𝐶(𝑓𝑖)𝐷̄(𝑓𝑖)𝐹 (𝑓𝑖)

]
,

Φ𝑝,𝑞(𝜇) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑋𝑔

𝑞 (𝜇) 0 Φ1,3
𝑝,𝑞 𝐸̄𝑓 (𝜇)

∗ −𝐼 Φ2,3
𝑝,𝑞 𝐹 𝑓 (𝜇)

∗ ∗ Φ3,3
𝑝,𝑞 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

其中

Φ1,3
𝑝,𝑞 (𝜇) = 𝐴𝑓 (𝜇)𝐺ℎ

𝑝(𝜇) + 𝐵̄𝑓 (𝜇)𝑈ℎ
𝑝 (𝜇)𝐻𝑝,

Φ2,3
𝑝,𝑞 (𝜇) = 𝐶𝑓 (𝜇)𝐺ℎ

𝑝(𝜇) + 𝐷̄𝑓 (𝜇)𝑈ℎ
𝑝 (𝜇)𝐻𝑝,

Φ3,3
𝑝,𝑞 (𝜇) = 𝑋𝑓

𝑝 (𝜇)−𝐺ℎ
𝑝(𝜇)−𝐺ℎ

𝑝(𝜇)
T.

显然有

Φ𝑝,𝑞(𝜇) =

𝑀∑
𝑖=1

𝜇2
𝑖Φ𝑝,𝑞,𝑖,𝑖 +

𝑀−1∑
𝑖=1

𝑀∑
𝑗=𝑖+1

𝜇𝑖𝜇𝑗(Φ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 + Φ𝑝,𝑞,𝑗,𝑖).

结合式 (19)和 (20),进而有

Φ𝑝,𝑞(𝜇) ⩽ (𝜇⊗ 𝐼)Ψ𝑝,𝑞(𝜇⊗ 𝐼)T< 0.

将不等式 (15)左端表示为Υ𝑝,𝑞(𝜃, 𝜃+, 𝜃−), 由式

(14)、(21)和 (22)可得Υ𝑝,𝑞(𝜃, 𝜃+, 𝜃−) = Φ𝑝,𝑞(𝜇), 从而

保证引理 1条件成立,定理得证. □

定理 1采用附加矩阵变量的方式[13]降低了设计

准则的保守性.需要指出,矩阵变量Ψ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗的维数和

个数分别正比于𝐿和𝐿2, 因此, 随着系统时延上界 𝜏

的增大,控制器求解算法的复杂度将显著增加.鉴于

此,令Ψ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 = 0, (𝑝, 𝑞) ∈ Γ𝐿 × Γ𝐿, 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑀 ,

得到如下简化的变增益𝐻∞控制器设计准则.

推推推论论论 1 给定 𝛾 > 0, 若存在正定矩阵𝑋𝑝,𝑙 ∈
𝑹𝐿𝑛𝑥×𝐿𝑛𝑥 ,矩阵𝑈𝑝,𝑙 ∈𝑹𝑛𝑢×𝑛𝑥 ,式 (19)所示特定结构

矩阵𝐺𝑝,𝑙, (𝑝, 𝑙)∈Γ𝐿×Γ𝑁 ,使得对于任意 (𝑝, 𝑞)∈Γ𝐿×
Γ𝐿, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑀 ,如下线性矩阵不等式成立:

Φ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗 + Φ𝑝,𝑞,𝑗,𝑖 < 0, (23)

其中Φ𝑝,𝑞,𝑖,𝑗定义同定理 1,则式 (22)所示控制器增益
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可保证闭环系统 (5)渐近稳定且满足𝐻∞性能指标 𝛾.

对于理想传输条件下的闭环系统 (5),有𝜎𝑘 ≡ 1,

𝜃− = 𝜃. 由 𝜃− = 𝜃可知式 (13)和 (14)中的多胞顶点

向量满足ℎ𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑖 ∈ Γ𝑀 .取消定理 1中各矩阵变量

对 𝑝和 𝑞的依赖关系,并分别以 𝑓𝑖和 𝑓𝑗替换定理 1中

ℎ𝑖和ℎ𝑗 ,可得如下理想传输条件下的变增益𝐻∞控制

器设计准则.

推推推论论论 2 给定 𝛾 > 0, 若存在正定矩阵𝑋𝑙 ∈
𝑹𝑛𝑥×𝑛𝑥 , 矩阵𝑈𝑙 ∈ 𝑹𝑛𝑢×𝑛𝑥 , 𝐺𝑙 ∈ 𝑹𝑛𝑥×𝑛𝑥 , 𝑙 ∈ Γ𝑁 ,

以及矩阵Ψ𝑖,𝑗 ∈ 𝑹(2𝑛𝑥+𝑛𝜔+𝑛𝑧)×(2𝑛𝑥+𝑛𝜔+𝑛𝑧), 1 ⩽ 𝑖 <

𝑗 ⩽ 𝑀 ,使得对于任意 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑀 ,如下线性矩阵

不等式成立:

Φ𝑖,𝑗 + Φ𝑗,𝑖 ⩽ Ψ𝑖,𝑗 +ΨT
𝑖,𝑗 , (24)

Ψ :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Φ1,1 Ψ1,2 ⋅ ⋅ ⋅ Ψ1,𝑀

∗ . . . . . .
...

∗ ∗ . . . Ψ𝑀−1,𝑀

∗ ∗ ∗ Φ𝑀,𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦< 0, (25)

其中

Φ𝑖,𝑗 =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑋(𝑔𝑖) 0 𝐴(𝑓𝑖)𝐺(𝑓𝑗)+𝐵(𝑓𝑖)𝑈(𝑓𝑗) 𝐸(𝑓𝑖)

∗ −𝐼 𝐶(𝑓𝑖)𝐺(𝑓𝑗)+𝐷(𝑓𝑖)𝑈(𝑓𝑗) 𝐹 (𝑓𝑖)

∗ ∗ 𝑋(𝑓𝑖)−𝐺(𝑓𝑖)−𝐺(𝑓𝑖)
T 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则保证闭环系统 (5)渐近稳定且满足𝐻∞性能指标 𝛾

的控制器增益为

𝐾1(𝜆)=
( ∑

𝑙∈Γ𝑁

𝜆𝑙𝑈𝑙

)( ∑
𝑙∈Γ𝑁

𝜆𝑙𝐺𝑙

)−1

, 𝜆∈Λ𝑁 . (26)

注注注 3 若令Ψ𝑖,𝑗 = 0, 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑀 , 则推论 2

将退化为文献 [7]定理 8的全状态反馈情况.因此,基

于推论 2设计变增益𝐻∞控制器可望获得优于文献

[7]中定理 8的控制性能.

3 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑文献 [14]中的仿真对象,其顶点矩阵如下:

𝐴1 =

[
0.280 −0.315
0.630 −0.840

]
, 𝐴2 =

[
0.520 0.770

−0.700 −0.070

]
,

𝐵1 =

[
1

0

]
, 𝐵2 =

[
0

1

]
, 𝐸1 = 𝐸2 =

[
1

0

]
,

𝐶1 = 𝐶2 = [ 1 0 ], 𝐷1 = 𝐷2 = 0, 𝐹1 = 𝐹2 = 0.

给定设计条件: 𝑎 = 0.1, 𝑑 = 4, 𝜏 = 1, 𝛾 = 2.316,

基于推论 1求解控制器参数, 限于篇幅, 具体结果从

略.考虑外部扰动作用下系统的零状态响应,系统参

数向量初值设为 𝜃𝑠 = [ 1 0 ]T, 𝑠 = −4, ⋅ ⋅ ⋅ , 0. 参数

变化量Δ1𝜃𝑙,𝑘, 𝑙 ∈ Γ𝑁为服从 [0, 0.1]上均匀分布的随

机过程.参数时延 𝑑和状态时延 𝜏分别为服从 {0, ⋅ ⋅ ⋅ ,

4}和 {0, 1}上均匀分布的随机过程. 扰动输入𝜔𝑘采

用如下分段函数:

𝜔𝑘 =

{
𝑟𝑘, 0 ⩽ 𝑘 < 10;

0, 10 ⩽ 𝑘 ⩽ 50.

其中 𝑟𝑘为服从 [−1, 1]上均匀分布的随机过程. 采用

文献 [7]和本文设计方法所得到的闭环系统响应情况

分别如图 2和图 3所示.由仿真曲线可见,基于本文方

法的控制器在保证系统渐近稳定的同时,具有较小的

控制输出幅度.采用

𝛾𝑝 :=

√√√⎷𝑘=50∑
𝑘=1

𝑧T𝑘 𝑧𝑘

/ 𝑘=50∑
𝑘=1

𝜔T
𝑘 𝜔𝑘

计算图 2和图 3仿真曲线所对应的𝐻∞性能实测值

𝛾p分别为 1.121和 0.891,进一步表明了本文设计方法

的优越性.
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图 2 基于文献 [7]设计方法的闭环系统响应
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图 3 基于本文设计方法的闭环系统响应
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考虑理想传输情况, 将推论 2设计准则与文献

[7]中定理 8进行对比. 表 1给出了不同 𝑎值下最优

𝐻∞性能指标 𝛾𝑚的计算结果. 可以看到对于给定的

𝑎值, 基于推论 2所得到的 𝛾𝑚值均低于文献 [7]中定

理 8的计算结果.

表 1 最优𝐻∞性能指标 𝛾𝑚计算结果对比

𝑎
方 法

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

定理 8 [7] 1.448 1.523 1.629 1.773 1.953

本文推论 2 1.435 1.505 1.605 1.741 1.919

𝑎
方 法

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

定理 8 [7] 2.180 2.458 2.802 3.158 3.533

本文推论 2 2.150 2.444 2.787 2.972 3.096

表 2以LMI决策变量数𝑛𝑉、不等式行数𝑛𝐿和

CPU运行时间𝑇CPU为指标,给出了对两种方法计算

复杂度的评价.由表 1和表 2可见,推论 2以增加计算

量为代价降低了设计的保守性, 提升了控制性能.鉴

于设计过程离线完成,因此不影响推论 2的工程适用

性.

表 2 计算复杂度对比

方 法 𝑛𝑉 𝑛𝐿 𝑇CPU/ s

定理 8 [7] 22 130 1.953

本文推论 2 562 130 10.969

4 结结结 论论论

本文研究了一类参数变化速率有界的网络化多

胞型系统的变增益𝐻∞控制问题.分别基于切换系统

方法与多胞描述方法处理网络传输导致的系统状态

时滞和参数时滞, 进而基于参数依赖切换Lyapunov

函数方法,以有限维LMI形式给出了变增益𝐻∞控制

器设计准则.本文建模与综合方法将现有结果推广至

包含网络传输时延的情形, 且具有较低的设计保守

性.数值仿真验证了所提出方法的有效性.
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