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摘 要: 伪谱法通过全局插值多项式参数化状态和控制变量, 将最优控制问题 (OCP)转化为非线性规划问题

(NLP)进行求解,是一类具有更高求解效率的直接法. 总结Legendre伪谱法转化Bolza型最优控制问题的基本框架,

推导OCP伴随变量与NLP问题KKT乘子的映射关系,建立基于拟牛顿法的LGL配点数值计算方法,并针对非光滑

系统,进一步研究分段伪谱逼近策略.基于上述理论开发通用OCP求解器,并对 3个典型最优控制问题进行求解,结

果表明了所提出方法和求解器的有效性.

关键词: 最优控制；伪谱法；非线性规划；数值求解
中图分类号: TP273.5 文献标志码: A

Theory and application of Legendre pseudo-spectral method for solving
optimal control problem
XU Shao-bing, LI Sheng-bo, CHENG Bo
(State Key Laboratory of Automotive Safety and Energy，Tsinghua University，Beijing 100084，China．Correspondent:

LI Sheng-bo，E-mail：lishbo@mail.tsinghua.edu.cn)

Abstract: The pseudo-spectral method approximates control and state variables through global interpolation polynomials,

then discrete the optimal control problem(OCP) to a nonlinear programming problem(NLP) effectively. It’s a kind of direct

method with higher solving efficiency. The basic framework of the Legendre pseudo-spectral method converting the Bolza

OCP into NLP is summarized, and the mapping between the costates of OCP and the KKT multiplier to NLP is derived.

Furthermore, a numerical method is elaborated based on the quasi-Newton method in order to calculate the LGL collocation

accurately. The multiphase strategy is also being introduced for non-smooth systems. Finally, a universal optimal control

solver POPS(pseudo-spectral optimal control problem solver) is developed based on the Legendre pseudo-spectral method in

Matlab. Three typical optimal control problems are solved by using the solver POPS, and the results show the effectiveness

of the proposed method and solver POPS.
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0 引引引 言言言

最优控制理论始于 20世纪 50年代,先后建立了

变分法、极大值原理等间接法和打靶法、配点法等直

接法. 相对于间接法,直接法无需推导一阶必要条件,

具有初值敏感度低、收敛半径大等优点[1-2],伪谱法属

于一类典型的直接法. Elnagar等[3]首次将伪谱法转化

理论应用于动态系统的最优控制 (OCP),证明了该方

法可以高效地将最优控制问题转化为非线性规划问

题. Fahroo等[4-7]对伪谱法的转化原理、收敛速度、求

解效率等方面作了深入探究,奠定了伪谱法求解最优

控制问题的理论基础.

伪谱法的基本原理如下: 在正交配点处将连续

最优控制问题离散化,并通过全局插值多项式逼近状

态和控制变量, 从而将OCP转化为非线性规划问题

(NLP)[4,8-9]. 常用的伪谱法有Gauss伪谱法、Radau伪

谱法、Legendre伪谱法、Chebyshev伪谱法[10],积分方

法分别对应于LG积分 (Legendre-Gauss)、LGR积分

(Legendre-Gauss-Radau)、LGL积 分 (Legendre-Gauss-

Lobatto)和CGL积分(Chebyshev-Gauss-Lobatto). Ross

等[11]证明了 4种伪谱法转化得到的NLP均以谱精度

收敛于OCP的最优解. Lloyd[12]给出了不同函数的谱

精度, 一般光滑函数的谱精度为𝑂(𝑁−𝑚), 函数越光

收稿日期: 2013-10-18；修回日期: 2014-01-16.

基金项目: 国家自然科学基金项目(51205228)；清华大学自主科研计划项目(2012THZ0).

作者简介: 徐少兵(1989−),男,博士生,从事最优控制、经济性驾驶与辅助的研究；成波(1962−),男,教授,博士生导师,

从事汽车智能安全技术、汽车人机工程等研究.



2114 控 制 与 决 策 第 29 卷

滑谱精度越高, 针对具有无穷阶微分的函数, 𝑚可取

任意整数,解析函数则具有更高的谱精度𝑂(𝑐𝑁 ) (0 <

𝑐 < 1), 因此伪谱法的收敛速度远高于其他配点法.

Huntington等[13]详细比较了 3种伪谱法的优劣, 一般

而言, Gauss伪谱法和Radau伪谱法求解精度比较接

近, 在伴随状态估计方面略优于Legendre伪谱法. 实

际上, 3种方法在处理不同问题时各有优劣,求解效果

与具体问题的特点密切相关.文献 [2]指出,针对末端

非完全自由的最优控制问题, Legendre伪谱法具有更

好的收敛效果,特别是当末端约束为初始状态或终端

状态的函数时, Gauss和Radau伪谱法可能不收敛. 文

献 [14]阐述了无穷时域最优控制问题的伪谱法求解

原理,其基本思想是将无穷时域转化到有限域 [−1, 1],

由于 𝜏 = 1对应无穷大时间域, 𝜏 = 1邻域为奇异弧

段, 此时Radau伪谱法更加适合. 伪谱法虽然已经开

始应用于航天等领域, 但是基础理论仍在不断发展,

如Divya等[7]进一步对无穷时域转化方法进行改进,

采用对数函数替代原来的线性转化函数,提高了计算

精度和效率;文献 [15]将Legendre伪谱法应用于线性

反馈系统,重点证明了当控制变量不连续时可行解的

存在性.

本文首先总结Legendre伪谱法求解Bolza型最

优控制问题的基本框架, 基于该框架推导NLP问题

KKT (Karush-Kuhn-Tucker)乘子与最优控制问题伴随

变量的映射关系;然后,为数值实现伪谱法求解,建立

LGL配点、微分矩阵、积分权重的数值计算方法, 并

进一步阐述非光滑最优控制问题的分段逼近策略;最

后, 基于Matlab平台开发最优控制问题通用求解器

POPS (pseudo-spectral optimal control problem solver),

利用 3个典型的最优控制问题验证求解器的性能.

1 求求求解解解原原原理理理和和和计计计算算算框框框架架架

1.1 最最最优优优控控控制制制问问问题题题描描描述述述

Bolza型最优控制问题一般描述为:求解最优控

制律𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑁𝑢 ,使得系统从一个状态转移至另一状

态过程中的性能函数最小,其数学描述为

min 𝐽 = 𝜙(𝑥(𝑡𝑓 ), 𝑡𝑓 ) +
w 𝑡𝑓

𝑡0
𝐺(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)d𝑡;

s.t. 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡),

𝜑(𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡𝑓 ), 𝑡0, 𝑡𝑓 ) = 0,

𝐶1(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) = 0,

𝐶2(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) ⩽ 0. (1)

其中: 𝐽 ∈ 𝑅为性能指标, 𝜙 ∈ 𝑅为Mayer型性能指

标, 𝐺 ∈ 𝑅为Lagrange型性能指标, 𝑡 ∈ 𝑅为时间变

量, 𝑥 ∈ 𝑅𝑁𝑥为状态向量, 𝑢 ∈ 𝑅𝑁𝑢为控制向量, 𝑓(⋅) :
𝑅𝑁𝑥 ×𝑅𝑁𝑢 ×𝑅 → 𝑅𝑁𝑥为状态方程函数向量, 𝜑 : 𝑅𝑁𝑥

× 𝑅𝑁𝑥 × 𝑅 × 𝑅 → 𝑅𝑁𝜑为初始和终端约束函数向量,

𝐶1 : 𝑅𝑁𝑥 ×𝑅𝑁𝑢 ×𝑅 → 𝑅𝑁𝑐1 和𝐶2 : 𝑅𝑁𝑥 ×𝑅𝑁𝑢 ×𝑅

→ 𝑅𝑁𝑐2 分别为等式和不等式路径约束函数向量.

1.2 Legendre伪伪伪谱谱谱法法法的的的基基基本本本框框框架架架

Legendre伪谱法将状态和控制变量在LGL点离

散, 通过Lagrange插值多项式逼近状态和控制变量,

从而将状态方程的微分运算和性能函数中的积分运

算转化为代数运算, 最终将OCP转化为以节点处的

状态、控制变量为待优化参量的NLP.具体转化步骤

如下.

Step 1: 时域变换.将定义时域 [𝑡0, 𝑡𝑓 ]转换到区间

[−1, 1],以满足Legendre正交多项式的定义区间

𝜏 =
2𝑡− 𝑡𝑓 − 𝑡0

𝑡𝑓 − 𝑡0
, 𝜏 ∈ [−1, 1]. (2)

Step 2: 配点和离散化. Legendre伪谱法配点为

LGL点,即Legendre正交多项式一阶导数的根和 𝜏 =

−1, 1两点,等价于多项式 (1− 𝜏2)𝑃̇𝑁 (𝜏)的根,其中𝑁

为Legendre正交多项式的阶数. LGL配点共有𝑁 + 1

个, 记为 𝜏𝑖(𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁). 将状态和控制变量在配

点处离散, 形成𝑁 + 1个离散状态变量 {𝑋0, 𝑋1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑋𝑁}和𝑁 + 1个离散控制变量 {𝑈0, 𝑈1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝑁}. 其

中: 𝑋𝑖 ∈ 𝑅𝑁𝑥 , 𝑈𝑖 ∈ 𝑅𝑁𝑢 .

利用Lagrange插值多项式逼近𝑥(𝜏)和𝑢(𝜏),有

𝑥(𝜏) ≈ 𝑋(𝜏) =

𝑁∑
𝑖=0

𝐿𝑖(𝜏)𝑋𝑖,

𝑢(𝜏) ≈ 𝑈(𝜏) =

𝑁∑
𝑖=0

𝐿𝑖(𝜏)𝑈𝑖, (3)

其中𝐿𝑖(𝜏)为Lagrange插值基函数,且有

𝐿𝑖(𝜏) =

𝑁∏
𝑗=0,𝑗 ∕=𝑖

𝜏 − 𝜏𝑗
𝜏𝑖 − 𝜏𝑗

. (4)

Step 3: 状态方程转化. 将状态变量通过插值多项

式参数化后,对状态的微分运算可以近似为对插值基

函数的微分运算,即

𝑥̇(𝜏𝑘) ≈ 𝑋̇𝑘 =

𝑁∑
𝑖=0

𝐿̇𝑖(𝜏𝑘)𝑋𝑖 =

𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑘𝑖𝑋𝑖. (5)

其中: 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; 𝐷(𝑁+1)×(𝑁+1)为微分矩阵,表

示各Lagrange基函数在各LGL配点处的微分值, 具

有明确的数学表达[2],即

𝐷𝑘𝑖 =

⎧⎨⎩

𝑃𝑁 (𝜏𝑘)

𝑃𝑁 (𝜏𝑖)(𝜏𝑘 − 𝜏𝑖)
, 𝑖 ∕= 𝑘;

−𝑁(𝑁 + 1)/4, 𝑖 = 𝑘 = 0;

𝑁(𝑁 + 1/4), 𝑖 = 𝑘 = 𝑁 ;

0, otherwise.

(6)

由此可将状态方程约束转化为𝑁 + 1组LGL配点处

的等式约束,有
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𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑘𝑖𝑋𝑖 − 𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑓(𝑋𝑘, 𝑈𝑘, 𝜏𝑘) = 0. (7)

Step 4: 性能函数转化. 性能函数中积分项可通过

Gauss-Lobatto积分方法转化,转化后的性能函数为

𝐽 = 𝜙+
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑖=0

𝑤𝑖𝐺(𝑋𝑖, 𝑈𝑖, 𝜏𝑖), (8)

其中𝑤为积分权重,定义[3]为

𝑤𝑖 =
w 1

−1
𝑙𝑖(𝜏)d𝜏 =

2

𝑁(𝑁 + 1)𝑃 2
𝑁 (𝜏𝑖)

. (9)

性能函数的转化误差项[16,18]为

𝑅𝑁+1 =
−(𝑁 + 1)𝑁322𝑁+1((𝑁 − 1)!)4

(2𝑁 + 1)((2𝑁)!)3
𝐺2𝑁 (𝜉),

(10)

其中 𝜉 ∈ (−1, 1). 由此可知, 若使用𝑁 + 1个LGL配

点,则任意不高于 2𝑁 − 1阶多项式的积分误差均为 0,

因此, 从理论上讲, Gauss-Lobatto积分代数精度可达

2𝑁 − 1次,这种高效的积分方法是伪谱法精确求解的

基础.

Step 5: 将OCP转为NLP.通过以上步骤,原最优

控制问题可以转化为以配点处控制变量、状态变量为

待优化变量的NLP问题,即

min 𝐽 = 𝜙+
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑖=0

𝑤𝑖𝐺(𝑋𝑖, 𝑈𝑖, 𝜏𝑖);

s.t.
∥∥∥ 𝑁∑

𝑖=0

𝐷𝑘𝑖𝑋𝑖 − 𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑓(𝑋𝑘, 𝑈𝑘, 𝜏𝑘)
∥∥∥
∞

⩽ 𝛿,

∥𝜑(𝑋0, 𝑋𝑁 , 𝜏0, 𝜏𝑁 )∥∞ ⩽ 𝛿,

∥𝐶1(𝑋𝑘, 𝑈𝑘, 𝜏𝑘)∥ ⩽ 𝛿,

𝐶2(𝑋𝑘, 𝑈𝑘, 𝜏𝑘) ⩽ 0, 𝑘, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (11)

实际求解中,为了避免数值计算不稳定,对等式

约束引入松弛量 𝛿. 式 (11)所述的NLP中, 待优化参

数个数为 (𝑁𝑥 +𝑁𝑢)×𝑁 . 对于末端时间自由的问题,

可将末端时间也作为待优化参量,则待优化变量个数

为 (𝑁𝑥+𝑁𝑢)×𝑁 +1. 该转化框架具有较好的通用性,

转化得到的NLP属于高维稀疏问题[17], 可选用成熟

的稀疏NLP求解器进行求解,如 SNOPT、IPOPT等.

注意到,对于𝑁+1个LGL配点,若控制变量、状

态变量不高于𝑁阶,性能指标中被积函数不高于 2𝑁

− 1阶, 则Lagrange插值可精确逼近𝑥和𝑢, 且Gauss-

Lobatto积分可精确转化性能函数, 此时伪谱法理论

上可精确收敛于OCP的真实解.

1.3 伴伴伴随随随状状状态态态与与与KKT乘乘乘子子子映映映射射射关关关系系系

伴随状态是评估求解结果最优性的重要变量,但

伪谱法无法直接求解伴随状态. 文献 [4]指出, NLP的

KKT乘子与OCP的离散伴随状态存在一定的映射关

系,从而可间接求解伴随状态. 下文将针对同时含有

初始和终端约束、等式和不等式约束的Bolza型问题

推导其映射关系.

构造最优控制问题的哈密顿方程为

𝐻 =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝐺+

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝜆T𝑓 + 𝜇T
1 𝐶1 + 𝜇T

2 𝐶2, (12)

其中𝜆、𝜇1和𝜇2为最优控制问题的伴随状态. 伴随方

程为

𝜆̇(𝜏𝑘) = −
(∂𝐻
∂𝑥

)
(𝜏𝑘). (13)

同时,伴随状态𝜆的微分满足

𝜆̇(𝜏𝑘) =

𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑘𝑖𝜆(𝜏𝑖). (14)

综合式 (13)和 (14),得到
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

[∂𝐺
∂𝑥

+
(∂𝑓
∂𝑥

)T

𝜆(𝜏𝑘)
]
+(∂𝐶1

∂𝑥

)T

𝜇1(𝜏𝑘) +
(∂𝐶2

∂𝑥

)T

𝜇2(𝜏𝑘) =

−
𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑘𝑖𝜆(𝜏𝑖). (15)

式 (11)所述NLP的拉格朗日函数为

𝐽 =

𝜙+
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑖=0

𝑤𝑖𝐺𝑖 + 𝑣T𝜑+

𝑁∑
𝑖=0

[
𝜆̃T
𝑖

( 𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑓𝑖 − 𝑋̇𝑖

)
+ 𝜇̃T

1𝑖𝐶1𝑖 + 𝜇̃T
2𝑖𝐶2𝑖

]
, (16)

其中 𝜆̃, 𝜇̃1, 𝜇̃2, 𝑣为NLP的KKT乘子. 由KKT条件可

知

∂𝐽

∂𝑋𝑘
= 0,

∂𝐽

∂𝑈𝑘
= 0, 𝐶1𝑘 = 0, 𝜇̃T

2𝑘𝐶2𝑘 = 0. (17)

首先, 考虑 𝐽对𝑋𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1)的偏微

分,有
∂𝐽

∂𝑋𝑘
=

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

[∂𝐺𝑘

∂𝑋𝑘
𝑤𝑘 +

( ∂𝑓𝑘
∂𝑋𝑘

)T

𝜆̃𝑘

]
+

(∂𝐶1𝑘

∂𝑋𝑘

)T

𝜇̃1𝑘 +
(∂𝐶2𝑘

∂𝑋𝑘

)T

𝜇̃2𝑘 − ∂

∂𝑋𝑘

𝑁∑
𝑖=0

𝜆̃T
𝑖 𝑋̇𝑖 = 0,

(18)

其中

∂

∂𝑋𝑘

𝑁∑
𝑖=0

𝜆̃T
𝑖 𝑋̇𝑖 =

𝑁∑
𝑖=0

𝜆̃T
𝑖

( ∂

∂𝑋𝑘

𝑁∑
𝑛=0

𝐷𝑖𝑛𝑋𝑛

)
=

𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑖𝑘𝜆̃𝑖. (19)

考虑到 ⎧⎨⎩𝐷𝑖𝑘 = 𝐷𝑘𝑖 = 0, 𝑖 = 𝑘;

𝑤𝑖𝐷𝑖𝑘 = −𝑤𝑘𝐷𝑘𝑖, 𝑖 ∕= 𝑘.
(20)

综合式 (18)∼ (20),得到
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𝑡𝑓 − 𝑡0
2

[∂𝐺𝑘

∂𝑋𝑘
+
( ∂𝑓𝑘
∂𝑋𝑘

)T 𝜆̃𝑘

𝑤𝑘

]
+
(∂𝐶1𝑘

∂𝑋𝑘

)T 𝜇̃1𝑘

𝑤𝑘
+

(∂𝐶2𝑘

∂𝑋𝑘

)T 𝜇̃2𝑘

𝑤𝑘
= −

𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑘𝑖
𝜆̃𝑖

𝑤𝑖
. (21)

比较式 (21)和 (15),若两式等价,则有

𝜆(𝜏𝑘) =
𝜆̃𝑘

𝑤𝑘
, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1. (22)

式 (22)为 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1时𝜆(𝜏𝑘)与 𝜆̃𝑘的映

射关系.当 𝑘 = 0, 𝑁时,对𝜆(𝑡0)、𝜆(𝑡𝑁 )推导其映射关

系需要考虑函数𝜙和𝜑的影响. 考虑 𝐽对𝑋0的偏微

分
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

[∂𝐺0

∂𝑋0
𝑤0 +

( ∂𝑓0
∂𝑋0

)T

𝜆̃0

]
+
(∂𝐶10

∂𝑋0

)T

𝜇̃10+(∂𝐶20

∂𝑋0

)T

𝜇̃20 +
( ∂𝜑

∂𝑋0

)T

𝑣 −
𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑖0𝜆̃𝑖 = 0. (23)

由于

𝐷00 = −1/(2𝑤0), 𝑤𝑖𝐷𝑖0 = −𝑤0𝐷0𝑖, 𝑖 ∕= 0, (24)

有
𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑖0𝜆̃𝑖 = −𝑤0

𝑁∑
𝑖=0

𝐷0𝑖
𝜆̃𝑖

𝑤𝑖
− 𝜆̃0

𝑤0
. (25)

综合式 (23)∼ (25),可得
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

[∂𝐺0

∂𝑋0
+
( ∂𝑓0
∂𝑋0

)T 𝜆̃0

𝑤0

]
+(∂𝐶10

∂𝑋0

)T 𝜇̃10

𝑤0
+
(∂𝐶20

∂𝑋0

)T 𝜇̃20

𝑤0
=

−
𝑁∑
𝑖=0

𝐷0𝑖
𝜆̃𝑖

𝑤𝑖
− 1

𝑤0

( 𝜆̃0

𝑤0
+
( ∂𝜑

∂𝑋0

)T

𝑣0

)
. (26)

𝐽对𝑋𝑁的偏微分推导与𝑋0类似,其结果为
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

[∂𝐺𝑁

∂𝑋𝑁
+
( ∂𝑓𝑁
∂𝑋𝑁

)T 𝜆̃𝑁

𝑤𝑁

]
+(∂𝐶1𝑁

∂𝑋𝑁

)T 𝜇̃1𝑁

𝑤𝑁
+
(∂𝐶2𝑁

∂𝑋𝑁

)T 𝜇̃2𝑁

𝑤𝑁
=

−
𝑁∑
𝑖=0

𝐷𝑁𝑖
𝜆̃𝑖

𝑤𝑖
+

1

𝑤𝑁

( 𝜆̃𝑁

𝑤𝑁
− ∂𝜙

∂𝑋𝑁
−
( ∂𝜑

∂𝑋𝑁

T)
𝑣0

)
.

(27)

通过将式 (26)与 (15)对比可知, 若两式等价, 则

式 (15)中含𝜆(𝑡0)项与式 (26)中含 𝑣0和 𝜆̃0项构成等

式关系,即𝜆(𝑡0)同时取决于 𝑣0和 𝜆̃0. 因此,若无新增

加的求解条件,则无法建立𝜆(𝑡0)与 𝜆̃0的严格映射关

系,该理论同样适用于𝜆(𝑡𝑁 )和 𝜆̃𝑁的映射关系.针对

此问题,一种解决方案是基于最优控制问题的横截条

件新增加一组封闭条件,从而建立𝜆(𝜏0)与 𝜆̃0和 𝑣0之

间、𝜆(𝜏𝑁 )与 𝜆̃𝑁和 𝑣𝑁之间的映射关系
[19]. 新增的封

闭条件为

𝜆̃0

𝑤0
+
( ∂𝜑0

∂𝑋𝑁

T)
𝑣0 = 0,

𝜆̃𝑁

𝑤𝑁
− ∂𝜙

∂𝑋𝑁
−
( ∂𝜑𝑓

∂𝑋𝑁

T)
𝑣𝑓 = 0. (28)

通过增加封闭条件 (28),得到 𝑘 = 0, 𝑁时的映射

关系

𝜆(𝑡0) =
𝜆̃0

𝑤0
, 𝜆(𝑡𝑁 ) =

𝜆̃𝑁

𝑤𝑁
. (29)

考虑 𝐽对𝑈𝑘(𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)的偏微分, 类似推导可

得

𝜇1(𝑡𝑘) = 𝜇̃1𝑘/𝑤𝑘, 𝜇2(𝑡𝑘) = 𝜇̃2𝑘/𝑤𝑘. (30)

综上,式 (22)、(29)和 (30)建立了NLP的KKT乘

子与OCP伴随状态的映射关系, 为伴随状态的间接

计算提供了理论依据.

1.4 配配配点点点、、、积积积分分分权权权重重重、、、微微微分分分矩矩矩阵阵阵的的的数数数值值值计计计算算算

在Legendre伪谱法的数值实现中,必须高精度求

解LGL配点.由于多项式 𝑃̇𝑁 (𝜏)的根没有明确的解

析表达,通过构造Legendre多项式直接求解 𝑃̇𝑁 (𝜏)的

根精度较低,难以满足数值计算要求. 针对该问题,本

文结合Legendre多项式的迭代特性,通过拟牛顿法实

现 𝑃̇𝑁 (𝜏)根的迭代求解.

拟牛顿法包括迭代初值选取和迭代规律设计.为

了快速求得𝑁 + 1阶多项式 𝑔(𝑧) = (1 − 𝑧2)𝑃̇𝑁 (𝑧)

的根, 迭代初值选择具有明确数学表达的𝑁阶

Chebyshev多项式的极点 (包括第 1类、第 2类极点),

有

𝑧𝑘 = cos
(π𝑘
𝑁

)
, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (31)

拟牛顿法的基本迭代规律为

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛 − 𝑔(𝑧𝑛)

(𝑔(𝑧𝑛)− 𝑔(𝑧))/Δ𝑧
, (32)

其中 𝑧为 𝑔(𝑧)的理论根.由于 𝑔(𝑧) ≡ 0,式 (32)可简化

为

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛 −Δ𝑧, (33)

其中Δ𝑧可根据Legendre多项式的递推性质进行构

造. Legendre多项式与其导数满足递推关系

𝑧𝑃̇𝑁 (𝑧)− 𝑃̇𝑁−1(𝑧) = 𝑁𝑃𝑁 (𝑧). (34)

进而可构造

Δ𝑧 =
𝑧𝑃𝑁 (𝑧)− 𝑃𝑁−1(𝑧)

𝑧𝑃̇𝑁 (𝑧)− 𝑃̇𝑁−1(𝑧)
=

𝑧𝑃𝑁 (𝑧)− 𝑃𝑁−1(𝑧)

𝑁𝑃𝑁 (𝑧)
. (35)

式 (35)需要计算𝑃𝑁 (𝑧)、𝑃𝑁−1(𝑧)的值, 可通过

Legendre多项式的迭代关系计算,有

𝑃𝑚+1(𝑧) =

2𝑚+ 1

𝑚+ 1
𝑧𝑃𝑚(𝑧)− 𝑚

𝑚+ 1
𝑃𝑚−1(𝑧). (36)

至此形成LGL配点的迭代计算方法.

Step 1: 由式 (31)确定初值.

Step 2: 针对每个配点,迭代循环,步骤记为𝑛.

Step 2.1: 递推计算𝑃𝑁 (𝑧)和𝑃𝑁−1(𝑧), 其中初值
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为𝑃1(𝑧𝑛) = 1, 𝑃2(𝑧𝑛) = 𝑧𝑛.通过式 (36)递推计算

𝑃𝑚(𝑧𝑛), 𝑚 = 3, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

Step 2.2: 通过式 (33)和 (35)迭代计算 𝑧𝑛+1.

Step 3: 当 𝑒 = max(∣𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛∣) < 𝜀时, 退出循

环.

利用该方法计算 500个配点, 当 𝜀设置为 10−16

时, CPU耗时仅 35 ms (Matlab平台, 主频 3.2 G), 表明

该方法可满足计算要求.

Legendre伪谱法中, 在精确求解配点 𝑧、构造

𝑃𝑁 (𝑧)的基础上,可通过式 (6)计算微分矩阵,通过式

(9)计算积分权重.

2 非非非光光光滑滑滑问问问题题题分分分段段段伪伪伪谱谱谱逼逼逼近近近策策策略略略

由伪谱法的原理可知,伪谱法对于连续光滑问题

收敛速度较快, 但对于非光滑问题的谱精度较低, 大

量增加配点会降低计算效率.解决该问题可采用分段

逼近策略[20],其基本思想为:针对非光滑问题的特点,

将原问题分为多段, 每段内分别采用伪谱法转化, 段

与段之间根据需要增加连接约束,从而将非光滑问题

转化为多段光滑问题的组合.

对于分段位置已知的最优控制问题,分段逼近策

略简洁明晰. 若原问题在 {𝑇1, 𝑇2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇𝑃−1}处分段,

则可将问题转化为𝑃 段光滑问题,每段分别设置不同

的性能函数、状态方程、路径约束. 性能函数为各段

性能指标的综合,记为

𝐽 = 𝜙+

𝑃∑
𝑝=1

𝑡𝑝𝑓 − 𝑡𝑝0
2

𝑁∑
𝑘=0

𝑤𝑝
𝑘𝐺

𝑝(𝑋𝑝
𝑘 , 𝑈

𝑝
𝑘 , 𝜏

𝑝
𝑘 , 𝑡

𝑝
0, 𝑡

𝑝
𝑓 ).

(37)

两段之间可根据问题特点设置连接约束,如对于

bang-bang控制系统, 设置两段之间状态变量必须连

续,控制变量可存在跳变.将连接约束记为

𝐶3(𝑋
𝑖
𝑓 , 𝑈

𝑖
𝑓 , 𝑡

𝑖
𝑓 , 𝑋

𝑗
0 , 𝑈

𝑗
0 , 𝑡

𝑗
0) = 0, 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑃. (38)

然而,实际最优控制问题中,大多分段点是未知的,解

决该问题可采取两类处理策略:

1)将分段位置也作为优化参数, 通过后续优化

得到具体的分段点.该方法从计算角度而言, 增加了

NLP问题的复杂程度,一般只适用于分段点个数较少

的低维问题.

2)先通过伪谱法全局计算问题一次,通过计算结

果辨识出状态或控制的突变区域,将该区域作为单独

的一段形成多段问题.

基于第 2类策略,设计如下算法.

Step 1: 通过伪谱法全局初步计算.

Step 2: 在初步计算的基础上,通过微分矩阵计算

各维控制变量的变化率 𝑈̇ = 𝐷𝑈 .

Step 3: 设置控制变量变化率阈值向量𝐻 , 对于

任意维度 𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑢), 任意 𝑖 ∈ [𝑚1,𝑚2] ∈
(0, 𝑁), 若存在 𝑈̇𝑗𝑖 > 𝐻𝑗 , 则将时域 [𝜏𝑚1−1, 𝜏𝑚2+1]作

为突变区域,并将该区域作为新的一段.

Step 4: 对形成的多段问题增加突变区域配点个

数以提高计算精度,适当减少光滑区域配点数以提高

计算效率,通过对多段问题再次计算得到新的最优解.

该方法本质上是对最优解不同区域差别化设置

配点密度.对于光滑区域,设置较少的配点即可达到

较好的精度;对于非光滑区域,需要设置较多的配点

以提高谱精度.因此,在相同精度的要求下,该方法相

对全局计算可降低配点个数,从而提高计算效率.

3 算算算法法法实实实现现现和和和应应应用用用

基于上述算法, 本文在Matlab平台上开发了最

优控制问题的通用求解器 POPS,主要由 4部分组成:

1)面向使用者的问题设置部分;

2) OCP转NLP部分,基于伪谱法转化原理,将问

题离散化并转化为标准的NLP;

3)求解NLP部分; 4)优化结果标准形式输出.

POPS可用于求解具有如下特征的最优控制问

题:

1)光滑或非光滑;

2)初始/终端状态、终端时间存在约束, 或者自

由、固定;

3)存在非线性路径约束、微分形式和积分形式

约束.

为检验求解器的有效性,选择如下 3个典型最优

控制问题进行求解.

3.1 低低低阶阶阶线线线性性性最最最优优优控控控制制制问问问题题题

例 1 简化的卫星姿态控制问题,其性能函数为

标准二次型,控制变量存在边界约束,数学描述如下:

min 𝐽 =
w 2

0

1

2
𝑢2d𝑡;

s.t. 𝑥̇ =

[
0 1

0 0

]
𝑥+

[
0

1

]
𝑢, ∣𝑢∣ ⩽ 2,

𝑥(0) =

[
1

1

]
, 𝑥(2) =

[
0

0

]
. (39)

为验证求解器对连续光滑问题的求解性能,忽略

控制变量的边界约束,通过变分法可知问题的理论解

为

𝑥1(𝑡) = 0.5𝑡3 − 1.75𝑡2 + 𝑡+ 1,

𝑥2(𝑡) = 1.5𝑡2 − 3.5𝑡+ 1,

𝑢(𝑡) = 3𝑡− 3.5, 𝐽min = 3.25. (40)

通过 POPS求解器求解, 设置配点个数为 50, 计

算结果见图 1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑢). 性能指标为 3.249 999 998 98,
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相对理论值 3.25的误差小于 10−8. 理论上,该问题最

优控制律为三次多项式,其四次导数恒等于 0,伪谱法

最少通过 4个配点即可精确逼近.表 1为不同配点个

数的计算精度和耗时.结果表明, 点数大于等于 4时,

性能指标均可以以 10−8逼近理论解, 但耗时随配点

个数的增加而快速增加.
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t/s

-1.5

-0.5

0.5

1.5

0 0.5 1.0 1.5 2.0
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图 1 卫星姿态控制问题求解结果

表 1 不同配点求解精度和效率

𝑢无约束 𝑢有约束
配点

𝑒(𝐽min) 耗时/s 𝐽min 耗时/s

3 1.67 0.078 – –

4 2.04e-09 0.08 – –

10 2.08e-09 0.13 3.11 0.099

50 1.01e-09 0.84 3.82 0.28

150 1.55e-09 17.61 3.94 1.81

300 −2.60 e-09 104.19 3.97 8.97

理论𝐽 3.25 4.00 –

考虑控制变量的边界约束,由极大值原理可知理

论解为具有一次切换的 bang-bang控制,即

𝑥1(𝑡) =

⎧⎨⎩ − 𝑡2 + 𝑡+ 1, 𝑡 < 1.25;

𝑡2 − 4𝑡+ 4, 𝑡 ⩾ 1.25.

𝑥2(𝑡) =

⎧⎨⎩ − 2𝑡+ 1, 𝑡 < 1.25;

2𝑡− 4, 𝑡 ⩾ 1.25.

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩ − 2, 𝑡 < 1.25;

2, 𝑡 ⩾ 1.25.

𝐽min = 4. (41)

通过 POPS求解器求解, 设置配点个数为 50, 计

算结果如图 1所示 (𝑥1𝐶 , 𝑥2𝐶 , 𝑢𝐶),其中𝑢𝑡为控制量理

论解,性能指标为 3.815 749 6.选择不同配点计算结果

如表 1所示. 结果表明, 对于最优控制律存在跳变的

非光滑问题,伪谱法无法严格精确逼近,增加配点数

目可在一定程度上提高求解精度,但同时也会带来计

算量的增加.

若采用多段逼近策略, 则首先利用 30个配点初

步计算,控制变量变化率如图 2所示. 根据变化率将

原问题分为 3段处理, 配点个数分别设置为 8、25、8,

新配点 (NP)与原先配点 (OP)见图 2. 计算结果显示,

性能指标为 3.969 4,精度与全局 300个配点计算结果

一致,而计算耗时仅 0.41 s,远小于 300个配点的计算

耗时 8.97 s. 在光滑区域和突变区域选择不同的配点

密度虽然并未从机理上避免谱方法对非光滑问题谱

精度较低的缺陷,但可以在一定精度要求下降低配点

个数,并提高计算效率.
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图 2 控制变量变化率和配点位置

3.2 高高高阶阶阶非非非线线线性性性最最最优优优控控控制制制问问问题题题

例 2 典型的飞行器轨迹优化问题[21-22],描述了

飞行器运动过程中位移、速度、角度、角速度之间的

关系,其数学描述如下:

min 𝐽 = −𝑟(𝑡𝑓 );

s.t. 𝑟̇ = 𝑣𝑟, 𝜃 = 𝑣𝜃/𝑟, 𝑣̇𝑟 = 𝑣2𝜃/𝑟 − 𝜇/𝑟2 + 𝑎 sin 𝛽,

𝑣̇𝜃 = −𝑣𝑟𝑣𝜃/𝑟 + 𝑎 cos 𝛽,

(𝑟, 𝜃, 𝑣𝑟, 𝑣𝜃)𝑡0=0 = (1, 0, 0, 1),

(𝑣𝑟, 𝑣𝜃)𝑡𝑓 = (0, (𝜇/𝑟𝑡𝑓 )
0.5), 𝑎 = 𝑇/(𝑚0 − ∣𝑚̇∣𝑡).

(42)

其中: 𝜇 = 1, 𝑇 = 0.140 5, 𝑚0 = 1, ∣𝑚̇∣ = 0.074 9, 𝑡𝑓 =

3.32. 由数学描述可知, 该问题具有强非线性和时变

特性,通过一阶必要条件构造两点边值问题进行求解

过于繁琐,难以得到理论最优解.
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图 3 飞行器轨迹优化问题求解结果
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通过 POPS求解器求解, 设置配点个数为 70, 状

态和控制变量求解结果如图 3所示,最优性能指标求

解结果为−1.525 27,与文献 [23]中DIDO求解器求解

结果 (−1.525)一致.对该例的精确求解进一步表明了

伪谱法在求解复杂最优控制问题中的优势和本文所

开发的求解器的有效性.

3.3 非非非光光光滑滑滑最最最优优优控控控制制制问问问题题题

例 3 两段铰接机械臂轨迹控制问题为典型的

多次切换 bang-bang控制系统[24],其描述如下:

min 𝐽 = 𝑡𝑓 ;

s.t. 𝑔1 = sin(𝑥3)
(9
4
cos(𝑥3)𝑥

2
1 + 2𝑥2

2

)
+

4

3
(𝑢1 − 𝑢2)− 3

2
cos(𝑥3)𝑢2,

𝑔2 = −
(
sin𝑥3

(7
2
𝑥2
1 +

9

4
cos(𝑥3)𝑥

2
2

))
−

7

3
𝑢2 +

3

2
cos(𝑥3)(𝑢1 − 𝑢2),

𝑔3 =
31

36
+

9

4
sin2(𝑥3),

𝑥̇1 = 𝑔1/𝑔3, 𝑥̇2 = 𝑔2/𝑔3, 𝑥̇3 = 𝑥2 − 𝑥1,

𝑥̇4 = 𝑥1, − 1 ⩽ 𝑢1, 𝑢2 ⩽ 1,

𝑥(0) = [0 0 0.5 0]T, 𝑥(𝑡𝑓 ) = [0 0 0.5 0.522]T.

(43)

由数学描述可知, 性能函数为时间最优, 状态

方程结构复杂且具有强非线性, 控制变量受边界约

束,通过极大值原理难以判断极值弧的切换结构. 以

往文献大多采用动态规划法求解, 但该方法存在效

率低、维数灾难等不足. 下面基于 POPS求解器的多

段逼近策略进行求解.首先利用 POPS求解器全局求

解, 设置配点个数为 40, 求解结果显示, 最短时间为

2.988 659 s, 与文献 [25]结果 2.988 662 s一致. 状态变

量和控制变量求解结果如图 4所示.
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图 4 机器臂轨迹控制问题求解结果

由于最优控制律为多次切换的 bang-bang控制,

可将该问题转化为多段最优控制问题处理. 图 5为

初步计算得到的控制变量变化率. 由图 5可见, 时间

域 [0.86, 1.08]、[1.32, 1.67]、[2.52, 2.74]对应的控制变

量变化较为剧烈, 可将其作为突变区域,从而将该问

题分为 7段. 设置突变区域配点个数为 15, 平滑区域

配点个数为 8, 共 77个配点, 状态变量𝑥1、𝑥2和控制

变量𝑢1的求解结果如图 6所示. 性能指标为 2.983 10,

这一结果与全局 110个配点的计算结果 2.983 12一

致.该问题的求解表明, 光滑区域采用较少配点即可

达到一定的精度,因此针对非光滑区域提高配点密度

比提高全局配点密度具有更好的针对性.
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图 5 控制变量变化率
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图 6 机器臂轨迹控制问题多相处理结构

4 结结结 论论论

相对传统配点法, 伪谱法是一种具有更高计算

效率和精度的全局配点法.本文总结了Legendre伪谱

法将OCP转化为NLP的基本框架, 在此基础上推导

了Bolza型最优控制问题伴随状态与非线性规划问

题KKT乘子的映射关系,即对于非边界配点,伴随状

态值等于KKT乘子除以对应配点处积分权重, 对于

边界配点, 在增加封闭条件的基础上同样满足上述

关系.为数值实现Legendre伪谱法, 结合拟牛顿法和

Legendre多项式的迭代特性,建立了LGL配点求解算

法, 从而实现配点、微分矩阵、积分权重的高效计算.

对于非光滑最优控制问题, 阐述了分段逼近策略求

解过程, 其通过控制变量变化率检测突变区域,并对

突变和光滑区域差别化设置配点密度以提高计算效

率.最后, 在Matlab平台上开发了Legendre伪谱法的

最优控制问题求解器 POPS, 并对 3个典型最优控制

问题进行求解,表明了所提出方法和求解器的应用价

值.
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