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摘 要: 针对连续空间强化学习问题,提出一种基于局部加权学习的增量最近邻时域差分 (TD)学习框架. 通过增量

方式在线选取部分已观测状态构建实例词典,采用新观测状态的范围最近邻实例逼近其值函数与策略,并结合TD算

法对词典中各实例的值函数和资格迹迭代更新. 就框架各主要组成部分给出多种设计方案,并对其收敛性进行理论

分析.对 24种方案组合进行仿真验证的实验结果表明, SNDN组合具有较好的学习性能和计算效率.
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Abstract: Based on locally weighted learning, a temporal difference(TD) learning framework with incremental nearest

neighbors is proposed for reinforcement learning problems in continuous spaces. The framework selects some observed

states to construct an instance dictionary in increments, uses the range nearest neighbor instances of the new observed state

to approximate its value function and policy, and combines with a TD algorithm to update the value function and eligibility

trace of each instance in the dictionary iteratively. Some schemes are designed for each key component of the framework,

and theoretical analyses are given for its convergence. Finally, twenty-four scheme combinations are verified by simulations,

which show that the combination SNDN has better learning performance and computational efficiency.
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0 引引引 言言言

在实际工程应用中,许多强化学习问题具有大规

模离散或连续的状态与动作空间,传统强化学习算法

在求解此类问题时往往存在维数灾难,即难以采用表

格形式存储和迭代所有状态值函数𝑉 (𝑠)或动作值函

数𝑄(𝑠, 𝑎). 因此,必须对传统强化学习算法加以改造,

以提升其泛化能力,即利用有限的学习经验和记忆实

现对一个大范围空间知识的有效获取和表示[1]. 值函

数逼近作为解决这一问题的有效手段之一,近年来一

直是强化学习领域的研究热点.

根据逼近器的结构特性, 值函数逼近可分为线

性和非线性逼近两类.虽然前者的逼近精度从理论

上讲不如后者, 但是更易理解且收敛性具有更好的

保证,因此应用更为广泛[2]. 根据逼近器的空间特性,

值函数逼近又可分为全局和局部逼近两类, 前者 (如

LSTD、GPTD等算法的逼近)建立在整个输入空间上,

后者通常建立在当前状态的近邻输入空间上,相较前

者,后者更加稳定且更服从形式化分析[3].

近年来, 国内外针对值函数局部线性逼近的研

究已取得一些成果, 同时也存在一些问题. Sutton[4]

采用CMAC网络对连续状态空间均匀离散化,以实现

Sarsa(𝜆)算法的值函数逼近. Martin等[5]提出了 𝑘NN-

TD、𝑘NN-TD(𝜆)和Ex⟨𝑎⟩(𝜆)算法, 预先将连续状态

与动作空间均匀离散化成若干实例, 然后基于 𝑘个
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最近邻实例采用距离加权平均逼近值函数和策略.

这两类算法均需手工调优均匀离散化的颗粒度, 对

于高维空间仍面临维数灾难问题. Smart等[6]采用范

围最近邻和局部加权回归实现值函数逼近, 提出了

HEDGER算法. Ormoneit等[7]基于近邻核平均进行值

函数逼近,并给出了算法的一致收敛条件. HEDGER

算法需不断在线收集当前观测样本作为学习实例,近

邻核平均算法则需要预先离线收集一批样本实例,

两种算法均没有考虑样本实例的在线稀疏化问题.

Ratitcht等[8]采用稀疏分布记忆模型 (SDM)在线存储

部分已观测样本, 提出了一种值函数逼近框架. Lee

等[9]采用增量接收域加权逼近作为Actor-critic的值

函数评价器. 陈兴国等[10]提出了一种基于在线稀疏

化词典和选择性核方法的值函数逼近算法OSKTD.

这 3类算法考虑了样本实例的在线稀疏化问题, 但

SDM和接收域算法学习效果并不理想, OSKTD的应

用仅限于离散动作空间.

鉴于此,本文提出一种基于增量最近邻实例加权

学习实现值函数与策略逼近的TD学习框架,用于求

取Agent在连续状态与连续动作空间或连续状态与

离散动作空间中的最优策略.分别就实例词典的在线

稀疏化构建、当前观测状态的值函数和策略逼近、实

例的值函数与资格迹的迭代更新等框架的主要组成

部分给出多种设计方案,并从理论上分析框架的时间

复杂度和收敛性. 最后,通过两种小车爬山问题,对比

𝑘NN-TD(𝜆)和Ex⟨𝑎⟩(𝜆)算法[6], 对 Sarsa(𝜆)类型框架

的 24种方案组合进行有效性验证.

1 线线线性性性TD学学学习习习
TD算法是一类基于TD误差的model-free强化

学习方法,主要包括TD(0)、Q-learning、Sarsa和Actor

-critic等类型[11]. 在实际应用中, TD算法常与资格迹

相结合以进一步提高算法的学习效率.为了后续行文

的需要,仅对线性Sarsa(𝜆)和Actor-critic加以简述.

1.1 线线线性性性 Sarsa(𝜆)算算算法法法

记状态和动作空间为𝑆和𝐴,在线性 Sarsa(𝜆)中,

对于 ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑎 ∈ 𝐴,其值函数逼近形式为

𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎) = 𝒘𝑡𝝓
T(𝑠, 𝑎) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝜙𝑖(𝑠, 𝑎). (1)

其中: 𝝓(𝑠, 𝑎) = [𝜙1(𝑠, 𝑎), 𝜙2(𝑠, 𝑎), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙𝑛(𝑠, 𝑎)]为基
向量,对于局部线性 Sarsa(𝜆),大部分基函数取值为 0;

𝒘𝑡 = [𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛]为参数向量,更新方式为

𝒘𝑡+1 = 𝒘𝑡 + 𝛼𝑡𝛿𝑡𝒆𝑡, (2)

𝛼𝑡为学习率, 𝛿𝑡为TD误差,计算公式为

𝛿𝑡 = 𝑟𝑡 + 𝛾𝑄̃𝑡(𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1)− 𝑄̃𝑡(𝑠𝑡, 𝑎𝑡), (3)

𝑟𝑡为Agent在观测状态 𝑠𝑡下执行动作 𝑎𝑡转入观测状

态 𝑠𝑡+1获得的奖励值, 𝛾为折扣因子.

式 (2)中, 𝒆𝑡 = [𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛]为资格迹向量, 有

累加迹和替代迹两种更新方式[11],累加迹更新方式为

𝒆𝑡+1 = 𝛾𝜆𝒆𝑡 + 𝝓(𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1), (4)

替代迹更新方式[12]为

𝒆𝑡+1 = max(𝛾𝜆𝒆𝑡, 𝝓(𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1)). (5)

1.2 Actor-critic算算算法法法

Actor-critic由Actor和Critic两部分组成:前者负

责策略改进,通常基于标准或自然策略梯度下降实现;

后者负责策略评估,可以通过各种TD算法完成[11,13].

这种Actor和Critic相分离的结构,使得其适合处理连

续动作空间强化学习问题.

对于大规模离散或连续动作空间, Actor的策略

函数也可以通过参数化形式定义. 随机策略定义为

𝜋: 𝑆×𝐴×Ψ → [0, 1],即𝜋𝑡(𝑠𝑡, 𝑎𝑡,𝝍𝑡)为Actor在 𝑠𝑡和

给定参数向量𝝍𝑡下 𝑎𝑡的选取概率.确定性策略定义

为𝜋 : 𝑆 ×Ψ → 𝐴,即 𝑎𝑡 = 𝜋𝑡(𝑠𝑡,𝝍𝑡). 类似式 (2),确定

性策略的线性逼近形式[13]可以写为

𝜋𝑡(𝑠) = 𝝍𝑡𝝓
T(𝑠) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜓𝑖𝜙𝑖(𝑠). (6)

𝝍𝑡基于标准策略梯度下降的更新方式
[2]为

𝝍𝑡+1 = 𝝍𝑡 + 𝛽𝑡∇𝝍𝑡𝑉
𝜋𝑡
𝑡 (𝑠𝑡). (7)

当Actor采用 𝜀-greedy或 Softmax策略时,策略由

Critic间接确定, Actor-critic退化为Critic-only方法.

2 局局局部部部加加加权权权学学学习习习

局部加权学习 (LWL)是一类基于查询点 𝑞的近

邻样本预测其输出值 𝑓(𝑞)的消极学习方法,主要包括

最近邻、加权平均和局部加权回归 (LWR)等类型[14].

其中加权平均算法通过最小化 𝑓(𝑞)的预测值与 𝑞的

各近邻样本输出值之间的加权平方误差求取 𝑞的最

优预测值 𝑓(𝑞). 记 𝑞的近邻样本为𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚, 对

应的输出值为 𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓(𝑥𝑚),有

𝑓(𝑞) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖)𝜑(𝑞, 𝑥𝑖), (8)

其中𝜑(𝑞, 𝑥𝑖)为加权函数, 通常采用归一化距离加权

函数形式进行定义.此时, 加权平均算法称为距离加

权平均 (DWA)算法[14],即

𝜑(𝑞, 𝑥𝑖) = 𝑘(𝑑(𝑞, 𝑥𝑖))
/ 𝑚∑

𝑗=1

𝑘(𝑑(𝑞, 𝑥𝑗)). (9)

其中: 𝑑(⋅, ⋅)为距离函数, 常用的度量有Euclidean、

Minkowski等; 𝑘(⋅)为距离加权函数,常用形式有逆距

离、高斯核、指数核、二次方核、均匀加权核等[14].

3 增增增量量量最最最近近近邻邻邻TD学学学习习习
值函数局部线性逼近算法大多具有模型简单、

计算效率高和易于实现等优点, 但仍存在一些不足.

为此, 针对连续状态与离散动作空间、连续状态与
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连续动作空间两类强化学习问题,采用Critic-only结

构, 提出一种基于LWL的增量最近邻TD学习框架

INNTD, 并就框架各主要组成部分给出多种设计方

案.

3.1 增增增量量量最最最近近近邻邻邻TD学学学习习习框框框架架架

连续空间的有效表示是强化学习领域的一个开

放问题, 主要有离散化、聚类、在线构建实例词典等

方式[2].为了使框架能同时用于离散和连续动作空间,

将连续动作空间均匀离散化成若干个点值表示,两种

空间统一记为𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚};连续状态空间通

过在线选取部分观测状态构建实例词典来表示,记为

𝐷𝑡 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥∣𝐷𝑡∣}. 为了防止因实例间距离过

小导致框架泛化能力下降[10]和词典规模过大,定义在

线稀疏化条件 SIF(𝑠)以判断当前观测状态 𝑠是否可

以加入词典. 若 SIF(𝑠)为真,则令 𝑐ℎ(⋅) = ⋅,否则 𝑐ℎ(⋅)
为空.词典的在线稀疏化构建过程可表示为

𝐷𝑡+1 = 𝐷𝑡

∪{𝑐ℎ(𝑠)}. (10)

基于上述空间表示, 结合词典中的实例定义基

向量𝝓𝑡(𝑠) = [𝜙(𝑠, 𝑥1), 𝜙(𝑠, 𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙(𝑠, 𝑥∣𝐷𝑡∣)], 对于

∀𝑎𝑗 ∈ 𝐴,式 (1)可重新定义为

𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎𝑗) = 𝒘
𝑎𝑗

𝑡 𝝓
T
𝑡 (𝑠) =

∣𝐷𝑡∣∑
𝑖=1

𝑤𝑗𝑖𝜙(𝑠, 𝑥𝑖), (11)

其中𝒘
𝑎𝑗

𝑡 为参数矩阵𝑾𝑡的第 𝑗行向量, 表示 𝑎𝑗下各

实例的参数. 参照式 (2), 𝑾𝑡迭代更新方式为

𝑾𝑡+1 =𝑾𝑡 + 𝛼𝑡𝛿𝑡𝑬𝑡, (12)

其中𝑬𝑡为资格迹矩阵,其迭代更新方式将在第 3.4节

给出.类似地,对于连续动作空间,式 (6)可以改写为

𝜋𝑡(𝑠) = 𝝍𝑡𝝓
T(𝑠) =

∣𝐷𝑡∣∑
𝑖=1

𝜓𝑖𝜙(𝑠, 𝑥𝑖). (13)

在强化学习中, 相邻状态的值函数和策略通常

具有较高的相似性, 因此可以基于LWL通过 𝑠的近

邻实例实现其值函数和策略逼近. 记 𝑠在𝐷𝑡的 𝜃范

围最近邻集为𝐷𝑠
𝜃,加权向量𝝋(𝑠)= [𝜑(𝑠, 𝑠1), 𝜑(𝑠, 𝑠2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑(𝑠, 𝑥∣𝐷𝑠
𝜃∣)],基于加权平均算法, 𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎𝑗)和𝜋𝑡(𝑠)

可以表示为

𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎𝑗) =

∣𝐷𝑠
𝜃∣∑

𝑖=1

𝑄𝑡(𝑥𝑖, 𝑎𝑗)𝜑(𝑠, 𝑥𝑖), (14)

𝜋𝑡(𝑠) =

∣𝐷𝑠
𝜃∣∑

𝑖=1

𝜋𝑡(𝑥𝑖)𝜑(𝑠, 𝑥𝑖). (15)

如果式 (11)和 (13)中的基函数按如下方式取值:

𝜙(𝑠, 𝑥𝑖) =

⎧⎨⎩𝜑(𝑠, 𝑥𝑖), ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃;

0, ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃.

(16)

则对比式 (11)与 (14)、(13)与 (15)不难发现, 词典中

各实例对应的值函数和策略可看作是式 (11)和 (13)

中的参数, 因此可以分别运用式 (12)和 (7)进行迭代

更新. 为了保证框架对离散与连续动作空间具有较好

的兼容性, 统一选用 𝜀-greedy或Softmax策略, 这样,

对连续动作空间问题无需采用式 (7)进行迭代更新.

对于连续动作空间, 由于𝜋𝑡(𝑠)由式 (15)逼近获

得,一般而言, 𝜋𝑡(𝑠) /∈ 𝐴, 𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎)不能直接采用式 (14)

进行逼近.由式 (15)可知, 𝜋𝑡(𝑠)建立在𝐴𝑠
𝜃 = {𝜋𝑡(𝑥𝑖)∣

𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃}上,因此 𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎)可以定义为

𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎) =

∣𝐷𝑠
𝜃∣∑

𝑖=1

𝑄𝑡(𝑥𝑖, 𝜋𝑡(𝑥𝑖))𝜑(𝑠, 𝑥𝑖). (17)

由于词典采用增量方式构建, 𝑾𝑡和𝑬𝑡除迭代更

新外,还需增量更新,二者的增量更新过程为

𝑾𝑡+1 = [𝑾𝑡+1 𝑐ℎ(𝑸̃𝑡(𝑠,𝐴))], (18)

𝑬𝑡+1 = [𝑬𝑡+1 𝑐ℎ(0𝑚×1))]. (19)

其中: 𝑸̃𝑡(𝑠,𝐴)=[𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎1), 𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎𝑚)]T,

各元素由式 (14)求取; 0𝑚×1为𝑚行 1列零向量.

根据以上分析, 结合线性Sarsa(𝜆), 给出增量最

近邻TD学习框架 INNTD.

Step 1: 令𝐿 = 1, 𝑡 = 0, 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚},初

始化各参数和 𝑠𝑡,置𝐷𝑡 = {𝑠𝑡}, 𝑾𝑡 = 𝑬𝑡 = [0𝑚×1].

Step 2: 确定𝐷𝑠𝑡
𝜃 ,按第 3.3节方法确定𝝋𝑡(𝑠𝑡).

Step 3: 对于离散动作空间, ∀𝑎𝑗 ∈ 𝐴,由式 (14)逼

近 𝑄̃𝑡(𝑠𝑡, 𝑎𝑗),按给定策略确定 𝑎𝑡和 𝑄̃𝑡(𝑠𝑡, 𝑎𝑡);对于连

续动作空间, ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠𝑡
𝜃 , 按给定策略确定𝜋𝑡(𝑥𝑖)和

𝑄𝑡(𝑥𝑖, 𝜋𝑡(𝑥𝑖)), 由式 (15)和 (17)分别逼近 𝑎𝑡和 𝑄̃𝑡(𝑠𝑡,

𝑎𝑡).

Step 4: 按式 (10)、(18)和 (19)增量更新𝐷𝑡、𝑾𝑡

和𝑬𝑡.

Step 5: 执行 𝑎𝑡,获取 𝑠𝑡+1和 𝑟𝑡,由 Step 2和Step 3

最终确定 𝑎𝑡+1和 𝑄̃𝑡(𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1).

Step 6: 计算 𝛿𝑡, 按式 (12)和第 3.4节所述方法迭

代更新𝑾𝑡+1和𝑬𝑡+1, 再按式 (10)、(18)和 (19)增量

更新𝐷𝑡+1、𝑾𝑡+1和𝑬𝑡+1.

Step 7: 若𝐷𝑡+1=𝐷𝑡

∪{𝑠𝑡+1},则计算𝝋𝑡+1(𝑠𝑡+1).

对于连续空间, 令𝑄𝑡+1(𝑠𝑡+1, 𝜋𝑡(𝑠𝑡+1)) = 𝑄̃𝑡(𝑠𝑡+1,

𝑎𝑡+1); 否则𝝋𝑡+1(𝑠𝑡+1) = 𝝋𝑡(𝑠𝑡+1). 对于离散与连续

动作空间,分别按式 (14)和 (17)计算 𝑄̃𝑡+1(𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1).

Step 8: 令 𝑡 = 𝑡 + 1. 如果 𝑡 mod 𝑡max > 0且 𝑠𝑡未

达终态,则返回Step 5; 否则,令𝐿 = 𝐿 + 1. 如果𝐿 >

𝐿max,则算法终止;否则,置𝑬𝑡各元素为 0,初始化 𝑠𝑡,

返回 Step 2.

为了提高算法的运行效率,可以略去Step 7,直接

采用 𝑄̃𝑡−1(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)替代 𝑄̃𝑡(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)进行 𝛿𝑡计算,即

𝛿𝑡 = 𝑟𝑡 + 𝛾𝑄̃𝑡(𝑠𝑡+1, 𝑎𝑡+1)− 𝑄̃𝑡−1(𝑠𝑡, 𝑎𝑡). (20)
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为了对式 (3)和 (20)两种 𝛿𝑡计算方案加以区别,

将前者和后者分别称为同步和异步 𝛿𝑡方案.

3.2 词词词典典典在在在线线线稀稀稀疏疏疏化化化构构构建建建

实例词典是状态空间的一种近似表示, 词典中

实例的分布直接影响强化学习的算法性能[8]. 由于式

(9)中 𝑘(⋅)常采用核函数进行定义, LWL与核学习存

在一定的等价性[14], 可以借鉴核稀疏化方法构建

词典. 常用的核稀疏化方法主要有近似线性相关

(ALD)、核主分量分析 (KPCA)和新颖度标准 (NC),三

者的时间复杂度分别为𝑂(𝑛2)、𝑂(𝑛3)、𝑂(𝑛)[10]. NC

方法基于距离和预测误差进行稀疏化[15],其低时间复

杂度使其适合实例词典的在线构建,但是由于强化学

习存在探索与开采平衡问题,在稀疏化过程中过早整

合TD误差反而可能导致算法早熟[8].

本文给出 3种基于距离度量的词典在线稀疏化

构建方案,如图 1所示. 图 1中,小三角形代表观测状

态 𝑠, 实心圆点代表词典𝐷𝑡中的实例, 虚线圆圈代表

𝑠的近邻范围 𝜃, 空心圆圈 𝑥̄𝑡代表 𝑠的近邻实例平均

值, 𝑥̄′𝑡代表 𝑠和其近邻实例的总平均值,即

𝑥̄𝑡 =

∣𝐷𝑠
𝜃∣∑

𝑖=1

𝑥𝑖/∣𝐷𝑠
𝜃∣, (21)

𝑥̄′𝑡 =
( ∣𝐷𝑠

𝜃∣∑
𝑖=1

𝑥𝑖 + 𝑠
)/

(∣𝐷𝑠
𝜃∣+ 1). (22)

3种方案的在线稀疏化条件 SIF(𝑠)定义分别为

min(𝑑(𝑠,𝐷𝑡)) > 𝜍; (23)

𝑑(𝑠, 𝑥̄𝑡) > 𝜍, min(𝑑(𝑠,𝐷𝑡)) > 𝜍; (24)

∣𝑑(𝑠, 𝑥̄𝑡)− 𝑑(𝑠, 𝑥̄′𝑡)∣ > 𝜍. (25)

其中: 𝑑(⋅, ⋅)为距离函数, 𝜍为距离阈值.

(a)   ND (b) AD

(c)   DAD

x
t

-

x
t

-

x
t

-’

图 1 实例词典在线稀疏化构建方案

若要保证新增实例与词典中现有实例对所有

观测状态形成的基向量线性无关,记𝐷′
𝑡 = 𝐷𝑡

∪{𝑠},

𝝓𝑡(𝑥𝑖) = [𝜙(𝑥𝑖, 𝑥1), 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥∣𝐷′
𝑡∣)], Φ𝐷′

𝑡
=

[𝝓T
𝑡 (𝑥1),𝝓

T
𝑡 (𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝝓T

𝑡 (𝑥∣𝐷′
𝑡∣)],则SIF(𝑠)还需满足

∣Φ𝐷′
𝑡
∣ ∕= 0. (26)

为了便于讨论, 将式 (23)、(24)和 (25)三种方案

分别称为最近邻距离 (ND)方案、平均近邻距离 (AD)

方案和双平均距离 (DAD)方案. 其中: ND方案近似

于均匀稀疏化, 当三者的 𝜃和 𝜍相同时, 稀疏化程度

最低; DAD方案与ND方案相反; AD方案稀疏化程

度介于二者之间. 3种方案可以看作是NC方法和文

献 [10]所提稀疏化方法的改进版本.

3.3 值值值函函函数数数与与与策策策略略略加加加权权权逼逼逼近近近

由式 (14)、(15)和 (17)可知, 值函数与策略的逼

近实际是建立在𝐷𝑠
𝜃和𝝋(𝑠)之上,对给定近邻范围 𝜃,

𝐷𝑠
𝜃直观上可通过范围最近邻法确定. 但是,该办法存

在一定问题,由于词典𝐷𝑡基于在线稀疏化方法构建,

特别是在框架运行初期, 𝐷𝑠
𝜃有可能为∅,使得框架无

法运行. 此时,可选用 𝑠在𝐷𝑠
𝜃中的最近邻实例进行补

救.记

𝐷𝑠
𝜃(1) = {𝑥𝑖∣𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑡, 𝑑(𝑠, 𝑥𝑖) ⩽ 𝜃}, (27)

𝐷𝑠
𝜃(2) = { argmin

𝑥𝑖∈𝐷𝑠
𝜃(1)

𝑑(𝑠, 𝑥𝑖)}. (28)

则 𝑠的 𝜃范围近邻集𝐷𝑠
𝜃可定义为

𝐷𝑠
𝜃 =

⎧⎨⎩𝐷𝑠
𝜃(1), ∣𝐷𝑠

𝜃(1)∣ > 0;

𝐷𝑠
𝜃(2), otherwise.

(29)

考虑到𝐷𝑡和𝐷𝑠
𝜃均由距离函数确定, 𝝋(𝑠)直接

建立在各近邻实例之上,因此𝝋(𝑠)各权值𝜑(𝑠, 𝑥𝑖)直

观上可采用DWA算法进行定义,由此给出值函数和

策略的DWA逼近方案.由式 (9),对于 ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃,有

𝜑(𝑠, 𝑥𝑖) = 𝑘(𝑑(𝑠, 𝑥𝑖))
/ ∣𝐷𝑠

𝜃∣∑
𝑗=1

𝑘(𝑑(𝑠, 𝑥𝑗)). (30)

然而, DWA方案对框架存在一定问题. 由于𝐷𝑡采用

增量稀疏化方式构建, 在框架运行初期或者𝐷𝑡稀疏

度较大时, 有些观测状态将置于其范围最近邻集构

成的凸包之外[6],采用DWA逼近会带来较大误差. 特

别地,当 ∣𝐷𝑠
𝜃∣ = 1时, 𝑠的值函数和策略将与其最近邻

实例完全相同.理论上讲, LWR可以较好地解决这一

问题,然而要想获得较高的逼近精度,要求𝐷𝑠
𝜃必须具

备合适的规模, 否则容易造成欠拟合或过拟合问题.

由于𝐷𝑡进行了稀疏化处理, 𝐷𝑠
𝜃规模通常较小, 采用

LWR逼近效果并不理想. 考虑到值函数估计的极限

分布是一个高斯过程[7],可以选用以 𝑥̄𝑡为中心的高斯

分布近似描述值函数曲线,即

𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎𝑗) = 𝑄𝑡(𝑥̄𝑡, 𝑎𝑗)𝑘𝑔(𝑑(𝑠, 𝑥̄𝑡)). (31)

其中: 𝑄𝑡(𝑥̄𝑡, 𝑎𝑗) =

∣𝐷𝑠
𝜃∣∑

𝑖=1

𝑄𝑡(𝑥𝑖, 𝑎𝑗)/∣𝐷𝑠
𝜃∣, 𝑘𝑔(⋅)为高斯

核.对比式 (14),对于 ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃,有

𝜑(𝑠, 𝑥𝑖) = 𝑘𝑔(𝑑(𝑠, 𝑥̄𝑡))/∣𝐷𝑠
𝜃∣. (32)
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将上述方案称为近邻均值高斯加权 (NAG)方案.

由式 (32)可知
∣𝐷𝑠

𝜃∣∑
𝑖=1

𝜑(𝑠, 𝑥𝑖) = 𝑘𝑔(𝑑(𝑠, 𝑥̄𝑡)) ⩽ 1,

因此NAG方案并不严格满足加权平均算法的权值归

一化条件.因为 𝜃通常取值较小,所以 𝑘𝑔(𝑑(𝑠, 𝑥̄𝑡)) ≈ 1,

由NAG逼近得到的值函数和策略的绝对值通常只略

小于DWA方案. 考虑到值函数逼近存在过估计倾

向[3,6], NAG方案反而更适于值函数逼近.当 ∣𝐷𝑠
𝜃∣ = 1

时, NAG较DWA方案解释也更合理一些.

3.4 值值值函函函数数数与与与资资资格格格迹迹迹迭迭迭代代代更更更新新新

词典中各实例的值函数迭代更新除了可以采

用线性 Sarsa(𝜆)外, 还可以采用GTD、GTD2和TDC

等[2,10], 从OSKTD的实验结果看, 采用线性 Sarsa(𝜆)

的学习效果要优于这些方法[10]. 由于框架与OSKTD

具有一定的等价性,建议采用线性 Sarsa(𝜆)作为值函

数迭代更新的优选方案.

第 3.1节并没有给出资格迹矩阵𝑬𝑡的迭代更新

方式, 主要原因是难以直接利用式 (4)和 (5)进行定

义.对于 ∀𝑎𝑗 ∈ 𝐴,由式 (11)有∇
𝒘

𝑎𝑗
𝑡
𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎𝑗) = 𝝓𝑡(𝑠),

𝝓𝑡(𝑠)不能体现相同状态下不同动作间的值函数差异.

在框架中,由于𝑤𝑗𝑖 = 𝑄(𝑥𝑖, 𝑎𝑗),可以尝试对传统表格

型资格迹[11]进行改造以构建适用于框架的资格迹.

为了便于讨论,对于离散动作空间,当前观测状

态 𝑠下选用的动作 𝑎也统一用集合形式表示为𝐴𝑠
𝜃 =

{𝑎}. 由于框架中 𝑠和 𝑎在值函数和策略逼近过程中

是由𝐷𝑠
𝜃和𝐴𝑠

𝜃替代表示的,直观上可以将传统表格型

资格迹中的当前观测状态和所用动作替换为𝐷𝑠
𝜃和

𝐴𝑠
𝜃. 由∇

𝒘
𝑎𝑗
𝑡
𝑄̃𝑡(𝑠, 𝑎𝑗) = 𝝓𝑡(𝑠)可知, 框架中的资格迹

更新还应考虑不同实例状态之间的差异, 直观上可

以采用𝜙(𝑠, 𝑥𝑖)进一步替换传统表格型资格迹中的 1.

但是,框架中𝜙(𝑠, 𝑥𝑖)由式 (16)确定,由于𝝋(𝑠)进行了

(近似)归一化处理,对于 ∀𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃, 𝜙(𝑠, 𝑥𝑖) ≈ 1/∣𝐷𝑠

𝜃∣,
当 ∣𝐷𝑠

𝜃∣较大时, 𝜙(𝑠, 𝑥𝑖)将远小于 1. 此外,在框架运行

过程中, ∣𝐷𝑠
𝜃∣的大小并不固定,如果直接采用𝜙(𝑠, 𝑥𝑖)

作为 (𝑥𝑖, 𝑎)的资格迹,则会导致资格迹更新波动较大.

鉴于此, 采用𝜙(𝑠, 𝑥𝑖)∣𝐷𝑠
𝜃∣替换传统表格型资格迹中

的 1来解决上述问题.基于上述分析, 𝑬𝑡的累加迹迭

代更新方式定义为

𝒆
𝑎𝑗

𝑡+1 = 𝛾𝜆𝒆
𝑎𝑗

𝑡 + 𝝓𝑡(𝑠)∣𝐷𝑠
𝜃∣1𝐴𝑠

𝜃
(𝑎𝑗). (33)

其中: 𝒆𝑎𝑗

𝑡 为𝑬𝑡的第 𝑗行向量, 1𝐴𝑠
𝜃
(𝑎𝑗)为指示函数.

𝑬𝑡各元素的替代迹迭代更新方式为

𝑒𝑡+1(𝑥𝑖, 𝑎𝑗)=

⎧⎨⎩
𝜙(𝑠, 𝑥𝑖)∣𝐷𝑠

𝜃∣, 𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃, 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑠

𝜃;

0, 𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑠
𝜃, 𝑎𝑗 /∈ 𝐴𝑠

𝜃;

𝛾𝜆𝑒𝑡(𝑥𝑖, 𝑎𝑗), otherwise.

(34)

4 INNTD框框框架架架分分分析析析
框架具有模型简单、计算效率高和易于理解等

优点. 由式 (14)、(15)和 (17)可知,值函数和策略逼近

为线性模型. 框架中, 𝐷𝑠
𝜃确定、值函数和策略逼近、

𝑾𝑡和𝑬𝑡迭代更新的时间复杂度分别为𝑂(∣𝐷𝑡∣)、
𝑂(∣𝐷𝑠

𝜃∣)和𝑂(∣𝐷𝑡∣∣𝐴∣), 词典、𝑾𝑡和𝑬𝑡的空间复杂度

分别为𝑂(∣𝐷𝑡∣)、𝑂(∣𝐷𝑡∣∣𝐴∣). 当不考虑SIF(𝑠)是否满

足式 (26)时,词典构建的时间复杂度为𝑂(∣𝐷𝑡∣). 即使
考虑式 (26), 由于 SIF(𝑠)需要在满足式 (23)、(24)或

(25)后才对该式进行检验, 该式运行的次数并不是

太多, 当 ∣𝐷𝑡∣较小时, 式 (26)的𝑂(∣𝐷𝑡∣3)时间复杂度
并不会对词典构建的运行效率造成太大影响. 框架

将参数向量直接解释成实例状态的值函数和策略,

通过对新观测状态的近邻实例状态的值函数和策

略进行加权, 以实现其值函数和策略逼近, 整个逼

近看上去更加直观.此外, 框架还具有良好的开放性

和可扩展性.框架采用开放式架构设计,用户可以在

框架不同部分灵活选用第 3.2∼ 3.4节给出的多种方

案, 也可以自行定义相应的方案. 在第 3节中, 仅给

出了 Sarsa(𝜆)类型框架,参照该节内容用户容易结合

TD(𝜆)、Q(𝜆)、GTD、GTD2、TDC等算法将该框架扩

展为新的类型. 当加权函数采用核函数定义时,框架

也可看作是一类核强化学习算法,采用现有的核强学

习方法和理论解释和扩展.从这一层面上看, 框架与

近邻核平均[7]和OSKTD[10]算法存在一定的等价性.

同步 𝛿𝑡框架秉承了线性逼近器和内插器 (平均

器)[2,16-17]拥有的良好收敛特性,当其满足一定假设条

件时, 将以概率 1收敛. 由式 (16)、(30)、(32)可知, 基

函数具有如下性质: 1) 0 ⩽ 𝜙(𝑠, 𝑥𝑖) ⩽ 1; 2)
∣𝐷𝑡∣∑
𝑖=1

𝜙(𝑠, 𝑥𝑖)

⩽ 1. 性质 1)表明基函数有界, 性质 2)表明框架的值

函数逼近器为内插器,具有非扩张性. 对于式 (11),有

∥𝒘𝑎𝑗

𝑡1𝝓
T
𝑡 (𝑠)−𝒘𝑎𝑗

𝑡2𝝓
T
𝑡 (𝑠)∥∞ ⩽ ∥𝒘𝑎𝑗

𝑡1 −𝒘𝑎𝑗

𝑡2 ∥∞,
式 (17)也具有类似性质. 由于词典采用在线稀疏化

方法构建, 对有限连续状态空间而言, 随着学习的进

行, 词典大小必定有界, 符合文献 [16]的FT假设. 设

lim
𝑡→∞

∣𝐷𝑡∣ = 𝑛,随着实例增量的添加,记式 (11)和 (17)

形成的逼近器序列为𝑭 (1),𝑭 (2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑭 (𝑛). 若𝑭 (𝑖)与

𝑄(𝑠, 𝑎)有界、𝑄(𝑠, 𝑎)适度光滑,且 ∥𝑭 (𝑖) − 𝑄(𝑠, 𝑎)∥ ⩽
𝐶dens(𝐷(𝑖)).其中: 𝐶为常数, dens(𝐷(𝑖))为实例数量

为 𝑖的词典密度. 则Q-learning类型框架收敛[16]. Q-

learning算法采用 off-policy策略, 其收敛条件较采用

on-policy策略的TD(0)和Sarsa算法要求更加严格,

因此TD(0)和 Sarsa类型框架在满足上述条件下也

将收敛[16]. 文献 [17]基于ODE就内插Q-learning算

法的收敛性进行了证明, 当满足所列假设条件时,
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Q-learning类型框架也收敛, 但其假设条件较文献

[16]更为严格, 在此不作过多的讨论. 由于资格迹能

提供更严格的误差边界[17], 文献 [16-17]所列的收敛

条件稍作修改即可用于TD(𝜆)、Q(𝜆)和Sarsa(𝜆)类型

框架. 框架同时也是一类线性逼近算法,且其词典最

终将保持稳定, 因此也可直接采用文献 [18]所列收

敛条件对TD(𝜆)和 Sarsa(𝜆)类型框架的收敛性进行

分析.如果词典最终能对状态空间形成有效表示, 当

SIF(𝑠)满足式 (26)时, 基函数矩阵列满秩, 又由基函

数性质 1),这两类框架只要满足文献 [18]假设 1和假

设 4即可收敛. 异步 𝛿𝑡框架的收敛性尚无法给出理论

证明,但实验表明,在学习率𝛼较小时同样可以收敛.

5 仿仿仿真真真分分分析析析

针对框架同时面向连续状态与离散动作、连续

状态与连续动作空间强化学习问题设计这一特点,

选用离散与连续动作空间两种小车爬山问题[11,19]对

第 3节所述 Sarsa(𝜆)框架的 24种方案组合的有效性

进行验证,并与 𝑘NN-TD(𝜆)和Ex⟨𝑎⟩(𝜆)算法[6]进行实

验结果对比.

5.1 仿仿仿真真真问问问题题题和和和方方方案案案

小车爬山问题的任务是要以尽量短的时间使小

车从山谷最低点到达右侧山顶,其状态空间为二维连

续空间,由两个连续变量𝑥𝑡和 𝑥̇𝑡分别表示 𝑡时刻小车

的位置 (m)和速度 (m/s), 𝑥𝑡 ∈ [−1.5, 0.5], 𝑥̇𝑡 ∈ [−0.07,

0.07].对于离散动作空间小车爬山问题 (简称离散小

车爬山), 𝑎𝑡 ∈ {−1, 0, 1}表示对小车实施满油门后
退、零油门或满油门前进操作;对于连续动作空间小

车爬山问题 (简称连续小车爬山), 𝑎𝑡 ∈ [−1, 1]. 两种小

车爬山的动力学方程统一描述为⎧⎨⎩𝑥𝑡+1 = bound[𝑥𝑡 + 𝑥̇𝑡+1],

𝑥̇𝑡+1 = bound[𝑥̇𝑡 + 0.001 𝑎𝑡 − 0.002 5 cos(3𝑥𝑡)].

(35)

当𝑥𝑡+1到达左边界,置 𝑥̇𝑡+1 = 0. 当𝑥𝑡+1到达右边界,

表明小车已到达山顶, 𝑟𝑡 = 100,否则 𝑟𝑡 = −1. 当小车

到达山顶或运行步数达到 episode的最大时间步𝑡max

时,当前 episode学习结束.

第 3节给出的Sarsa(𝜆)框架方案可形成 48种组

合形式, 考虑到替代迹的学习效果通常要优于累加

迹[4,11,12],本文只对 24种采用替代迹的方案组合进行

验证. 为了便于讨论,每一替代迹方案组合采用一个 4

字母单词加以简记, 其中首字母S、A表示该组合采

用同步或异步 𝛿𝑡方案, 次字母Y、N表示该组合在词

典构建过程中考虑或不考虑式 (26), 第 3个和第 4个

字母分别采用第 3.2节和第 3.3节各方案简写的首字

母,表示该组合具体采用何种稀疏化和加权逼近方案.

例如, SYND表示该组合采用同步 𝛿𝑡方案、词典构建

过程中考虑式 (26)、词典稀疏化选用ND方案、值函

数和策略加权逼近选用DWA方案.

在两种小车爬山仿真中,各组合均采用 greedy策

略, 𝑡max为 1 000,总 episodes数𝐿max为 500,各 episode

初始状态均为 (𝑥, 𝑥̇) = (−0.5, 0), 𝜆为 0.95, 𝜍为 0.03.

DWA方 案 的 𝑘(𝑑(𝑠, 𝑥𝑖))采 用 逆 距 离 进 行 定 义,

𝑘(𝑑(𝑠, 𝑥𝑖))=1/(1+𝑑2(𝑠, 𝑥𝑖)), NAG方案的 𝑘𝑔(𝑑(𝑠, 𝑥̄𝑡))

为 e(−𝑑2(𝑠,𝑥̄𝑡)),两种方案距离函数均采用Euclidean距

离进行度量. 考虑到状态空间在不同维度上的值域范

围差异较大,在计算状态与实例间的距离时, 先将各

分量均统一规范化到 [−1, 1]. 仿真实验着重考察𝛼、𝜃

对各组合学习性能的影响, 𝛼 ∈ {0.05, 0.10, ⋅ ⋅ ⋅ , 1},

𝜃 ∈ {0.08, 0.10},其他参数配置分别为:离散小车爬山

𝛾 = 0.95,连续小车爬山 𝛾 = 1,连续动作空间均匀离

散为𝐴 = {−1,−0.8, ⋅ ⋅ ⋅ , 0.8, 1}.

为进一步验证框架的有效性,选用 𝑘NN-TD(𝜆)[6]

与Ex⟨𝑎⟩(𝜆)算法进行对比仿真,两种算法可近似看作

是ANND组合的离线版本. 为了使对比结果更加客

观,两种算法的 𝑘值和状态空间离散颗粒度尽量沿用

𝑘NN-TD(𝜆)算法在离散小车爬山仿真中所用配置:

1)当 𝜃 = 0.08时, 𝑘 = 4,状态空间离散成 21× 21个实

例; 2)当 𝜃 = 0.10时, 𝑘 = 5,状态空间离散成 26×26个

实例. 两种算法学习策略和其他参数配置与各对比组

合完全相同.

5.2 仿仿仿真真真结结结果果果和和和分分分析析析

𝛼对各组合的学习性能影响曲线如图 2和图 3

所示. 图中: ∗为ND,方形为NN,菱形为AD,三角为

AN,五星为DD,圆形为DN.图 2(a)中: ND曲线为小

车采用 SYND组合在不同𝛼下第 50∼ 500 episode到

达山顶的平均时间步数,其余各图含义依此类推. 由

于 𝑘NN-TD(𝜆)和Ex⟨𝑎⟩(𝜆)算法与ANND组合比较接

近, 两种算法的实验结果分别置于图 2(g)、图 2(h)、

图 3(g)和图 3(h)中, 采用六星符号标记. 各组合在 20

种𝛼下学习到的最小平均时间步数和该次学习结

束时词典的大小如表 1和表 2所示. 表 1第 1行中的

103.9表示 SYND组合学习到的最小平均时间数, 由

图 2(a)可知,此时𝛼 = 0.65. 表 1和表 2中各数据的含

义同样依此类推, 限于篇幅,略去𝛼对各组合的词典

大小、每一时间步逼近时使用的平均近邻数的影响等

图表,相关结论直接给出.

由仿真结果可以得出如下结论: 1)当𝛼 > 0.5时,

采用异步 𝛿𝑡方案的组合收敛性能急剧下降,主要是因

为其 𝛿𝑡值一般要大于同步 𝛿𝑡值,相当于增大了同步 𝛿𝑡

方案的𝛼值; 2)当学习收敛时, 𝛼对各组合的学习性

能 (平均时间步数)、词典大小、平均近邻数影响不大;
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图 2 𝛼对各组合离散小车爬山学习性能影响曲线

表 1 离散小车爬山各组合时间步数与词典大小

最小平均时间步数 对应实例词典大小
组合 𝜃

SY SN AY AN SY SN AY AN

ND 0.08 103.9 106.8 109.4 106.0 522 1073 565 1 035

NN 0.08 104.0 106.0 113.2 107.0 537 1050 495 1 269

AD 0.08 106.0 107.1 106.1 104.3 516 836 553 674

AN 0.08 104.9 106.0 102.0 110.2 547 831 511 734

DD 0.08 104.0 104.0 106.7 106.7 297 297 361 361

DN 0.08 104.0 103.9 107.1 103.0 348 280 309 300

ND 0.10 111.9 121.9 104.2 115.4 459 1347 434 1 172

NN 0.10 104.3 111.0 116.4 113.3 465 795 443 1 022

AD 0.10 110.3 108.9 108.0 108.0 442 746 413 488

AN 0.10 109.0 110.0 111.0 108.0 467 841 460 767

DD 0.10 105.0 105.0 115.0 115.0 166 166 276 276

DN 0.10 104.8 105.4 105.0 107.3 297 320 230 334

3)考虑式 (26)即基向量的线性无关性, 可明显增大

ND和AD两种词典构建方案的稀疏化程度, 缩小词

典规模, 但对各组合的学习性能影响不大; 4)对于离

散小车爬山,各组合的收敛性能主要受加权逼近方案

影响, NAG方案明显优于DWA方案,多数组合的学习

性能相当优秀, 其收敛性能也要优于 𝑘NN-TD(𝜆)算

法; 5)对于连续小车爬山,只有采用了DAD方案的组

合取得了较好的学习结果, 但仍远差于离散小车爬

车仿真结果, 主要是因为加权逼近方案具有平滑作
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图 3 𝛼对各组合连续小车爬山学习性能影响曲线

表 2 连续小车爬山各组合时间步数与词典大小

最小平均时间步数 对应实例词典大小
组合 𝜃

SY SN AY AN SY SN AY AN

ND 0.08 330.8 401.6 246.9 335.6 521 1 317 560 1 675

NN 0.08 249.8 362.3 306.9 393.1 519 1 781 577 1 529

AD 0.08 279.2 251.9 245.2 299.3 592 1 035 564 941

AN 0.08 215.3 233.7 247.0 310.8 482 820 537 996

DD 0.08 160.8 160.8 158.9 158.9 415 415 344 344

DN 0.08 190.8 155.2 162.0 163.3 335 370 370 383

ND 0.10 327.7 631.6 463.2 889.3 444 1 975 445 1 444

NN 0.10 359.6 970.6 652.3 581.8 462 1 816 487 1 913

AD 0.10 271.7 380.9 298.3 333.7 444 1 048 455 961

AN 0.10 286.7 274.5 317.7 395.5 476 842 467 1 017

DD 0.10 172.3 172.3 222.7 222.7 312 312 281 281

DN 0.10 181.8 160.6 151.0 159.2 335 314 226 302

用, 特别是ND和AD两种词典构建方案的稀疏化程

度较小, 导致策略逼近时过于平滑, 较大程度地偏离

了±1动作值, SNDN和ANDN等组合的学习性能较

好,要优于Ex⟨𝑎⟩(𝜆)算法,同时也优于文献 [19] 170∼
180步的实验结果; 6) 𝜍和 𝜃对各组合的平均近邻数影

响较大, 𝜍过小和 𝜃过大将导致各组合的泛化能力下

降, 甚至学习不能收敛; 7)当方案组合在某些𝛼上不

收敛时, 其词典规模较其在收敛𝛼下得到的词典小,

平均近邻数则正好相反,表明此时方案组合探索程度



2128 控 制 与 决 策 第 29 卷

不够且存在过平滑现象,可选用 𝜀-greedy策略增加探

索能力并适当增大 𝜍值; 8)综合考虑计算效率和学习

性能,建议采用SNDN组合, 𝛼取值建议在 0.2∼ 0.6之

间.

最后综合讨论𝜆、𝛾、𝜍和 𝜃的取值问题.由于框架

中值函数逼近建立在局部学习基础之上,有必要扩大

𝛿𝑡对非近邻实例的影响
[4]. 同时, 由于后续状态 𝑠𝑡+1

多为 𝑠𝑡的近邻, 也需重视 𝑠𝑡+1的值函数带来的影响,

因此𝜆和 𝛾均建议采用较大的取值. 𝜍和 𝜃原则上需手

工确定,此处仅给出其一般调优原则: 𝜍不宜过小, 𝜃不

宜过大, 否则将产生过度平滑和加权逼近误差过大

等问题,特别是对于连续动作空间强化学习问题.从

小车爬山仿真结果看, SNDN组合的平均近邻数保持

在 3左右较好.

6 结结结 论论论

本文针对连续状态与离散动作空间、连续状态

与连续动作空间两类强化学习问题,提出了一种基于

LWL的增量最近邻TD学习框架. 框架建立在强化学

习中相邻状态的值函数和策略通常具有较高的相似

性这一规律之上,通过增量方式在线选取部分观测状

态作为学习实例表示状态空间,基于新观测状态的近

邻实例加权逼近其值函数和策略.就框架各主要组成

部分给出了多种方案,并通过仿真实验对这些方案组

合的有效性进行了验证. 结果表明, SNDN方案组合

具有较好的学习性能和计算效率,框架具有简单、高

效、开放、易于理解等优点, 在满足一定假设条件下,

𝛿𝑡同步框架将以概率 1收敛. 下一步的研究方向是从

理论上分析 𝜃和 𝜍对框架收敛性能带来的影响,以及

如何自适应地确定 𝜃和 𝜍的取值.
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