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摘 要: 提出一种使用邻接矩阵保证最优交通小区划分一阶邻接约束的整数规划建模方法.从求解复杂度和质量两

个角度,比较并分析了该邻接约束建模方法与其他 3种方法对问题求解效率的影响.设计了聚合式层次聚类启发算

法以求解所提出的模型.针对较大规模算例,将所提出的建模方法与其他 3种邻接约束建模方法的结果进行了对比

与分析.结果表明,基于邻接矩阵表示的建模方法能在允许时间内求得满意解,较其他 3种方法更适合大规模问题.

关键词: 最优交通小区划分；邻接约束；整数规划；启发式算法
中图分类号: U491 文献标志码: A

A model of first-order contiguity constraint on traffic analysis zone
delineation problem

WANG Lin-qing1, TANG Jia-fu2, ZHANG Yu1, WU Ying-hui1

(1. College of Information Science and Engineering，Northeastern University，Shenyang 110004，China；2. College

of Management Science and Engineering，Dongbei University of Finance and Economics，Dalian 116026，China.

Correspondent：WANG Lin-qing，E-mail：wanglinqing.chn@gmail.com)

Abstract: An explicit first-order contiguity constraint, adjacent matrix presentation, is proposed as a general integer

programming model approach to the traffic analysis zone delineation problem. Model size and solution times are compared

between the proposed contiguity constraint and another three. An agglomerative hierarchical clustering based heuristic

algorithm is designed to solve the proposed model. For a large-sized case, the results of the proposed model and the other

three ones are compared and analyzed. The results show that the proposed model is more suitable for solving a larger problem

with approximate solutions in fairly reasonable time.
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0 引引引 言言言

从最优化决策的角度来看, TAZ (Traffic analysis

zone)划分问题是指在满足某个目标最优的情况下,

如何将整体研究区域聚类划分为若干部分区域的问

题. TAZ问题属于一类NP难问题[1],已有研究大都集

中于设计启发式算法[2-3].这些启发式算法往往遵循

一个通用的基本过程,即初始化一个非最优的但满足

空间连续的解,在迭代的搜索过程中通过解空间单元

的交换、重组得到新的可行解,通过评估判定是否继

续搜索.由于缺乏对数学模型的精确求解分析,一方

面无法评价这些启发式算法的求解质量,另一方面也

造成了TAZ问题的算法研究方向的局限性.这主要是

因为邻接约束很难通过数学建模来表达.

目前, 只有很少文献讨论分析了TAZ问题以及

类似问题的整数规划建模,如: Zoltners等[4]针对销售

区域问题设计了 “层次邻接树” (TRE)方案,以保证其

整数规划模型解的空间连续邻接; Cova等[5]通过有

序路径方法 (ORP)表示相邻关系,给出了站点设计问

题的混合整数规划模型; Shirabe[1]基于嵌入网络流模

型 (FLO)提出了另一种保证邻接约束的整数规划建

模方法; Duque等[6]综合比较并分析了上述 3种邻接

约束表示方法的整数规划模型的精确求解难度. 虽

然上述几种邻接约束建模方案对于精确求解类似于

TAZ问题的最优分区设计问题而言是一项重大的理

论突破,但在工程实现上存在一定局限:其一,在允许

时间内仅能求解约 50个聚类项的小规模问题;其二,

需设计另外的约束以保证分区形状的饱满.

鉴于此, 本文采用邻接矩阵表示 (ADM)提出一
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种TAZ问题的一阶邻接约束建模方法, 建立了最小

化分区系统差异的TAZ问题的整数规划模型, 并与

TRE表示、ORP表示以及 FLO表示邻接约束的建模

方法[6],从模型规模以及求解效率等方面进行了比较

分析.针对ADM模型无解的情形,设计了基于聚合式

聚类技术的启发式方法以重构求解空间,并使用较大

规模算例对 4种模型的求解结果进行了分析,表明了

本文方法在大规模问题上的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述与与与数数数学学学模模模型型型

本文采用规则多边形网格来构建基本地理单元

(BGU). TAZ问题考虑如下目标和约束: 1)目标:最小

化分区系统的差异; 2)要决策的TAZ个数已知; 3)每

个BGU属于且仅属于一个小区; 4)每个小区的BGU

组成是连续且邻接的.小区𝑍𝑘的内部属性差异为∑
𝑖,𝑗∈𝑍𝑘∣𝑖<𝑗

𝑑𝑖𝑗 .其中: 𝑖, 𝑗为BGU的索引; 𝑑𝑖𝑗为度量任

意两个BGU某属性值差异的变量.

引入如下符号: 𝑁为BGU总数; 𝐾为分区个数;

𝑈为全集; 𝑐𝑖𝑗 = 1表示两个BGU相邻.基于K中位问

题模型, 引入 3个决策变量: 𝑥𝑖𝑗 = 1表示 𝑗属于以 𝑖

为中心的分区; 𝑦𝑖𝑗 = 1表示 𝑖被选为某分区的中心;

𝑑𝑖𝑗 = 1表示 𝑖与 𝑗同属于一个分区. 于是TAZ问题可

描述为如下整数规划模型—– ADM模型:

min
∑
𝑖∈𝑈

∑
𝑗∈𝑈 ∣𝑖<𝑗

𝑑𝑖𝑗𝑡𝑖𝑗 . (1)

s.t.
∑
𝑖∈𝑈

𝑦𝑖 = 𝐾; (2)

∑
𝑖∈𝑈

𝑥𝑖𝑗 = 1, ∀ 𝑗 ∈ 𝑈 ; (3)

∑
𝑖∈𝑈

∑
𝑗∈𝑈

𝑥𝑖𝑗 = 𝑁 ; (4)

𝑦𝑖 − 𝑥𝑖𝑗 ⩾ 0, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑈, 𝑖 ∕= 𝑗; (5)

𝑦𝑖 = 𝑥𝑖𝑗 , ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑈, 𝑖 = 𝑗; (6)

𝑥𝑖𝑗 ⩽ 𝑐𝑖𝑗 , ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑈 ; (7)

𝑥𝑖𝑗 ⩽ 𝑡𝑖𝑗 , ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑈 ; (8)

𝑡𝑖𝑗 + 𝑡𝑖𝑚 − 𝑡𝑗𝑚 ⩽ 1,

∀ 𝑖, 𝑗,𝑚 ∈ 𝑈, 𝑖 ∕= 𝑗, 𝑚 ∕= 𝑗; (9)

𝑡𝑖𝑖 = 1, ∀ 𝑖 ∈ 𝑈 ; (10)

𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑗𝑖, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑈 ; (11)

𝑥𝑖𝑗 ∈ 0, 1, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑈 ; (12)

𝑦𝑖 ∈ 0, 1, ∀ 𝑖 ∈ 𝑈 ; (13)

𝑡𝑖𝑗 ∈ 0, 1, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑈. (14)

其中: 目标 (1)表示最小化分区系统的差异;式 (2)表

示中心BGU的个数等于分区个数; 式 (3)、(4)表示每

个BGU对应且仅对应一个中心BGU,即属于且仅属

于一个分区; 式 (5)、(6)表示中心BGU只能属于自己

所代表的分区; 式 (7)、(8)为ADM表示的邻接约束,

即只有与中心BGU相邻的其他BGU才有可能属于

该中心BGU对应的分区; 式 (9)表示如果 𝑖和 𝑗、𝑗和

𝑚属于一个分区, 则 𝑖和𝑚也属于同一分区; 式 (10)

表示对于每个BGU而言, 总是与自身属于同一个分

区;式 (11)表示属于同一个分区是可逆的.

2 ADM模模模型型型与与与其其其他他他模模模型型型的的的计计计算算算复复复杂杂杂度度度
比比比较较较

通常约束数量越多, 模型规模越大, 精确求解

越复杂.表 1给出了ADM模型 (ADMM)、TRE模型

(TREM)、ORP模 型 (ORPM)和 FLO模 型 (FLOM)的

约束数量理论计算表达式.

表 1 4种模型的约束数量

模型 约束数量计算公式

ADMM 𝑁3 + 5𝑁2 − 4𝑁 + 2

TREM 𝑁3 − 𝑁2 + 11𝑁 + 1

ORPM 𝑁𝐾(𝑁 − 𝐾 + 1) + 𝑁 + 𝐾(1 + 0.5 × (𝑁2 − 𝑁))

FLOM 𝐾(1 + 0.5 × (𝑁2 − 𝑁)) + 2𝑁𝐾 + 9𝑁

由表 1可见:在约束数量方面, ADMM、TREM都

是最庞大的模型,且两者的约束数量都与𝐾无关;其

次是ORPM, 与𝐾为非线性关系; FLOM是约束规模

最小的模型, 与前三者不同的是, FLOM的约束个数

与𝑁、𝐾都线性相关.

对采用Cplex运行 10个小规模实验算例的求解

情况进行分析, 可得如下结论: 1) 当𝑁变化时, 4种

模型各有利弊; 2)在求解时间消耗方面ADMM有明

显优势; 3)后 3种模型的最优数值解优于ADMM,且

当𝐾 < 𝑁/𝐶 (见第 3节定理 1)时ADMM无解.

综上, 使用ADMM建模邻接约束的最优数值解

要劣于后 3种模型, 但求解速度快. 下文将设计启发

式算法以解决ADMM的无解情况, 并使用较大规模

算例对 4种模型的求解效率进行分析.

3 基基基于于于聚聚聚合合合式式式层层层次次次聚聚聚类类类的的的启启启发发发式式式算算算法法法

假设𝐾未知,根据ADMM约束 (2)、(3)和 (7),可

得如下引理.

引引引理理理 1 对于ADMM的任意可行解,有∑∑
𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖 ⩾ 𝑁. (15)

证证证明明明 记ADMM任意可行解为𝑋∗ = [𝑥𝑖𝑗 ]𝑁×𝑁 ,

𝑌 ∗ = [𝑦𝑖]1×𝑁 , 𝐾∗,假设
∑∑

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖 < 𝑁 ,则根据𝑥𝑖𝑗

⩽ 𝑐𝑖𝑗 ,有
∑∑

𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖 < 𝑁 ;同理根据𝑥𝑖𝑗 ⩽ 𝑦𝑖,有∑∑
𝑥𝑖𝑗 < 𝑁. (16)

显然, 不等式 (16)与
∑∑

𝑥𝑖𝑗 = 𝑁矛盾, 因而假设

不成立. □
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由引理 1可得如下定理.

定定定理理理 1 对于ADMM的任意可行解,有

𝐾 ⩾ 𝑁/𝐶. (17)

证证证明明明 同样, 记ADMM的任意可行解为𝑋∗、

𝑌 ∗、𝐾∗, 根据引理 1有
∑∑

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖 ⩾ 𝑁 ; 记𝑌 ∗中

非零元为 𝑦𝑚1 , 𝑦𝑚2 , . . . , 𝑦𝑚𝐾
, 则对于 ∀ 𝑖 ∈ 𝑈 , 因为∑

𝑐𝑖𝑗 ⩽ 𝐶, 所以𝐶(𝑦𝑚1 + 𝑦𝑚2 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑦𝑚𝐾
) ⩾ 𝑁 ,

即𝐾 ⩾ 𝑁/𝐶. □

根据定理 1, 针对ADMM,设计基于聚合式层次

聚类的启发式算法 (AHC算法),其步骤如下.

Step 1: 判定𝐾 ⩾ 𝑁/𝐶是否满足,若不满足则转

Step 3;

Step 2: 求解ADMM, 若无解则转 Step 3, 否则停

止;

Step 3: 计算 𝑑𝑖𝑗 , 根据计算结果选取min[𝑑𝑖𝑗 ], 并

记为 𝑖′, 𝑗′,转 Step 4;

Step 4: 合并BGU𝑖′和BGU𝑗′, 并重新计算𝑁 ′,

𝑑′𝑖𝑗 , 𝑐′𝑖𝑗 ,返回 Step 1.

4 实实实验验验与与与结结结果果果分分分析析析

表 2给出了在AHC算法框架下,结合Cplex运行

100个较大规模算例的求解情况. 其中后 3者求解时

间上限设置为 600 s. 第 2列中𝑁 ′为AHC算法处理后

𝑁的变化,当该列值不为空时, 4种模型的计算结果都

是在𝑁 ′条件下求解得到的. 列Gap为ADMM最优解

与最好解的差异比.一般而言, ADMM能在 10 min内

求解约 76%的问题, 其中 48%为最好解. 求解质量

方面, 根据表 2分别得到了ADMM与TREM (Gap-

A.T.)、ORPM (Gap-A.O.)、FLOM (Gap-A.F.)中最好解

的差异比,如图 1所示.

当𝑁 > 50时, TREM和FLOM基本无法给出解;

ORPM虽然可以给出解,但质量远不如ADMM.虽然

当𝑁较小时, ADMM的最优解不及后 3者,但随着𝐾

/𝑁变大, ADMM最优解与后 3者的差异也在逐渐减

小.计算时间消耗方面, 25个算例中ADMM最短用时

为 0.23 s, 最长用时约为 2 000 s, 平均用时少于 400 s.

后 3种模型均出现因内存不足而导致无法求解的

情况. 其中: TREM在 10 min内仅求解了 8个算例;

ORPM求解了 17个算例, 且只有 3个算例的最优解

优于ADM-OP; 而 FLOM也求解了较少的 7个算例,

仅有 5个优于ADMM.

综合求解质量和时间消耗两个方面评价表 2所

示的算例结果可知: 1) 对于𝑁 < 50的问题, 10 min

内TREM能给出最好解, 其次是 FLOM和ADMM,

ORPM的求解质量最差, 同时其他 3种模型的求解

时间远大于ADMM; 2) 对于 50 ⩽ 𝑁 ⩽ 100的问题,

表 2 AHC算法求解 4种模型结果

𝑝 N-K-N’ ADM-OP TRE-OP ORP-OP FLO-OP Gap

1 36-6-25 1 755 516.24 967.7 516.24 2.40

2 36-9-35 1 192 325.03 1 787.65 412.23 2.67

3 36-10 549 259.46 896.5 364.68 1.12

4 36-16 109 87.45 1 276.16 123.13 0.25

5 36-18 77 63.97 119.99 79.69 0.20

6 49-7-31 2 408 1 069.11 1 507.04 1 374.14 1.25

7 49-13 1 624 748.69 2 865.33 ∞ 1.17

8 49-17 482 364.59 2 900.42 ∞ 0.32

9 49-20 283 219.39 4 037.74 ∞ 0.29

10 49-25 124 92.07 1 307.35 ∞ 0.35

11 64-8-34 4 520 2 254.44 4 356.89 2 278.65 1.00

12 64-16 3 423 ∞ 67 761.94 ∞ 0.00

13 64-18 2 050 ∞ 63 661.83 ∞ 0.00

14 64-20 1 365 ∞ 3 773.12 ∞ 0.00

15 64-32 195 163.27 30 117.18 ∞ 0.19

16 81-9-44 6 936 6 062.64 10 737.66 ∞ 0.14

17 81-19-80 6 406 ∞ 119 549.8 ∞ 0.00

18 81-21 3 990.97 ∞ 134 443.4 ∞ 0.00

19 81-30 908 ∞ ∞ ∞ 0.00

20 81-41 268 ∞ ∞ ∞ 0.00

21 100-10-53 13 306 ∞ ∞ ∞ 0.00

22 100-20-89 10 879 ∞ ∞ ∞ 0.00

23 100-25 7 400.58 ∞ ∞ ∞ 0.00

24 100-30 4 381.56 ∞ ∞ ∞ 0.00

25 100-50 338.25 ∞ ∞ ∞ 0.00

1 5 13 17

2

0

1

3

9 21 25

!"#$p

%
&
'
(
)
*
+

Gap-A.T.
Gap-A.O.
Gap-A.F.

图 1 ADM模型与其他 3种模型的最优值Gap比较

ADMM能在短时间内求解全部算例,其他 3种模型可

求解的算例很少.

根据表 2, 当𝐾/𝑁 = 0.5, 即平均两个BGU组成

一个分区时, ADM-OP与TRE-OP的差异约为 20%.

参考上文对求解时间消耗的比较,结合模型分析可得

知, ADM-OP与其他 3种模型的差异是由相邻空间单

元的搜索方式导致的.对于任意BGU, ADMM仅搜索

与其一阶相邻的单元,而其他 3种模型均采取多级相

邻关系的方式传递搜索空间单元,因此后 3种模型的

最优解更优但时间消耗较大.为了分析不同邻接搜索

方式对分区解形状的影响,图 2给出了表 2第 𝑝1算例

中TREM与ADMM的最优解图形表示.
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图 2 TREM与ADMM关于算例 𝑝1的最优解分区形状

图 2(a)为算例 𝑝1中经过AHC算法重构之后的

25个BGU集合, 网格颜色的深浅表示某度量属性

值 (如分区可达性、分区出行数量等TAZ问题指标)

的大小. 观察TREM (图 2(b))以及ADMM (图 2(c))分

区最优解的形状可知: TREM中的第 3个分区与第 6

个分区形状过于狭长; 而ADMM产生的分区解形状

较饱满,与实际交通规划中对交通小区的要求更相符.

定义如图 3所示的形状压缩率 𝜌来定量描述分

区形状的饱满程度.

ARe

AZ

Re

ρ A A= /Z R e

图 3 形状压缩率示意

如图 3所示, 𝜌为分区面积𝐴𝑍与分区当量半径

𝑅𝑒定义的圆面积𝐴𝑅𝑒之比. 𝜌越大,越接近于 1/π,表

示分区越饱满. 比较表 2算例的各模型最优解的平均

形状压缩率如图 4所示.

1 5 13 17

0.2

0

0.1

0.3

9 21 25

!"#$p

%
&

'
ρ

ADMM

TREM

ORPM

FLOM

图 4 4种模型最优解平均形状压缩率比较

如图 4所示, ADMM分区解的形状具有较平稳

的压缩率,而其他 3种模型的波动较大,表明ADMM

分区解的饱满程度较为平均. 此外, 根据 𝜌范围, 4种

模型中, ADMM的分区解的形状最为饱满,其他 3种

模型由于考虑多级的邻接关系容易产生极其狭窄的

分区.

综上所述, 从 4种模型求解的数值质量、图形质

量以及求解时间消耗 3个方面看, ADMM可以在较短

时间内产生形状较为饱满的分区解,因此当最优交通

小区划分问题对优化目标的数值质量要求不是很严

格但期望分区形状均匀且饱满的情况下, ADMM是

最为合适的建模方法.

5 结结结 论论论

本文提出了一类最优交通小区划分问题的一阶

邻接约束, 基于K中位模型, 给出了最小化分区系统

总差异的整数规划模型. 通过比较邻接矩阵表示的一

阶邻接约束与其他 3种邻接约束,得到如下结论:

1) 4种模型在问题求解空间上有所不同, ADM

模型的最优解是其他 3种模型最优解的一个下界;

2) 所提出的ADM模型具有能在短时间内给出

较好解的特点,而其他 3种模型的解虽然质量更好但

耗时巨大,当𝑁 > 50时,在实际可允许时间范围内可

能无法给出比ADM模型更好的解;

3)由于仅搜索一阶相邻的单位空间构造交通小

区, ADM模型给出的分区解具有形状均匀且饱满的

特点.

综上所述,本文提出的基于邻接矩阵表示的一阶

邻接约束建模方法适用于一类对优化目标的数值质

量要求不是很严格但期望分区形状均匀且饱满的最

优交通小区划分情况,能够实现高效求解的目的.
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