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摘 要: 对经典合作博弈的核心及谈判集解进行延拓,定义了广义核心及广义谈判集的概念,提出广义比例分配模

型及简化博弈模型,探讨了平均单调博弈与广义简化博弈的对应关系以及广义比例分配与广义核心解的包含关系,

证明了平均单调博弈广义核心解与谈判集解的等价性质. 研究结果丰富了对合作博弈解的研究及其在收益再分配领

域中的应用需求,说明了平均单调博弈广义核心解的非空性,进而保证了其最优再分配方案的存在性.
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Abstract: The core and bargaining set of classical cooperative game are expanded, and the generalized core and

bargaining set are defined. The models of the generalized proportional distribution and the reduced game are provided, the

correspondence between average monotonic game and generalized reduced game is discussed, and the inclusion relationship

between generalized proportional distribution and generalized core is provided. The equivalence property of the generalized

core and bargaining set in average monotonic game is proved. The result not only enriches the study of solutions in

cooperative game and application requirements in the field of profit reallocation, but also provides the nonempty property of

the generalized core in the average monotonic game, which indicates that the optimal reallocation scheme is existent.
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0 引引引 言言言

随着博弈论的发展,合作博弈及其解集在各种联

盟收益分配领域中已具有广泛的应用价值[1-3].目前,

对合作博弈的研究热点仍是如何定义某种解的概念

或某一类博弈模型,前人对合作博弈所做的研究大都

是在传统解的意义下将合作博弈的总收益值一次性

全部分配给所有参与者, 较少考虑收益再分配问题.

在实际应用中, 很多情况需要保留一部分收益,即只

分配总收益值的一部分,几乎所有企业联盟都会倾向

于保留一部分收益以利于再发展.

合作博弈主要研究的是参与者如何构成联盟,联

盟的总收益如何进行最优分配的问题.也可将合作博

弈描述为各参与者进行相互谈判的过程,参与者之间

通过谈判达成一致意见,进而组建联盟.合作博弈的

核心解诠释了联盟中的每一个成员通过合作获得的

收益不会少于其单独行动时所获得的收益.谈判集是

参与者之间针对谈判议题而提出的一种解集. 本文提

出广义核心及广义谈判集作为经典合作博弈相应解

的拓展,通过系数 𝑟的调整实现对博弈 (𝑁, 𝑣)总收益

值 𝑣(𝑁)的部分保留,解决收益再分配问题,并对平均
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单调博弈的广义核心和广义谈判集解的等价关系进

行刻画.

1 平平平均均均单单单调调调博博博弈弈弈及及及其其其广广广义义义核核核心心心解解解

在合作博弈中,可转移效用 (T.U.)博弈的特征函

数为 𝑣 : 2𝑁 → 𝑅, 它描述了无论其他参与者可能采

取何种行动,当决定合作时, 每个参与者能够获得的

最大收益或最小成本.平均单调博弈作为一种可转移

效用合作博弈, 覆盖了大多数能获得递增平均收益

的经济情况. 广义地讲, 如果一个正的非零向量𝛼 ∈
𝑅𝑛

+ ∖ {0}存在,则博弈特征函数表明了关于𝛼的递增

平均值.

基于递增平均值的概念, Sprumont[4]提到了两

种类型的博弈: 1)递增平均值博弈, 即 (𝑣(𝑆)/∣𝑆∣) ⩽
(𝑣(𝑇 )/∣𝑇 ∣), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑇 ; 2)递增相对值博弈,即(
𝑣(𝑆)

/∑
𝑖∈𝑆

𝑣({𝑖})
)
⩽

(
𝑣(𝑇 )

/∑
𝑖∈𝑇

𝑣({𝑖})
)
, ∀ 𝑆 ⊆ 𝑇.

实际上, 如果对第 1)种博弈取𝛼 = (1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1),
对第 2)种博弈取𝛼 = (𝑣({1}), 𝑣({2}), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣({𝑛})),则
这两种博弈都属于平均单调博弈.

对于𝑛人合作博弈,令𝑁 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}为所有
参与者的集合, 其中𝑁的任意非空子集称为联盟[5].

𝑛人合作博弈是一个二元偶 (𝑁, 𝑣), 其中 𝑣 : 2𝑁 → 𝑅

为一实值函数,博弈的特征函数满足:

1)空性. 𝑣(∅) = 0.

2) 超可加性. 如果𝑆
∪

𝑇 = ∅, 则 𝑣(𝑆
∪

𝑇 ) ⩾
𝑣(𝑆) + 𝑣(𝑇 ).

关于参与者集合𝑁的合作博弈的集合可记为

𝐺𝑁 .

令𝑅𝑁代表实值向量𝑥的空间,有

𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝑁 , 𝑅𝑁
+ = {𝑥 ∈ 𝑅𝑁 ;𝑥𝑖 ⩾ 0, ∀ 𝑖 ∈ 𝑁},

𝑥(𝑆) =
∑
𝑖∈𝑆

𝑥𝑖, 𝑥(∅) = 0, 𝑥∣𝑆 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝑆 .

定义 1 令 𝑟和 𝑐𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)为实数, 且满足 0

< 𝑟 ⩽ 1, 0 < 𝑐𝑖 ⩽ 1 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛), 𝑟 ⩾ max{𝑐𝑖 : 𝑖 ∈
𝑁} ⩾ max{𝑐𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑆}, ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁 . 合作博弈的一个广

义转归即为一个收益分配向量𝑥 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛},

满足∑
𝑖∈𝑁

𝑥𝑖 = 𝑥(𝑁) = 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁), 𝑟 ⩾ max{𝑐𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑁}; (1)

𝑥𝑖 ⩾ 𝑐𝑖 ⋅ 𝑣({𝑖}), 𝑖 ∈ 𝑁. (2)

式 (1)说明,结合实际情况,通过调整系数 𝑟可实

现保留博弈总收益值的一部分用于再分配或再发展,

而不是一次性全部分完;式 (2)说明,每个参与者加入

联盟获得的收益都不少于单独行动时的收益. 此外,

𝑟 ⩾ max{𝑐𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑁}是使式 (1)和 (2)保持一致的必

要条件.

令 𝐼∗(𝑣, 𝑟, 𝑐) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑁 ∣𝑥(𝑁) = 𝑟⋅𝑣(𝑁)}为有效
向量集, 称作广义预转归集, 实现对博弈 (𝑁, 𝑣)总值

𝑣(𝑁)的部分保留,进而用于再分配.令 𝐼(𝑣, 𝑟, 𝑐) = {𝑥
∈ 𝐼∗(𝑣, 𝑟, 𝑐)∣𝑥𝑖 ⩾ 𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}为博弈 𝑣的

广义转归集.

定义 2 令𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐)为博弈 𝑣的广义核心, 记为

𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐) = {𝑥 ∈ 𝐼(𝑣, 𝑟, 𝑐)∣𝑥(𝑆) ⩾ max{𝑐𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑆} ⋅
𝑣(𝑆), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁}. 换言之, 在单调合作博弈 (𝑁, 𝑣)中,

当且仅当下式成立时,向量𝑥为 (𝑁, 𝑣)的广义核心:∑
𝑖∈𝑁

𝑥𝑖 = 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁), (3)

∑
𝑖∈𝑆

𝑥𝑖 ⩾ max
𝑖∈𝑆

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆). (4)

其中: ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁, 𝑟 = max
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 ⩾ max
𝑖∈𝑆

𝑐𝑖. 如果博弈 𝑣具有

广义核心, 则称 𝑣是均衡的; 如果博弈所有的子博弈

均有广义核心,则称该博弈是完全均衡的.

给定博弈 (𝑁, 𝑣), 如果满足 𝑣(𝑆) ⩽ 𝑣(𝑇 ), ∀ 𝑆 ⊆
𝑇 ,则称 𝑣为单调的[6]. 平均单调博弈属于单调博弈的

子类,记为AMG𝑁 .

定义 3 设博弈 (𝑁, 𝑣)是平均单调的,当且仅当

𝑣(𝑆) ⩾ 0, ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁, (5)

且存在向量𝛼 ∈ 𝑅𝑁
+ ∖ {0}, 使得对所有的𝑆 ⊆ 𝑇 ⊆

𝑁有

𝛼(𝑇 ) ⋅ 𝑣(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑆) ⋅ 𝑣(𝑇 ). (6)

其中: 𝛼(𝑆) =
∑
𝑖∈𝑆

𝛼𝑖, 𝛼(𝑇 ) =
∑
𝑖∈𝑇

𝛼𝑖. 如果满足条件

(5)和 (6), 则称博弈 (𝑁, 𝑣)为关于向量𝛼 的平均单调

博弈[7].

注意: 针对所有的𝑆 ⊆ 𝑇 , 有 0 ⩽ 𝛼(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑇 ),

及𝛼(𝑁) ⩾ 0. 如果𝛼𝑖 > 0, ∀ 𝑖 ∈ 𝑁 ,则可将式 (6)写为
𝑣(𝑆)

𝛼(𝑆)
⩽ 𝑣(𝑇 )

𝛼(𝑇 )
, ∀ ∅ ∕= 𝑆 ⊆ 𝑇 ⊆ 𝑁. (7)

也应该注意向量𝛼 = (𝛼𝑖)𝑖∈𝑁对博弈本身而言是

外生的,所以可以认为它是博弈中参与者的相对贡献.

式 (7)体现了联盟成员平均贡献值随联盟的增大而提

高的变化过程, 因此, 本文研究平均单调博弈的主要

出发点是如何确定参与者的相对贡献值向量𝛼.

平均单调博弈覆盖了很多应用领域,在应用中确

定哪一个向量𝛼更适合平均单调博弈的定义是很必

要的, 这个向量可能是唯一的. 因此, 向量一旦确定,

博弈的代数结构将变得很清楚.以下性质可作为判断

博弈是否为关于某向量的平均单调博弈的必要条件.

命题 1 令 (𝑁, 𝑣)为关于𝛼的平均单调博弈, 则

有以下性质:

1)如果 𝑣(𝑆) > 0, ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁 ,则𝛼(𝑆) > 0;

2)如果𝛼(𝑆) = 0, ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁 ,则 𝑣(𝑆) = 0;
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3)如果 𝑣(𝑆) = 𝑣(𝑇 ) > 0,且𝑆 ⊂ 𝑇 ⊆ 𝑁 ,则𝛼(𝑇

∖ 𝑆) = 0;

4) 𝑣是单调的;

5) 𝑣是超可加的.

证证证明明明 可以直接通过定义 3证明这个命题,在定

义 3中有𝛼(𝑇 ) ⋅ 𝑣(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑆) ⋅ 𝑣(𝑇 ), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑇 ⊆ 𝑁 .

1)取𝑇 = 𝑁 ,则𝛼(𝑁) ⋅ 𝑣(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑆) ⋅ 𝑣(𝑁). 现有

𝑣(𝑆) > 0, 𝑣(𝑁) > 0,且𝛼(𝑁) > 0. 因此, 𝛼(𝑆) > 0.

2)取𝑇 = 𝑁 ,则𝛼(𝑁) ⋅ 𝑣(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑆) ⋅ 𝑣(𝑁). 现有

𝛼(𝑆) = 0, 𝛼(𝑁) > 0, 所以 𝑣(𝑆) ⩽ 0. 由定义 3可知,

𝑣(𝑆) ⩾ 0. 因此, 𝑣(𝑆) = 0.

3) 因为 𝑣(𝑆) = 𝑣(𝑇 ) > 0, 所以有𝛼(𝑇 ) ⩽ 𝛼(𝑆),

𝛼(𝑇 )−𝛼(𝑆) = 𝛼(𝑇 ∖𝑆) ⩽ 0.且由 0 ⩽ 𝛼(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑇 )可

得, 𝛼(𝑇 )− 𝛼(𝑆) = 𝛼(𝑇 ∖ 𝑆) ⩾ 0. 因此, 𝛼(𝑇 ∖ 𝑆) = 0.

4) 由命题 1的第 1项可知, 若 𝑣(𝑆) > 0, 则𝛼(𝑆)

> 0. 又因为 0 ⩽ 𝛼(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑇 ), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑇 , 所以 𝑣(𝑇 )

⩾ 𝑣(𝑆)

𝛼(𝑆)
⋅ 𝛼(𝑇 ) ⩾ 𝑣(𝑆)

𝛼(𝑆)
⋅ 𝛼(𝑆) = 𝑣(𝑆),即 𝑣是单调的.

5) 由命题 1的第 1项可知, 若 𝑣(𝑆) > 0, 则𝛼(𝑆)

> 0. 令𝑄 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑆, 𝑆 ⊆ 𝑁 ,有𝑆
∩

𝑄 = ∅. 又因为 0 <

𝛼(𝑆) < 𝛼(𝑆
∪

𝑄),所以 𝑣(𝑆) ⩽ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)

𝛼(𝑆
∪

𝑄)
⋅𝛼(𝑆). 类似

地, 有 𝑣(𝑄) ⩽ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)

𝛼(𝑆
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄). 因此, 如果𝑆

∩
𝑄 =

∅, 则 𝑣(𝑆) + 𝑣(𝑄) ⩽ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)

𝛼(𝑆
∪

𝑄)
⋅ {𝛼(𝑆) + 𝛼(𝑄)} =

𝑣(𝑆
∪

𝑄)成立. 即 𝑣是超可加的. □

2 广广广义义义比比比例例例分分分配配配模模模型型型及及及简简简化化化博博博弈弈弈模模模型型型

平均单调博弈的定义意味着关于向量𝛼的联盟

平均值随联盟扩大而增长, 如果参与者依据权值𝛼𝑖

有比例地共享收益值,则联盟中参与者数量越多, 每

个参与者得到的回报越大.

定义 4 令 (𝑁, 𝑣)为关于𝛼的平均单调博弈, 广

义比例分配模型 𝑝(𝑣;𝛼, 𝑐) = (𝑝𝑖(𝑣;𝛼, 𝑐))𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛定

义为

𝑝𝑖(𝑣;𝛼, 𝑐) = 𝛼𝑖 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (8)

其中: 0 < 𝑟 = max{𝑐𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑁} ⩽ 1, 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑛), 0 < 𝑐𝑖 ⩽ 1.

广义比例分配不仅是显著的广义核心元素,同时

也是保证参与者在更大联盟中比在任何子联盟中获

得更高收益的规则.可用广义比例分配表明平均单调

博弈广义核心解的非空性.

以下定理对平均单调博弈是显然的,也是作为证

明其广义核心与广义谈判集相等的基础.

定理 1 令 (𝑁, 𝑣)为关于𝛼的平均单调博弈, 则

有以下声明: 1) 广义比例分配在博弈 𝑣的广义核心

内; 2)博弈是完全均衡的.

证证证明明明 1)如果 𝑣(𝑆) = 0,则显然有∑
𝑖∈𝑁

𝑝𝑖(𝑣;𝛼, 𝑐) =
∑
𝑖∈𝑁

𝛼𝑖 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
= 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁).

因为 𝑣(𝑆) = 0,所以
∑
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖(𝑣;𝛼, 𝑐) ⩾ 0 = max
𝑖∈𝑆

𝑐𝑖 ⋅𝑣(𝑆).

如果 𝑣(𝑆) > 0,则由命题 1的第 1)项,有𝛼(𝑆) > 0. 由

于 𝑣是平均单调的,且max
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 ⩾ max
𝑖∈𝑆

𝑐𝑖, ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁 ,有∑
𝑖∈𝑁

𝑝𝑖(𝑣;𝛼, 𝑐) =
∑
𝑖∈𝑁

𝛼𝑖 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
= 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁),

∑
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖(𝑣;𝛼, 𝑐) =
∑
𝑖∈𝑆

𝛼𝑖 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
=

𝛼(𝑆) ⋅
max
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
⩾ 𝛼(𝑆) ⋅

max
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆)
𝛼(𝑆)

=

max
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆) ⩾ max
𝑖∈𝑆

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆).
满足广义核心的条件,即声明 1)成立.

2) 平均单调博弈的任何子博弈 𝑣∣𝑇 可能为关于

𝛼∣𝑇 的平均单调博弈, 也可能为空博弈, 如果不等于

零, 则显然是关于任何 𝑟 ∈ 𝑅𝑇
+ ∖ {0}包括𝛼∣𝑇 在内的

平均单调博弈.在任何情况下, 子博弈都有一个非空

广义核心,所以平均单调博弈为完全均衡的. □

定义 5 给定一个合作博弈 (𝑁, 𝑣),向量𝑥 ∈ 𝑅𝑁 ,

和一个特定联盟𝑇 ⊆ 𝑁 ,则关于𝑇 在𝑥的广义简化博

弈定义为

𝑣𝑇𝑥 (∅) = 0, (9)

𝑣𝑇𝑥 (𝑆, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑇

{ max
𝑗∈(𝑆∪𝑄)

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)}, (10)

其中 ∀ ∅ ∕= 𝑆 ⊆ 𝑇 . 广义简化博弈的主要思想在于:

给定一个合作博弈 (𝑁, 𝑣)中参与者的收益𝑥, 每一个

非空子集𝑇 ⊆ 𝑁都将探讨关于𝑇 的 “自己的博弈”(𝑇,

𝑣𝑇𝑥 ), 每一个联盟𝑆 ⊆ 𝑇 都分析它可能从𝑇 𝑐 = 𝑁∖𝑇
中获取合作伙伴.比如,在联盟𝑄 ⊆ 𝑁𝑇 中,通过合作

可产生 𝑣(𝑆
∪

𝑄),保留一部分值后,为 max
𝑗∈(𝑆∪𝑄)

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆∪
𝑄). 此外, 还必须向合作伙伴支付𝑥(𝑄), 所以只有

差值对𝑆来说才可能是可行的. 通过 𝑣𝑇𝑥 (𝑆, 𝑐)计算最

大差值,以表明寻找了最好的合作伙伴.

广义简化博弈具有两个重要的特征:

1)如果 𝑣 ⩾ 0,则 𝑣𝑇𝑥 (𝑆) ⩾ 0, ∀ 𝑆 ⊆ 𝑇 ;

2)广义简化博弈最大联盟的值为

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑇

{ max
𝑗∈(𝑇∪𝑄)

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)}.

以下引理证明了换算广义简化博弈与原始简化

博弈之间的对应关系.

引理 1 令 (𝑁, 𝑣) ∈ 𝐺𝑁 , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , 则对所有的 𝑖

∈ 𝑆 ⊆ 𝑁 , ∅ ∕= 𝑅 ⊆ 𝑆 ∖ {𝑖},有
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[𝑣𝑆𝑥 ]
𝑆∖{𝑖}
𝑥∣𝑆 (𝑅, 𝑐) = max

∅⊆𝑄′⊆{𝑖}, 𝑘∈𝑅∪𝑄′
𝑐𝑘 ⋅ 𝑣𝑆∖{𝑖}

𝑥 (𝑅, 𝑐),

其中 ∣𝑆∣ ⩾ 2.

证证证明明明 由广义简化博弈的定义可知,对任何联盟

𝑅 (∅ ∕= 𝑅 ⊆ 𝑆 ∖ {𝑖}),根据定义 5有

[𝑣𝑆𝑥 ]
𝑆∖{𝑖}
𝑥∣𝑆 (𝑅, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄′⊆{𝑖}

{ max
𝑘∈𝑅∪𝑄′

𝑐𝑘 ⋅ 𝑣𝑆𝑥 (𝑅
∪

𝑄′)− 𝑥(𝑄′)} =

max{max
𝑘∈𝑅

𝑐𝑘 ⋅ 𝑣𝑆𝑥 (𝑅), max
𝑘∈𝑅∪{𝑖}

𝑐𝑘 ⋅ 𝑣𝑆𝑥 (𝑅
∪{𝑖})− 𝑥𝑖} =

max{max
𝑘∈𝑅

𝑐𝑘 ⋅ max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆

{ max
𝑗∈𝑅∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑅
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)},

max
𝑘∈𝑅∪{𝑖}

𝑐𝑘 ⋅ max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆

{ max
𝑗∈𝑅∪𝑄∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅

𝑣(𝑅
∪{𝑖}∪𝑄)− 𝑥(𝑄)} − 𝑥𝑖} =

max{max
𝑘∈𝑅

𝑐𝑘 ⋅ max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆

{ max
𝑗∈𝑅∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑅
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)},

max
𝑘∈𝑅∪{𝑖}

𝑐𝑘 ⋅ max
∅⊆𝑄⊆(𝑁∖𝑆)∪{𝑖}

{ max
𝑗∈𝑅∪𝑄∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅

𝑣(𝑅
∪{𝑖}∪𝑄)− 𝑥(𝑄

∪{𝑖})}} =

max
∅⊆𝑄′⊆{𝑖}

{ max
𝑘∈𝑅∪𝑄′

𝑐𝑘 ⋅ { max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆

{ max
𝑗∈𝑅∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅

𝑣(𝑅
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)}, max
∅⊆𝑄⊆(𝑁∖𝑆)∪{𝑖}

{ max
𝑗∈𝑅∪𝑄∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅

𝑣(𝑅
∪{𝑖}∪𝑄)− 𝑥(𝑄

∪{𝑖})}}} =

max
∅⊆𝑄′⊆{𝑖}

{ max
𝑘∈𝑅∪𝑄′

𝑐𝑘⋅

max
∅⊆𝑄⊆(𝑁∖𝑆)∪{𝑖}

{ max
𝑗∈𝑅∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑅
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)}} =

max
∅⊆𝑄′⊆{𝑖}

{ max
𝑘∈𝑅∪𝑄′

𝑐𝑘 ⋅ 𝑣𝑆∖{𝑖}
𝑥 (𝑅, 𝑐)} =

max
∅⊆𝑄′⊆{𝑖}, 𝑘∈𝑅∪𝑄′

𝑐𝑘 ⋅ 𝑣𝑆∖{𝑖}
𝑥 (𝑅, 𝑐).

即 [𝑣𝑆𝑥 ]
𝑆∖{𝑖}
𝑥∣𝑆 (𝑅, 𝑐) = max

∅⊆𝑄′⊆{𝑖}, 𝑘∈𝑅∪𝑄′
𝑐𝑘 ⋅ 𝑣𝑆∖{𝑖}

𝑥 (𝑅, 𝑐)

成立. □

以下命题声明了,如果一个参与者获得的收益比

广义比例分配多,则广义简化博弈为平均单调的.

命题 2 令 (𝑁, 𝑣)为关于𝛼的平均单调博弈, 𝑥 ∈
𝑅𝑁且 𝑖 ∈ 𝑁 ,使得𝑥𝑖 ⩾ 𝛼𝑖⋅𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
, 0 < 𝑟 = max

𝑖∈𝑁
𝑐𝑖 ⩽

1,则: 1)如果𝛼∣𝑁∖{𝑖} = 0,则广义简化博弈 𝑣
𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆,

𝑐) = 0, ∀𝑆 ⊆ 𝑁 ∖ {𝑖}; 2)如果𝛼∣𝑁∖{𝑖} ∕= 0,则广义简化

博弈 𝑣
𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆, 𝑐)为关于𝛼∣𝑁∖{𝑖}的平均单调博弈.

证证证明明明 1) 因为𝛼∣𝑁∖{𝑖} = (𝛼𝑗)𝑗∈𝑁∖{𝑖} = 0, 𝛼(𝑆)

= 0, 由命题 1第 2)项可知, 对于所有的𝑆 ⊆ 𝑁 ∖ {𝑖},

有 𝑣(𝑆) = 0. 因此,对于𝑆 ⊆ 𝑁 ∖ {𝑖},有

𝑥𝑖 ⩾ 𝛼𝑖 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
= (𝛼(𝑆) + 𝛼𝑖) ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
=

𝛼(𝑆
∪{𝑖}) ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
⩾ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑆∪{𝑖}) ⩾

max
𝑗∈𝑆∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆
∪{𝑖}).

因为 𝑣(𝑆) = 0,且 max
𝑗∈𝑆∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆
∪{𝑖})− 𝑥𝑖 ⩽ 0,所以

𝑣𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆) =

max
∅⊆𝑄⊆{𝑖}

{ max
𝑗∈𝑆∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)} =

max{max
𝑗∈𝑆

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆), max
𝑗∈𝑆∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆
∪{𝑖})− 𝑥𝑖} =

max
𝑗∈𝑆

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆) = 0.

即 𝑣
𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆, 𝑐) = 0.

2)需要证明对于任何𝑆1 ⊆ 𝑆2 ⊆ 𝑁 ∖ {𝑖},以下不

等式成立:

𝛼(𝑆2) ⋅ 𝑣𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆1, 𝑐) ⩽ 𝛼(𝑆1) ⋅ 𝑣𝑁∖{𝑖}

𝑥 (𝑆2, 𝑐).

如果𝛼(𝑆1) = 0,同 1),可得 𝑣
𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆1, 𝑐) = 0,所

以不等式成立. 如果𝛼(𝑆1) ∕= 0,则需证明

𝑣
𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆1, 𝑐)

𝛼(𝑆1)
⩽ 𝑣

𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆2, 𝑐)

𝛼(𝑆2)
.

事实上,已经知道
𝑣(𝑆1)

𝛼(𝑆1)
⩽ 𝑣(𝑆2)

𝛼(𝑆2)
.

因为 𝑣是平均单调的, 且𝑆1 ⊆ 𝑆2, max
𝑗∈𝑆1

𝑐𝑗 ⩽

max
𝑗∈𝑆2

𝑐𝑗 ,则max
𝑗∈𝑆1

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1)

𝛼(𝑆1)
⩽ max

𝑗∈𝑆2

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2)

𝛼(𝑆2)
,且

𝑣𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆1, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆{𝑖}

{ max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)} =

max{max
𝑗∈𝑆1

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1), max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅

𝑣(𝑆1

∪{𝑖})− 𝑥𝑖}𝑣𝑁∖{𝑖}
𝑥 (𝑆2, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆{𝑖}

{ max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)} =

max{max
𝑗∈𝑆2

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2), max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})− 𝑥𝑖}.
只需证明

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆2)
.

因为 𝑣是平均单调的, 且𝑆1 ⊆ 𝑆2, max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⩽

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ,则有

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
=

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})
𝛼(𝑆1

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼(𝑆1

∪{𝑖})− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
=

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})
𝛼(𝑆1

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼(𝑆1)

𝛼(𝑆1)
+

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})
𝛼(𝑆1

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
=
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max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})
𝛼(𝑆1

∪{𝑖})+

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})
𝛼(𝑆1

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖})+

max
𝑗∈𝑆1∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖})+

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
.

由此可以判定 max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖 ⩽ 0.

又因为𝑆2

∪{𝑖} ⊆ 𝑁 , max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⩽ max
𝑗∈𝑁

𝑐𝑗 = 𝑟,

所以

𝑥𝑖 ⩾ 𝛼𝑖 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁)

𝛼(𝑁)
⩾ 𝛼𝑖 ⋅ 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⩾

𝛼𝑖 ⋅
max

𝑗∈𝑆2∪{𝑖}
𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ,

也就是说 max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖 ⩽ 0.

由平均单调博弈的定义,有 0 ⩽ 𝛼(𝑆1) ⩽ 𝛼(𝑆2),

𝑆1 ⊆ 𝑆2. 现因为𝛼(𝑆1) ∕= 0,所以 0 <
1

𝛼(𝑆2)
⩽ 1

𝛼(𝑆1)
.

因此

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖})+

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖})+

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖

𝛼(𝑆2)
=

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})
𝛼(𝑆2

∪{𝑖}) ⋅ (𝛼(𝑆2) + 𝛼𝑖)− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆2)
=

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆2)
,

即下式成立:
max

𝑗∈𝑆1∪{𝑖}
𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪{𝑖})− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪{𝑖}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪{𝑖})− 𝑥𝑖

𝛼(𝑆2)
. □

定义 6 令𝑥 ∈ 𝐼∗(𝑣, 𝑟, 𝑐) ∖ 𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐)为任意关于

𝛼的平均单调博弈 (𝑁, 𝑣)广义核心之外的预转归, 定

义联盟𝑆关于𝑥的广义超量为

𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑐) = max
𝑖∈𝑆

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆)− 𝑥(𝑆), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁. (11)

令𝑇 ⊆ 𝑁为最大广义超量的最大联盟,即⎧⎨⎩
𝑒(𝑇, 𝑥, 𝑐) = max

𝑖∈𝑇
𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) ⩾

max
𝑖∈𝑆

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆)− 𝑥(𝑆) =

𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑐), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁 ;

𝑒(𝑇, 𝑥, 𝑐) > 𝑒(𝑆, 𝑥, 𝑐), ∀ 𝑇 ⊂ 𝑆.

(12)

本文将用这个最大联盟构造关于𝑥的异议.首先

证明关于𝑇 在𝑥的广义简化博弈是关于𝛼∣𝑇 的平均

单调博弈.

命题 3 令 (𝑁, 𝑣)为关于𝛼的平均单调博弈, 令

𝑥 ∈ 𝐼∗(𝑣, 𝑟, 𝑐) ∖ 𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐), 且𝑇 为最大广义超量的最

大联盟,则: 1)如果𝛼∣𝑇 = 0,则广义简化博弈 𝑣𝑇𝑥 = 0;

2)如果𝛼∣𝑇 ∕= 0,则广义简化博弈 𝑣𝑇𝑥 是关于𝛼∣𝑇 的平

均单调博弈.

证证证明明明 1) 由命题 1第 2)项可知, 如果𝛼∣𝑇 =

(𝛼𝑖)𝑖∈𝑇 = 0,则𝛼(𝑆) = 0, 𝑆 ⊆ 𝑇 ,所以 𝑣(𝑆) = 0, ∀ 𝑆

⊆ 𝑇 . 因此,由 𝑣的单调性可得,对于任意的∅ ∕= 𝑄 ⊆
𝑁 ∖ 𝑇 ,以及所有的∅ ∕= 𝑆 ⊆ 𝑇 ,有 𝑣(𝑆

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄) ⩽

𝑣(𝑇
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄).

又因为𝑆 ⊆ 𝑇 , max
𝑖∈𝑆∪𝑄

𝑐𝑖 ⩽ max
𝑖∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑖,所以

max
𝑖∈𝑆∪𝑄

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄) ⩽

max
𝑖∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄).

因为𝑇 为最大广义超量的最大联盟,有
max

𝑖∈𝑇∪𝑄
𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄

∪
𝑇 ) <

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ).

所以 max
𝑖∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄) < max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 ).
又由命题 1第 2)项可知, 𝛼∣𝑇 = 0, 𝑣(𝑇 ) = 0, 因

此, max
𝑖∈𝑆∪𝑄

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄) ⩽ max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 ).
得出结论:

𝑣𝑇𝑥 (𝑆, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑇

{ max
𝑗∈𝑆∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)} =

max{max
𝑗∈𝑆

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆), max
𝑗∈𝑆∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆
∪

𝑄)− 𝑥(𝑄)} = 0.

2) 令𝑥 ∈ 𝐼∗(𝑣, 𝑟, 𝑐) ∖ 𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐), 𝑇 为最大广义

超量的最大联盟. 为了证明 𝑣𝑇𝑥 (𝑆, 𝑐), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑇 是关

于𝛼∣𝑇 的平均单调博弈, 必须证明对于任意的∅ ∕=
𝑆1 ⊆ 𝑆2 ⊆ 𝑇 ,有𝛼(𝑆2) ⋅ 𝑣𝑇𝑥 (𝑆1, 𝑐) ⩽ 𝛼(𝑆1) ⋅ 𝑣𝑇𝑥 (𝑆2, 𝑐).

分两种情况讨论:

① [𝛼(𝑆1) = 0]. 这种情况下足以证明 𝑣𝑇𝑥 (𝑆1) =

0. 由命题 1第 2)项可知, 𝛼(𝑆1) = 0, 则𝑣(𝑆1) = 0. 这

意味着

𝑣𝑇𝑥 (𝑆1, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑇

{ max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)} =
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max{max
𝑗∈𝑆1

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1), max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)} =

max{0, max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)}.

因此, 只需要证明对于任意的∅ ∕= 𝑄 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 , 有

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅𝑣(𝑆1

∪
𝑄)−𝑥(𝑄) ⩽ 0成立. 用反证法,也就

是说,存在一联盟𝑄1 (∅ ∕= 𝑄1 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 ),使得
max

𝑗∈𝑆1∪𝑄1

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄1)− 𝑥(𝑄1) > 0.

首先注意𝛼(𝑆1∪𝑄1) ∕= 0. 否则,由命题 1第 2)项

可知, 如果𝛼(𝑆1

∪
𝑄1) = 0, 则 𝑣(𝑆1

∪
𝑄1) = 0, 同时

由广义简化博弈的性质有 max
𝑗∈𝑆1∪𝑄1

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄1) −

𝑥(𝑄1) > 0, 𝑄1 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 ,即𝑥(𝑄1) < 0,这意味着对某

些 𝑗 ∈ 𝑁 ∖ 𝑇 ,有𝑥𝑗 < 0 ⩽ max
𝑖∈{𝑗}

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣({𝑗})成立. 但由

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⩽ max
𝑖∈𝑇∪{𝑗}

𝑐𝑖可知

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) <

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) + max
𝑖∈{𝑗}

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣({𝑗})− 𝑥𝑗 ⩽

max
𝑖∈𝑇∪{𝑗}

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪{𝑗})− 𝑥(𝑇

∪{𝑗}),
这与联盟𝑇 的定义相矛盾.

现在, 通过 𝑣是关于𝛼的平均单调博弈的定义,

𝛼(𝑇 ) ∕= 0, 𝛼(𝑆1) = 0, ∅ ∕= 𝑆1 ⊆ 𝑇 , 𝛼(𝑆1 ∪ 𝑄1) ∕=
0, ∅ ∕= 𝑄1 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 , 以及max

𝑖∈𝑇
𝑐𝑖 ⩽ max

𝑖∈𝑇∪𝑄1

𝑐𝑖,

max
𝑖∈𝑆1∪𝑄1

𝑐𝑖 ⩽ max
𝑖∈𝑇∪𝑄1

𝑐𝑖可知

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) <

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 )+

max
𝑖∈𝑆1∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄1)− 𝑥(𝑄1) =

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )
𝛼(𝑇 )

⋅ 𝛼(𝑇 )− 𝑥(𝑇 )+

max
𝑖∈𝑆1∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄1)

𝛼(𝑆1

∪
𝑄1)

⋅ 𝛼(𝑆1

∪
𝑄1)− 𝑥(𝑄1) ⩽

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄1)

𝛼(𝑇
∪

𝑄1)
⋅ 𝛼(𝑇 )− 𝑥(𝑇 )+

max
𝑖∈𝑆1∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄1)

𝛼(𝑇
∪

𝑄1)
⋅ (𝛼(𝑄1) + 𝛼(𝑆1))− 𝑥(𝑄1) ⩽

max
𝑖∈𝑇∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄1)

𝛼(𝑇
∪

𝑄1)
⋅ 𝛼(𝑇 )− 𝑥(𝑇 )+

max
𝑖∈𝑇∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄1)

𝛼(𝑇
∪

𝑄1)
⋅ 𝛼(𝑄1)− 𝑥(𝑄1) =

max
𝑖∈𝑇∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄1)

𝛼(𝑇
∪

𝑄1)
⋅ 𝛼(𝑇 ∪

𝑄1)− 𝑥(𝑇
∪

𝑄1) =

max
𝑖∈𝑇∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄1)− 𝑥(𝑇
∪

𝑄1).

也就是说, max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅𝑣(𝑇 )−𝑥(𝑇 )< max
𝑖∈𝑇∪𝑄1

𝑐𝑖 ⋅𝑣(𝑇
∪

𝑄1)−
𝑥(𝑇

∪
𝑄1),这与所选联盟𝑇 的条件相矛盾.

② [𝛼(𝑆1) ∕= 0]. 在这种情况下需要证明,对于任

意的∅ ∕= 𝑆1 ⊆ 𝑆2 ⊆ 𝑇 及𝑄 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 ,有
max

𝑗∈𝑆1∪𝑄
𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆2)
.

首先注意, 如果𝑄 = ∅, 则因为 𝑣是关于𝛼的平

均单调博弈, 这个不等式显然成立. 现在, 假设∅ ∕=
𝑄 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 , 因为 𝑣是平均单调博弈, 且 max

𝑗∈𝑆1∪𝑄
𝑐𝑗 ⩽

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 , 0 < 𝛼(𝑆1) ⩽ 𝛼(𝑆2), max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

⋅
𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄) ⩽ 0,所以

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
=

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)

𝛼(𝑆1

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
=

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)

𝛼(𝑆1

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑆1)

𝛼(𝑆1)
+

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1 ∪𝑄)

𝛼(𝑆1 ∪𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
=

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)

𝛼(𝑆1

∪
𝑄)

+

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)

𝛼(𝑆1

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

+

max
𝑗∈𝑆1∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

+

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

+

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆2)
=

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆2)
,

即
max

𝑗∈𝑆1∪𝑄
𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆1)
⩽

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)− 𝑥(𝑄)

𝛼(𝑆2)

成立. 其中,最后一个不等式是归于事实: max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅
𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑄) − 𝑥(𝑄) ⩽ 0. 因为 max
𝑗∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑗 ⩾

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 , 𝑆2 ⊆ 𝑇 , ∅ ∕= 𝑄 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 , 又 𝑣是平均单

调博弈, 则 max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑄) − 𝑥(𝑄) > 0,
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所以

max
𝑗∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)

𝛼(𝑇
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄) ⩾

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)

𝛼(𝑇
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄) ⩾

max
𝑗∈𝑆2∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆2

∪
𝑄)

𝛼(𝑆2

∪
𝑄)

⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄) > 0.

因此

max
𝑗∈𝑇

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) <

max
𝑗∈𝑇

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 )+

max
𝑗∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)

𝛼(𝑇
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄) ⩽

max
𝑗∈𝑇

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)

𝛼(𝑇
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑇 )− 𝑥(𝑇 )+

max
𝑗∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)

𝛼(𝑇
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄)−

𝑥(𝑄) max
𝑗∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)

𝛼(𝑇
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄)−

𝑥(𝑄) max
𝑗∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)

𝛼(𝑇
∪

𝑄)
⋅ 𝛼(𝑄)− 𝑥(𝑄) =

max
𝑗∈𝑇∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑄)− 𝑥(𝑇
∪

𝑄).

这与联盟𝑇 的定义相矛盾.

以上表明: 对于任意的∅ ∕= 𝑆1 ⊆ 𝑆2 ⊆ 𝑇 , 有

𝛼(𝑆2) ⋅ 𝑣𝑇𝑥 (𝑆1, 𝑐) ⩽ 𝛼(𝑆1) ⋅ 𝑣𝑇𝑥 (𝑆2, 𝑐)成立. □

3 广广广义义义谈谈谈判判判集集集及及及其其其等等等价价价性性性

在某些情况下,需要保留博弈总值的一部分用于

再分配. 在提出广义异议和反异议概念的基础上,将

传统谈判集[8-10]扩展为广义谈判集.

定义 7 如果有 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑁 ,且 𝑘 ∕= 𝑙,则记

Γ𝑘𝑙(𝑁) = Γ𝑘𝑙 = {𝑆 ⊆ 𝑁 ∖ {𝑙}∣𝑘 ∈ 𝑆}.
也就是说, Γ𝑘𝑙是包含 𝑘而不包含 𝑙的联盟集合.

令𝑥为博弈 (𝑁, 𝑣)的广义转归, 则参与者 𝑖针对

𝑗关于𝑥的广义异议为二元偶 (𝑇, 𝑦), 其中𝑇 为包含 𝑖

而不包含 𝑗的联盟, 即𝑇 ∈ Γ𝑖𝑗 , 并且𝑅𝑇 中的参与者

收益分配向量 𝑦 ∈ 𝑅𝑇 满足⎧⎨⎩𝑦𝑘 > 𝑥𝑘, ∀ 𝑘 ∈ 𝑇 ;

𝑦(𝑇 ) = max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 ).
(13)

令 (𝑇, 𝑦)为参与者 𝑖针对参与者 𝑗关于𝑥的广义

异议,则二元偶 (𝑀, 𝑧)为广义异议 (𝑇, 𝑦)的广义反异

议.当且仅当𝑀 ∈ Γ𝑗𝑖时, 𝑧 ∈ 𝑅𝑀使得⎧⎨⎩
𝑧𝑘 ⩾ 𝑦𝑘, ∀ 𝑘 ∈ 𝑀

∩
𝑇 ;

𝑧𝑘 ⩾ 𝑥𝑘, ∀ 𝑘 ∈ 𝑀 ∖ 𝑇 ;
𝑧(𝑀) = max

𝑖∈𝑀
𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀).

(14)

当且仅当任意参与者针对另一参与者关于𝑥的

广义异议都存在一个广义反异议时,广义转归𝑥属于

广义谈判集𝑀(𝑣, 𝑟, 𝑐). 也就是说,广义谈判集是由存

在广义异议和反异议的谈判过程的广义转归组成,即
𝑀(𝑣, 𝑟, 𝑐) ={
𝑥 ∈ 𝐼(𝑣, 𝑟, 𝑐)

∣∣∣∣∣ 𝑥的每个广义异议都存在广义反异议

}
. (15)

定理 2 对于任意平均单调博弈,其广义谈判集

𝑀(𝑣, 𝑟, 𝑐)与广义核心𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐)相等.

证证证明明明 因为任何广义核心元素都不存在广义异

议,所以𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐) ⊆ 𝑀(𝑣, 𝑟, 𝑐). 为了检验𝑀(𝑣, 𝑟, 𝑐) ⊆
𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐),现构造广义核心之外的广义转归𝑥 ∈ 𝐼(𝑣, 𝑟,

𝑐) ∖ 𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐), 并根据式 (12)选择一个最大广义超量

的最大联盟,记为𝑇 .

注意联盟𝑇 不等于𝑁 , ∣𝑇 ∣ ⩾ 2,满足对于任意的

𝑅 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 ,有𝑥(𝑅) ⩾ max
𝑖∈𝑅

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑅). 如果存在一个联

盟𝑅 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 ,使得𝑥(𝑅) < max
𝑖∈𝑅

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑅),则由max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖

⩽ max
𝑖∈𝑇∪𝑅

𝑐𝑖, max
𝑖∈𝑅

𝑐𝑖 ⩽ max
𝑖∈𝑇∪𝑅

𝑐𝑖,有

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) <

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) + max
𝑖∈𝑅

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑅)− 𝑥(𝑅) ⩽

max
𝑖∈𝑇∪𝑅

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑅)− 𝑥(𝑇
∪

𝑅).

这与𝑇 的定义矛盾. 另外,因为max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )−𝑥(𝑇 ) >

0, 𝑥𝑖 ⩾ 𝑐𝑖 ⋅ 𝑣({𝑖}) ⩾ 0, ∀ 𝑖 ∈ 𝑁 , 且𝑥 ∈ 𝐼(𝑣, 𝑟, 𝑐) ∖
𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐), 所以𝛼∣𝑇 ∕= 0. 由命题 3可以声明, 𝑣𝑇𝑥 是关

于𝛼∣𝑇 的平均单调博弈,因此,集合𝒜𝑇 定义为

𝒜𝑇 =⎧⎨⎩∅ ∕= 𝑆 ⊆ 𝑇

∣∣∣∣∣
① 𝑣𝑆𝑥是关于𝛼∣𝑆的平均单调博弈;

② 𝑥(𝑅) ⩾ max
𝑖∈𝑅

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑅),

∀ 𝑅 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑆.

⎫⎬⎭
是非空的.令𝑆∗ ⊆ 𝑇 为在集合𝒜𝑇 中满足结论的最小

联盟,由定义可知, 𝑆∗ ∕= ∅,且
𝑣𝑆

∗
𝑥 (𝑆∗, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆∗

{ max
𝑗∈𝑆∗∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆∗ ∪𝑄)− 𝑥(𝑄)} =

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗).

以上等式可通过𝑇 的定义得到,即
max

∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆∗
{ max
𝑗∈𝑆∗∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆∗ ∪𝑄)− 𝑥(𝑄
∪

𝑆∗)} =

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ).

因此, 𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆∗, 𝑐) = max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 ) − 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗) > 0. 又

由𝑥 ∈ 𝐼(𝑣, 𝑟, 𝑐)∖𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐)可得, max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖⋅𝑣(𝑇 ) ⩾ 𝑥(𝑇 ) >

𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗), ∀ 𝑆∗ ∕= ∅.

𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆∗, 𝑐) > 0意味着𝛼(𝑆∗) ∕= 0. 因此, 𝑆∗满足
max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗)

𝛼(𝑆∗)
⋅ 𝛼𝑖 > 𝑥𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝑆∗. (16)

为了证实这一点,假设存在 𝑖∗ ∈ 𝑆∗,使得
𝑣𝑆

∗
𝑥 (𝑆∗, 𝑐)
𝛼(𝑆∗)

⋅ 𝛼𝑖∗ =
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max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗)

𝛼(𝑆∗)
⋅ 𝛼𝑖∗ ⩽ 𝑥𝑖∗ . (17)

如果𝑆∗ = {𝑖∗},则式 (17)为
𝑣𝑆

∗
𝑥 (𝑆∗, 𝑐)
𝛼(𝑆∗)

⋅ 𝛼𝑖∗ =
𝑣𝑆

∗
𝑥 (𝑆∗, 𝑐)
𝛼𝑖∗

⋅ 𝛼𝑖∗ = 𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆∗, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖{𝑖∗}

{ max
𝑗∈𝑄∪{𝑖∗}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑄
∪{𝑖∗})− 𝑥(𝑄)} ⩽ 𝑥𝑖∗ .

也就是说

𝑥𝑖∗ ⩾ 𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆∗, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖{𝑖∗}

{ max
𝑗∈𝑄∪{𝑖∗}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑄
∪{𝑖∗})− 𝑥(𝑄)},

这意味着𝑥𝑖∗+𝑥(𝑄) ⩾ max
𝑗∈𝑄∪{𝑖∗}

𝑐𝑗 ⋅𝑣(𝑄
∪{𝑖∗}),即对于

任意的𝑄 ⊆ 𝑁 ∖ {𝑖∗}, 有𝑥(𝑄
∪{𝑖∗}) ⩾ max

𝑗∈𝑄∪{𝑖∗}
𝑐𝑗 ⋅

𝑣(𝑄
∪{𝑖∗})成立. 因为联盟𝑆∗满足集合𝒜𝑇 定义中的

条件②,得出结论: 𝑥 ∈ 𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐),这与𝑥 ∈ 𝐼(𝑣, 𝑟, 𝑐) ∖
𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐)相矛盾.

如果 ∣𝑆∗∣ ⩾ 2,则证明联盟𝑆∗ ∖{𝑖∗}满足属于𝒜𝑇

的两个条件.

1)注意,如果𝛼(𝑆∗∖{𝑖∗}) ∕= 0,则由命题 2及引理

1, 可以直接得出结论: 𝑣𝑆
∗∖{𝑖∗}

𝑥 是关于𝛼∣𝑆∗∖{𝑖∗}的平

均单调博弈.为了核实𝛼(𝑆∗ ∖ {𝑖∗}) ∕= 0, 假设𝛼(𝑆∗ ∖
{𝑖∗}) = 0,有𝛼(𝑆∗)− 𝛼𝑖∗ = 0,即𝛼(𝑆∗) = 𝛼𝑖∗ > 0. 由

式 (17)可以得出

𝑥𝑖∗ ⩾ 𝛼𝑖∗ ⋅ 𝑣
𝑆∗
𝑥 (𝑆∗, 𝑐)
𝛼(𝑆∗)

=

𝛼𝑖∗ ⋅ 𝑣
𝑆∗
𝑥 (𝑆∗, 𝑐)
𝛼𝑖∗

= 𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆∗, 𝑐). (18)

由于 𝑣𝑆
∗

𝑥 是平均单调博弈,且 𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆, 𝑐) = 0, ∀ 𝑆

⊆ 𝑆∗∖{𝑖∗},由式 (18)可得𝑥(𝑆) ⩾ 𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆, 𝑐), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑆∗.

通过广义简化博弈 𝑣𝑆
∗

𝑥 的定义以及事实𝑆∗ ∈
𝒜𝑇 ,可得出结论𝑥(𝑆) ⩾ max

𝑖∈𝑆
𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑆), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑁 ,即𝑥

在博弈 𝑣的广义核心中,但这与最初在广义核心之外

选择𝑥相矛盾.

2)对于第 2个条件,因为 𝑣𝑆
∗

𝑥 是关于𝛼∣𝑆∗的平均

单调博弈, 且式 (17)成立, 又 𝑣𝑆
∗

𝑥 是平均单调的, {𝑖∗}
⊆ 𝑆∗,可得

𝑥𝑖∗ ⩾ 𝛼𝑖∗ ⋅ 𝑣
𝑆∗
𝑥 (𝑆∗, 𝑐)
𝛼(𝑆∗)

⩾

𝛼𝑖∗ ⋅ 𝑣
𝑆∗
𝑥 ({𝑖∗}, 𝑐)
𝛼({𝑖∗}) = 𝑣𝑆

∗
𝑥 ({𝑖∗}, 𝑐).

这意味着对于任何𝑅 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑆∗,由

𝑥𝑖∗ ⩾ 𝑣𝑆
∗

𝑥 ({𝑖∗}, 𝑐) =
max

∅⊆𝑅⊆𝑁∖𝑆∗
{ max
𝑗∈𝑅∪{𝑖∗}

𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑅
∪{𝑖∗})− 𝑥(𝑅)},

有𝑥({𝑖∗}
∪

𝑅)⩾ max
𝑗∈𝑅∪{𝑖∗}

𝑐𝑗 ⋅𝑣(𝑅
∪{𝑖∗}). 考虑到𝑥(𝑅)

⩾ max
𝑖∈𝑅

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑅), ∀ 𝑅 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑆∗(𝑆∗ ∈ 𝒜𝑇 ),可得𝑥(𝑅)

⩾ max
𝑖∈𝑅

𝑐𝑖⋅𝑣(𝑅), ∀𝑅 ⊆ 𝑁∖(𝑆∗∖{𝑖∗}),所以 (𝑆∗∖{𝑖∗}) ∈
𝒜𝑇 , 这与𝑆∗是集合𝒜𝑇 中的最小联盟相矛盾. 因此,

可以断定在𝑆∗中的参与者满足不等式 (16),即
max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗)

𝛼(𝑆∗)
⋅ 𝛼𝑖 > 𝑥𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝑆∗.

现定义向量 𝑡为

𝑡𝑖 =
max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗)

𝛼(𝑆∗)
⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝑆∗.

向量 𝑡 = (𝑡𝑖)𝑖∈𝑆∗为博弈 (𝑆∗, 𝑤𝑆∗)广义核心中的

元素,定义为
𝑤𝑆∗(∅) = 0;

𝑤𝑆∗(𝑆, 𝑐) =

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆∗

{ max
𝑗∈𝑆

∪
𝑄
𝑐𝑗 ⋅ 𝑣(𝑆

∪
𝑄)− 𝑥(𝑆

∪
𝑄)},

∀ ∅ ∕= 𝑆 ⊆ 𝑆∗.

这个结果可从 𝑣𝑆
∗

𝑥 (𝑆, 𝑐) = max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆∗

{ max
𝑗∈𝑆∪𝑄

𝑐𝑗 ⋅
𝑣(𝑆

∪
𝑄) − 𝑥(𝑄)} = 𝑥(𝑆) + 𝑤𝑆∗(𝑆, 𝑐), ∀ 𝑆 ⊆ 𝑆∗, 及

关于𝛼∣𝑆∗的广义比例分配是博弈 𝑣𝑆
∗

𝑥 广义核心中的

元素这一事实中推断出.

构造一个关于𝑥 ∈ 𝐼(𝑣, 𝑟, 𝑐) ∖ 𝐶(𝑣, 𝑟, 𝑐)的合理的

广义异议 (𝑇, 𝑦).取𝑇 ⊆ 𝑁为最大广义超量的最大联

盟. 令 𝑖̂ ∈ 𝑆∗为𝑆∗中的任意参与者, 其中𝑆∗为𝒜𝑇

中的最小联盟; 令 𝑗̂为𝑇 之外的任意参与者, 即 𝑗̂ ∈
𝑁 ∖ 𝑇 . 因此,定义广义异议中的收益向量 𝑦 ∈ 𝑅𝑇 为

𝑦𝑘 =

⎧⎨⎩
𝑥𝑖̂ + 𝑡𝑖 − 𝜖, 𝑘 = 𝑖̂;

𝑥𝑘 + 𝑡𝑘 +
𝜖

𝑡− 1
, 𝑘 ∈ 𝑆∗ ∖ {̂𝑖};

𝑥𝑘 +
𝜖

𝑡− 1
, 𝑘 ∈ 𝑇 ∖ 𝑆∗.

其中: 0 < 𝜖 < 𝑡𝑖, 𝑡 = ∣𝑇 ∣. 注意
𝑦(𝑇 ) =

∑
𝑘∈𝑇

𝑦𝑘 =

∑
𝑘=𝑖̂

𝑥𝑘 +
∑

𝑘∈𝑆∗∖{𝑖̂}
𝑥𝑘 +

∑
𝑘∈𝑇∖𝑆∗

𝑥𝑘 +
∑
𝑘=𝑖̂

𝑡𝑘+

∑
𝑘∈𝑆∗∖{𝑖̂}

𝑡𝑘 +
∣𝑆∗∣ − 1

∣𝑇 ∣ − 1
⋅ 𝜖+ ∣𝑇 ∣ − ∣𝑆∗∣

∣𝑇 ∣ − 1
⋅ 𝜖− 𝜖 =

𝑥(𝑇 ) + 𝑡(𝑆∗).

由于 𝑡 =
max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗)

𝛼(𝑆∗)
⋅ 𝛼𝑖 − 𝑥𝑖,有

𝑡(𝑆∗) =
∑
𝑖∈𝑆∗

𝑡𝑖 =

∑
𝑖∈𝑆∗

𝛼𝑖 ⋅
max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗)

𝛼(𝑆∗)
−

∑
𝑖∈𝑆∗

𝑥𝑖 =

𝛼(𝑆∗) ⋅
max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ∖ 𝑆∗)

𝛼(𝑆∗)
− 𝑥(𝑆∗) =

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) + 𝑥(𝑆∗)− 𝑥(𝑆∗) =

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ).

因此

𝑦(𝑇 ) = 𝑥(𝑇 ) + 𝑡(𝑆∗) =
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𝑥(𝑇 ) + max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) = max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 ).
也就是说, (𝑇, 𝑦)满足参与者 𝑖̂针对参与者 𝑗̂关于𝑥

的广义异议的条件为: 1) 𝑦𝑖 > 𝑥𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝑇 ; 2) 𝑦(𝑇 ) =

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 ).
关于这个广义异议的任何广义反异议 (𝑀, 𝑧)将

通过联盟𝑀 ∈ Γ𝑗̂𝑖̂形成,取如下形式:

𝑀 = 𝑅1

∪
𝑅2

∪
𝑅3

∪{𝑗̂}.
其中: 𝑗̂ ∕∈ 𝑅3 ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 , 𝑅2 ⊆ 𝑇 ∖ 𝑆∗, 𝑅1 ⊆ 𝑆∗ ∖ {̂𝑖}. 接

下来,分 3种情况证明.

1) [𝑅1 = 𝑅2 = ∅]. 在这种情况下,如果𝑅1 = 𝑅2

= ∅, 则𝑀 = (𝑅3

∪{𝑗̂}) ⊆ 𝑁 ∖ 𝑇 , 同时因为max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⋅
𝑣(𝑀) < 𝑥(𝑀),所以没有广义反异议形成.若 𝑥(𝑀) ⩽
max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖⋅𝑣(𝑀), max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⩽ max
𝑖∈𝑀∪𝑇

𝑐𝑖,且max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⩽ max
𝑖∈𝑀∪𝑇

𝑐𝑖,

则

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) ⩽

max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) + max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀)− 𝑥(𝑀) ⩽

max
𝑖∈𝑇∪𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇 )− 𝑥(𝑇 ) + max
𝑖∈𝑀∪𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀)− 𝑥(𝑀) ⩽

max
𝑖∈𝑇∪𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑇
∪

𝑀)− 𝑥(𝑇
∪

𝑀).

这与𝑇 为最大广义超量的最大联盟的定义相矛盾.

2) [𝑅1 = ∅, 𝑅2 ∕= ∅]. 在这种情况下, 如果𝑅1

= ∅、𝑅2 ∕= ∅,则𝑀 = (𝑅2

∪
𝑅3

∪{𝑗̂}) ⊆ 𝑁 ∖ 𝑆∗. 由

集合𝒜𝑇 的条件②可知, 𝑥(𝑀) ⩾ max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀). 现因

为𝑀
∩

𝑇 = 𝑅2, 𝑀 ∖𝑇 = 𝑅3

∪{𝑗̂},且𝑅2 ⊆ 𝑇 ∖𝑅∗, 𝑦𝑘
= 𝑥𝑘 +

𝜖

𝑡− 1
, 𝑘 ∈ 𝑇 ∖ 𝑆∗,可知 𝑦(𝑅2) > 𝑥(𝑅2),因此

𝑧(𝑀) = 𝑧(𝑅2) + 𝑧(𝑅3

∪{𝑗̂}) ⩾
𝑦(𝑀

∩
𝑇 )) + 𝑥(𝑀 ∖ 𝑇 ) = 𝑦(𝑅2) + 𝑥(𝑅3 ∪ {𝑗̂}) >

𝑥(𝑅2) + 𝑥(𝑅3 ∪ {𝑗̂}) = 𝑥(𝑀) ⩾ max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀).

也就是说, 𝑧(𝑀) > max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀),这与广义反异议的

条件相矛盾.

3) [𝑅1 ∕= ∅]. 在这种情况下, 因为𝑅1 ∕= ∅, 𝑀∩
𝑇 = 𝑅1

∪
𝑅2, 𝑀 ∖ 𝑇 = 𝑅3

∪{𝑗̂},且 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑡𝑘 +
𝜖

𝑡− 1
, 𝑘 ∈ 𝑅1 ⊆ 𝑆∗ ∖ {̂𝑖}, 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 +

𝜖

𝑡− 1
, 𝑘 ∈ 𝑅2 ⊆

𝑇 ∖ 𝑆∗, 以及 𝑡 = ∣𝑇 ∣ ⩾ 2, 可得
∣𝑅1∣+ ∣𝑅2∣

𝑡− 1
⋅ 𝜖 > 0.

同时, 𝑡为 (𝑆∗, 𝑤𝑆∗)广义核心中的元素, 有 𝑡(𝑅1) ⩾
max
𝑖∈𝑅1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑤𝑆∗(𝑅1, 𝑐). 此外, 根据𝑤𝑆∗的定义及最大广

义超量的最大联盟的定义,有

𝑧(𝑀) = 𝑧(𝑅1) + 𝑧(𝑅2) + 𝑧(𝑅3

∪{𝑗̂}) >
𝑦(𝑀

∩
𝑇 ) + 𝑥(𝑀 ∖ 𝑇 ) =

𝑥(𝑅1) + 𝑡(𝑅1) + 𝑥(𝑅2)+

∣𝑅1∣+ ∣𝑅2∣
𝑡− 1

⋅ 𝜖+ 𝑥(𝑅3

∪{𝑗̂}) =

𝑥(𝑀) + 𝑡(𝑅1) +
∣𝑅1∣+ ∣𝑅2∣

𝑡− 1
⋅ 𝜖 ⩾

𝑥(𝑀) + 𝑡(𝑅1) ⩾
𝑥(𝑀) + max

𝑖∈𝑅1

𝑐𝑖 ⋅ 𝑤𝑆∗(𝑅1, 𝑐) = 𝑥(𝑀)+

max
∅⊆𝑄⊆𝑁∖𝑆∗

{ max
𝑖∈𝑅1∪𝑄

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑅1

∪
𝑄)− 𝑥(𝑅1

∪
𝑄)} >

𝑥(𝑀) + max
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀)− 𝑥(𝑀) = max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀).

因此, 在第 2)种和第 3)种情况下, 证明了 𝑧(𝑀) >

max
𝑖∈𝑀

𝑐𝑖 ⋅ 𝑣(𝑀),这与 (𝑀, 𝑧)为广义反异议的条件相矛

盾.可以得出结论:广义核心之外的广义转归不属于

广义谈判集. 也就是说,对于任何平均单调博弈,其广

义核心与广义谈判集相等. □

4 算算算例例例分分分析析析

假设有 4家企业依托自身拥有的专有性核心资

源—–知识资源,组成知识联盟来共同开发某种产品,

即参与者集合𝑁 = {𝐴,𝐵,𝐶,𝐷}. 若每个企业单独开

发必定投入大量的资金、技术、人员等有形或无形的

成本,甚至可能不会获取收益,但是, 4家企业进行合

作带来的总收益会比单独行动带来的收益大得多,可

为收益再分配提供资源条件,进而利于知识联盟企业

稳定发展.

设 4家企业单独开发、2家或 3家合作开发以及

4家共同开发获取收益 (4家企业合作博弈)的特征函

数值如下所示:

1) 企业A、B、C、D单独开发可获得收益 0百

万元,即 𝑣({𝐴}) = 𝑣({𝐵}) = 𝑣({𝐶}) = 𝑣({𝐷}) = 0;

2) 企业A和企业B合作开发, 企业C和企业D

合作开发可获得收益 0百万元,即 𝑣({𝐴,𝐵}) = 𝑣({𝐶,
𝐷}) = 0;

3) 企业A和企业C合作开发可获得收益 4百万

元,即 𝑣({𝐴,𝐶}) = 4;

4) 企业A和企业D合作开发, 企业B和企业C

合作开发可获得收益 5百万元,即 𝑣({𝐴,𝐷}) = 𝑣({𝐵,

𝐶}) = 5;

5) 企业B和企业D合作开发, 企业A、企业B

和企业C合作开发可获得收益 6百万元, 即 𝑣({𝐵,

𝐷}) = 𝑣({𝐴,𝐵,𝐶}) = 6;

6) 企业A、企业B和企业D合作开发可获得收

益 7百万元,即 𝑣({𝐴,𝐵,𝐷}) = 7;

7) 企业A、企业C和企业D合作开发可获得收

益 8百万元,即 𝑣({𝐴,𝐶,𝐷}) = 8;

8)企业B、企业C和企业D合作开发可获得收益

9百万元,即𝑣({𝐵,𝐶,𝐷}) = 9;

9)企业A、企业B、企业C和企业D合作开发可

获得收益 11百万元, 即 𝑣({𝐴,𝐵,𝐶,𝐷}) = 𝑣({𝑁}) =

11.

由以上的基本情况可知,企业A、企业B、企业C
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和企业D组成任意知识联盟获得的收益都不小于每

个企业单独行动带来的收益和,即满足∑
𝑖∈𝑁

𝑥𝑖 = 𝑥(𝑁) = 𝑟 ⋅ 𝑣(𝑁), 𝑟 ⩾ max{𝑐𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑁};

𝑥𝑖 ⩾ 𝑐𝑖 ⋅ 𝑣({𝑖}), 𝑖 ∈ 𝑁.

现取 𝑟 = 1, 𝑐𝑖 = 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4, 即 𝑐 = (1, 1, 1, 1),

则模型计算如表 1所示.

表 1 各企业及任意联盟获得的收益比较

企业A 企业B 企业C 企业D

𝑣({𝐴}) + 𝑣({𝐵}) = 0 ⩽
𝑣({𝐴,𝐵}) = 0

𝑣({𝐵}) + 𝑣({𝐴}) = 0 ⩽
𝑣({𝐵,𝐴}) = 0

𝑣({𝐶}) + 𝑣({𝐴}) = 0 <

𝑣({𝐶,𝐴}) = 4

𝑣({𝐷}) + 𝑣({𝐴}) = 0 <

𝑣({𝐷,𝐴}) = 5

𝑣({𝐴}) + 𝑣({𝐶}) = 0 <

𝑣({𝐴,𝐶}) = 4

𝑣({𝐵}) + 𝑣({𝐶}) = 0 <

𝑣({𝐵,𝐶}) = 5

𝑣({𝐶}) + 𝑣({𝐵}) = 0 <

𝑣({𝐶,𝐵}) = 5

𝑣({𝐷}) + 𝑣({𝐵}) = 0 <

𝑣({𝐷,𝐵}) = 6

𝑣({𝐴}) + 𝑣({𝐷}) = 0 <

𝑣({𝐴,𝐷}) = 5

𝑣({𝐵}) + 𝑣({𝐷}) = 0 <

𝑣({𝐵,𝐷}) = 6

𝑣({𝐶}) + 𝑣({𝐷}) = 0 ⩽
𝑣({𝐶,𝐷}) = 0

𝑣({𝐷}) + 𝑣({𝐶}) = 0 ⩽
𝑣({𝐷,𝐶}) = 0

𝑣({𝐴}) + 𝑣({𝐵,𝐶}) = 5 <

𝑣({𝐴,𝐵,𝐶}) = 6

𝑣({𝐵}) + 𝑣({𝐴,𝐶}) = 4 <

𝑣({𝐵,𝐴,𝐶}) = 6

𝑣({𝐶}) + 𝑣({𝐴,𝐵}) = 0 <

𝑣({𝐶,𝐴,𝐵}) = 6

𝑣({𝐷}) + 𝑣({𝐴,𝐵}) = 0 <

𝑣({𝐷,𝐴,𝐵}) = 7

𝑣({𝐴}) + 𝑣({𝐵,𝐷}) = 6 <

𝑣({𝐴,𝐵,𝐷}) = 7

𝑣({𝐵}) + 𝑣({𝐴,𝐷}) = 5 <

𝑣({𝐵,𝐴,𝐷}) = 7

𝑣({𝐶}) + 𝑣({𝐴,𝐷}) = 5 <

𝑣({𝐶,𝐴,𝐷}) = 8

𝑣({𝐷}) + 𝑣({𝐴,𝐶}) = 4 <

𝑣({𝐷,𝐴,𝐶}) = 8

𝑣({𝐴}) + 𝑣({𝐶,𝐷}) = 0 <

𝑣({𝐴,𝐶,𝐷}) = 8

𝑣({𝐵}) + 𝑣({𝐶,𝐷}) = 0 <

𝑣({𝐵,𝐶,𝐷}) = 9

𝑣({𝐶}) + 𝑣({𝐵,𝐷}) = 6 <

𝑣({𝐶,𝐵,𝐷}) = 9

𝑣({𝐷}) + 𝑣({𝐵,𝐶}) = 5 <

𝑣({𝐷,𝐵,𝐶}) = 9

𝑣({𝐴}) + 𝑣({𝐵,𝐶,𝐷}) = 9 <

𝑣({𝐴,𝐵,𝐶,𝐷}) = 11

𝑣({𝐵}) + 𝑣({𝐴,𝐶,𝐷}) = 8 <

𝑣({𝐵,𝐴,𝐶,𝐷}) = 11

𝑣({𝐶}) + 𝑣({𝐴,𝐵,𝐷}) = 7 <

𝑣({𝐶,𝐴,𝐵,𝐷}) = 11

𝑣({𝐷}) + 𝑣({𝐴,𝐵,𝐶}) = 6 <

𝑣({𝐷,𝐴,𝐵,𝐶}) = 11

根据以上收益值及向量𝛼 = (1, 2, 3, 4), 可使得

对所有的𝑆 ⊆ 𝑇 ⊆ 𝑁 ,满足𝛼(𝑇 ) ⋅ 𝑣(𝑆) ⩽ 𝛼(𝑆) ⋅ 𝑣(𝑇 ).
也就是说, 可构建知识联盟利益协同的平均单调博

弈模型.因为已证明其广义核心非空,一定存在最优

再分配方案, 且平均单调博弈广义核心与谈判集相

等,所以可根据平均单调博弈的广义核心或广义谈判

集任一计算模型,结合实际情况调整参数 𝑟和 𝑐𝑖的值,

实现保留知识联盟博弈总收益值的一部分,解决知识

联盟企业间的利益再分配问题,以便提高知识联盟绩

效,进而使知识联盟可持续发展.

5 结结结 论论论

本文在平均单调博弈的基础上,建立其广义核心

及谈判集解的收益再分配模型,提出了广义比例分配

模型,诠释了广义简化博弈与平均单调博弈的对应关

系,及其广义比例分配与广义核心解的包含关系,并

证明了平均单调博弈的广义核心与谈判集相等,说明

了其广义核心的存在性. 给出的产品开发企业知识联

盟收益再分配应用算例,为研究知识联盟利益再分配

机制提供了新视角. 探讨扩展型的广义博弈模型及其

解集, 并应用于各种联盟的收益分配及再分配领域,

具有一定的理论及实用价值,需要更多研究者的共同

努力.
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