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摘 要: 针对具有连续解空间的数值函数优化问题,基于量子算法和实数编码进化算法的思想,提出一种新的相位

角编码量子进化算法 (PAQEA).算法的概率表达特性使得量子染色体能够以一定概率表达优化问题的所有可行解,

结合动态量子旋转门实现染色体的进化,实现了算法局部搜索与全局搜索的平衡. 理论分析证明了算法的全局收敛

性. 仿真结果表明,该算法适用于复杂数值函数优化问题,具有收敛速度快、搜索能力强和稳定性高的特点.
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Abstract: In order to optimize the numerical functions with the continuous solution space, a new phase angle encoded

quantum evolutionary algorithm(PAQEA) is proposed based on the quantum computing and real encoded evolutionary

algorithm. In PAQEA, a quantum chromosome with probabilistic representation can represent all the feasible solution

probabilistically, and the dynamic quantum rotation gate is used to update chromosomes. Thus, the population diversity

and directional evolution realize a good balance between exploration and exploitation. Theoretical analysis shows that the

PAQEA is a global convergence algorithm. Simulation results show that the algorithm is suitable for the optimization of

complex numerical functions, and has the characteristics of rapider convergence, powerful global search capability and better

stability.
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0 引引引 言言言

量子算法是应用量子力学原理进行并行计算的

一种新型计算模式,其本质特征就是利用量子态的叠

加性、相干性和量子比特的纠缠实现量子的并行计

算.在量子算法中,系统不再处于一个固定的状态,而

是以一定概率对应于各个可能状态[1]. 进化算法是建

立在达尔文进化理论基础上的一种群体智能优化算

法,它将优化问题的解用染色体表示,通过选择、交叉

和变异使染色体种群不断进化,寻求问题的最优解[2].

量子进化算法(QEA)[3-6]将量子算法与进化算法相结

合,采用量子比特编码表示染色体,其主要特征在于:

1)概率幅表示的量子位使得一个量子染色体能够以

概率表示所有状态; 2)从量子染色体到二进制解的观

测机制; 3)通过量子旋转门使得整个种群趋向当前最

优解带来的快速收敛性.

与进化算法类似, 量子进化算法主要有二进制

编码和实数编码两种编码方式. 基本的量子进化算

法采用二进制的量子态及其概率幅描述一个量子比

特,一组量子比特表示一个量子染色体,经过观测的

量子染色体代表问题的一个解[4]. 采用这种二进制量

子比特编码的量子进化算法,在求解组合优化问题时

表现出比传统进化算法更加优越的性能,但对于具有

连续搜索空间的数值优化问题,算法会产生染色体编

码长度灾和频繁编、解码问题,导致算法搜索效率降

低,无法满足搜索精度的要求. 由于实数编码在概念

上更加接近问题空间, 在算子的执行上更加有效, 搜

索效率更高,许多学者将实数编码应用到量子进化算

法中. Zhao等[7]提出了一种实数编码混沌量子进化
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算法, 该算法采用混合二倍体编码, 使得问题的解在

相空间表达,通过交叉和混沌变异进行个体进化, 实

现了神经网络权重值的调节和学习. 高辉等[8-9]基于

三倍体编码提出了一种实数编码量子进化算法,利用

量子旋转门和互补双变异算子进化, 在保持解的多

样性的同时具有较好的收敛速度. Li等[10]提出了一

种基于Bloch球面坐标的量子位编码方法,该方法采

用Bloch球面坐标表示优化问题的可行解,可用于连

续数值优化问题的求解, 提高搜索效率.上述研究均

采用实数编码染色体,基于旋转门策略保证进化的方

向性, 并设计相应的交叉和变异算子, 尽量维持群体

多样性与收敛性之间的平衡. 然而,由于缺少了问题

可行解的概率表达和随机观测,编码样本多样性极大

降低,量子旋转门策略使得所有染色体都向当前最优

染色体快速演化,算法容易陷入局部最优,极易早熟.

在详细分析量子算法特点[11]的基础上, 本文提

出一种新的相位角编码量子进化算法 (PAQEA).该算

法充分利用实数编码和量子染色体概率表达特性的

优点,使得每一条染色体均能以一定概率表达优化问

题的所有可行解,并结合动态量子旋转门有效地保证

了种群的多样性和进化的方向性,实现了算法局部搜

索与全局搜索的平衡.

1 基基基于于于相相相位位位角角角编编编码码码的的的量量量子子子进进进化化化算算算法法法

考虑𝑛维连续空间数值优化问题{
min 𝐹 (𝒙) = 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛);

s.t. 𝑎𝑖 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

其中: 𝐹 (x)为目标函数; x = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛; 𝑎𝑖
和 𝑏𝑖为第 𝑖个变量的上下限.

1.1 相相相位位位角角角编编编码码码染染染色色色体体体

在相位角编码染色体中,染色体𝑄(𝑡)的第 𝑖个基

因位由变量𝑥𝑖对应的相位角 𝜃𝑖表示, 长度由解空间

的维数𝑛决定,则相位角编码染色体可以描述为

𝑄(𝑡) = [𝜃1, 𝜃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑛] . (2)

其中: 𝜃𝑖 ∈ [−π/2,π/2], 𝑥𝑖与 𝜃𝑖之间的映射关系如下:

𝑥𝑖 = 𝑓(𝜃𝑖) =
1

2
[(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) sin 𝜃𝑖 + 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖] . (3)

在以往的研究中[7-10],染色体𝑄(𝑡)中的基因位表

示一个确定的相位角, 变量𝑥𝑖与相位角 𝜃𝑖之间通过

确定的映射关系一一映射. 对于任意基因位,在解空

间中有且仅有一个确定值与其相对应.在这种机制下,

每一条相位角编码染色体只能表示极少的确定状态,

量子旋转门的作用使得所有染色体向当前最优染色

体快速演化,在搜索过程中染色体无法覆盖到整个可

行解空间, 群体多样性极差. 而在 PAQEA算法中, 假

设进化系统是一个量子系统,系统中所有染色体基因

位的状态和行为都具有典型的量子特征,称为量子位.

染色体𝑄(𝑡)中的量子位 𝜃𝑖不再表示一个确定的角度

值,而是以一定的概率表现为区间 [−π/2,π/2]上所有

角度值;同时,由于叠加态特性,染色体𝑄(𝑡)映射到解

空间后便能在概率上表达所有的可行解.

定义观测后量子位 𝜃𝑖的状态 𝑜(𝜃𝑖)为

𝑜(𝜃𝑖) = 𝜃𝑖 + 𝑟, (4)

其中 𝑟为随机数, 使得 𝑜(𝜃𝑖)的分布跟 𝑜(𝜃𝑖)和 𝜃𝑖之间

的距离成反比,越远离 𝜃𝑖,概率越小.

随机数 𝑟集中体现量子算法的概率表达特性,决

定染色体在解空间的映射的分布, 因此选择合适的

分布函数至关重要. 本文选择指数分布和正态分布

进行研究, 不同的分布函数和函数参数将产生不同

的 PAQEA算法. 服从指数分布的随机数为

𝑟 = sgn(rand1)rand2. (5)

其中: rand1为 [−1, 1]上均匀分布随机数; rand2服从

参数为 𝛾的指数分布,其概率密度函数为

𝑢(rand2) =
1

𝛾
e−rand2/𝛾 , (6)

服从正态分布的随机数的概率密度函数为

𝑢(𝑟) =
1√
2π𝜎

e−
−𝑟2

2𝜎2 . (7)

1.2 动动动态态态量量量子子子旋旋旋转转转门门门

染色体进化是量子进化算法搜索的核心,是种群

提高适应度的关键手段. 在量子进化算法中,通过对

量子旋转门的反复执行测量与更新操作,可使种群最

终收敛到最优解. 量子旋转门更新的实质是改变量子

位的相位角,则旋转门对量子位的操作由矩阵与向量

相乘转换为相位角的加减.

在 PAQEA中, 𝑡代种群中的某个染色体𝑄𝑖(𝑡)的

𝑡+ 1代染色体𝑄𝑖(𝑡+ 1)的第 𝑗个量子位为

𝜃𝑖𝑗(𝑡+ 1) =

𝜃𝑖𝑗(𝑡) + sgn(𝜃𝑔𝑗(𝑡)− 𝜃𝑖𝑗(𝑡))Δ𝜃𝑖𝑗(𝑡). (8)

其中: Δ𝜃𝑖𝑗(𝑡)为量子旋转门的转角, 𝜃𝑔𝑗(𝑡)为 𝑡代最优

染色体的第 𝑗个量子位.

要使算法既能利用历史信息搜索当前空间, 又

能兼顾对未知空间的探索,需要合理确定量子旋转门

旋转角. 若搜索点的目标函数值较大,则表明搜索点

距离最优值点较远, 需要选择较大的转角来提高搜

索效率;反之,若搜索点处的目标函数值较小,则表明

搜索点接近最优值点, 需要选择较小的转角, 防止算

法越过全局最优解. 对于染色体𝑄𝑖(𝑡),对应的解记为

𝑃𝑖(𝑡),其动态旋转角为

Δ𝜃𝑖𝑗(𝑡) = Δ𝜃0 exp
(
− 𝜆

𝐹max − 𝐹 (𝑃𝑖(𝑡))

𝐹max − 𝐹 (𝑃𝑔(𝑡))

)
. (9)

其中: Δ𝜃0为初始旋转角; 𝜆为正常数, 用于调整转

角的变化率; 𝐹max为当代染色体的最大目标函数值;
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𝐹 (𝑃𝑖(𝑡))为𝑄𝑖(𝑡)对应的目标函数值; 𝐹 (𝑃𝑔(𝑡))为当前

最优解𝑃𝑔(𝑡)的目标函数值.

1.3 算算算法法法步步步骤骤骤

本文基于量子位的概率表达特性和叠加态特性,

提出一种采用相位角编码并具有量子算法典型特征

的进化算法—– PAQEA,其具体步骤如下.

Step 1: 算法参数初始化. 确定种群大小𝑚、最

大迭代次数NCmax、分布函数及其参数、初始旋转角

Δ𝜃0和转角变化率调整系数𝜆.

Step 2: 𝑡 = 0,种群初始化. 随机初始化得到𝑚个

相位角编码染色体 {𝑄1(𝑡), 𝑄2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑚(𝑡)}.

Step 3: 量子位的观测. 根据式 (4)对染色体的部

分量子位进行观测,确定观测后的染色体𝑂𝑖(𝑡).

Step 4: 种群评价.分别将𝑄𝑖(𝑡)和𝑂𝑖(𝑡)映射到解

空间, 计算目标函数值,保留其中函数值较小的染色

体到𝑄𝑖(𝑡),并确定最优解𝑃𝑔(𝑡)及其对应的染色体.

Step 5: 种群更新. 对种群中的染色体𝑄𝑖(𝑡)执行

动态量子旋转门操作.

Step 6: 𝑡 = 𝑡 + 1,终止条件判断. 当满足条件时,

输出当前最优解𝑃𝑔(𝑡),算法结束,否则转Step 3.

2 算算算法法法收收收敛敛敛性性性分分分析析析

如前文所述, PAQEA是一种保留最优染色体的

基于相位角编码的进化算法. 由于染色体的取值是连

续的, 理论上种群所在的状态空间是无限的, 但在实

际运算过程中, 所有染色体都是精度有限的, 因此种

群状态有限, PAQEA的种群序列可以视为一个有限

状态空间齐次马尔可夫链.

对于数值优化问题(1), 其全局最优解记为 xbest,

对应的相位角向量为 𝜽best,则全局最优值为

𝐹best = 𝐹 (xbest) = 𝐹 (𝑓(𝜽best)). (10)

设在 𝑡代种群中, 𝑚个染色体分别用向量表示,则

Θ𝑡 = {𝜽𝑡
1,𝜽

𝑡
2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝜽𝑡

𝑚}, (11)

其中Θ𝑡为向量表示的 𝑡代种群.

由于 PAQEA记录最优染色体,保证了每一代最

优解都不会出现退化,即

𝐹 (𝑓(𝜽𝑡
best)) ⩽ 𝐹 (𝑓(𝜽𝑡−1

best)), (12)

其中 𝜽𝑡
best为 𝑡代最优解对应的相位角向量.

定定定义义义 1 对于给定求解精度 𝜀,若 𝑡代种群Θ𝑡中

的任意一个向量 𝜽𝑡
𝑖满足

∣𝐹 (𝑓(𝑜(𝜽𝑡
𝑖)))− 𝐹best∣ < 𝜀, (13)

则认为 𝑜(𝜽𝑡
𝑖) = 𝜽best,即 𝑡代种群Θ𝑡包含全局最优解,

记为Θ𝑡 ∈ 𝑆1;若所有相位角向量均满足

∣𝐹 (𝑓(𝑜(𝜽𝑡
𝑖)))− 𝐹best∣ ⩾ 𝜀, (14)

则认为 𝑡代种群Θ𝑡不包含全局最优解,记为Θ𝑡 ∈ 𝑆2.

定定定理理理 1 在 PAQEA算法中, 设 𝑝𝑖𝑗为随机过程

Θ𝑡的转移概率,有

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝑝{Θ𝑡+1 ∈ 𝑆𝑗 ∣Θ𝑡 ∈ 𝑆𝑖}, (15)

算法 PAQEA的一步转移概率 𝑝21(𝑡)满足

0 < 𝑝21(𝑡) < 1. (16)

证证证明明明 由全概率公式可得

𝑝21(𝑡) =

1−
𝑚∏
𝑖=1

𝑝{𝑜(𝜽𝑡+1
𝑖 ) ∕= 𝜽best∣𝑜(𝜽𝑡

𝑖) ∕= 𝜽best}. (17)

对于 𝑡代种群中的个体 𝜽𝑡
𝑖 ,其第 𝑗位转角记为 𝛿𝑗 ,

则执行旋转门操作后,其下一代 𝜽𝑡+1
𝑖 的第 𝑗位即为

𝜃𝑡+1
𝑖𝑗 = 𝜃𝑡𝑖𝑗 + 𝛿𝑗 , (18)

其观测值为

𝑜(𝜃𝑡+1
𝑖𝑗 ) = 𝜃𝑡𝑖𝑗 + 𝛿𝑗 + 𝑟𝑡+1

𝑗 , (19)

其中 𝑟𝑡+1
𝑗 为由式 (5)或 (7)获得的随机数.

对于给定精度 𝜀,存在 𝑑 > 0,对所有 𝑗 ∈ [1, 𝑛],当

∣𝜃𝑡𝑖𝑗 + 𝛿𝑗 + 𝑟𝑡+1
𝑗 − 𝜃best,𝑗 ∣ ⩽ 𝑑 (20)

成立时,存在 0 < 𝜉 < 𝜀,满足

∣𝐹 (𝑓(𝑜(𝜽𝑡+1
𝑖 )))− 𝐹 (𝑓(𝜽best))∣ ⩽ 𝜉, (21)

即 𝑜(𝜽𝑡+1
𝑖 ) = 𝜽best,有

𝑝{𝑜(𝜽𝑡+1
𝑖 ) ∕= 𝜽best∣𝑜(𝜽𝑡

𝑖) ∕= 𝜽best} =

1− 𝑝{𝑜(𝜽𝑡+1
𝑖 ) = 𝜽best∣𝑜(𝜽𝑡

𝑖) ∕= 𝜽best} =

1−
𝑛∏

𝑗=1

𝑝{∣𝜃𝑡𝑖𝑗 + 𝛿𝑗 + 𝑟𝑡+1
𝑗 − 𝜃best,𝑗 ∣ ⩽ 𝑑}. (22)

假设 𝑟𝑡+1
𝑗 的概率分布函数已知,为𝑢(𝑟𝑡+1

𝑗 ),有

𝑝{∣𝜃𝑡𝑖𝑗 + 𝛿𝑗 + 𝑟𝑡+1
𝑗 − 𝜃best, 𝑗∣ ⩽ 𝑑} =w 𝜃best,𝑗−𝜃𝑡

𝑖𝑗−𝛿𝑗+𝑑

𝜃best,𝑗−𝜃𝑡
𝑖𝑗−𝛿𝑗−𝑑

𝑢(𝑟)d𝑟, (23)

则无论 𝑟𝑡+1
𝑗 的分布形式和参数,都有

0 <
w 𝜃best,𝑗−𝜃𝑡

𝑖𝑗−𝛿𝑗+𝑑

𝜃best,𝑗−𝜃𝑡
𝑖𝑗−𝛿𝑗−𝑑

𝑢(𝑟)d𝑟 < 1. (24)

由式 (22)和 (23)可知

0 < 𝑝{𝑜(𝜽𝑡+1
𝑖 ) ∕= 𝜽best∣𝑜(𝜽𝑡

𝑖) ∕= 𝜽best} < 1. (25)

再由式 (17)可得

0 < 𝑝21(𝑡) < 1. (26)

由此定理得证. 2
定定定义义义 2 设𝐹𝑡为到 𝑡代搜索到的最优目标函数

值,在 PAQEA算法中, 𝐹𝑡是一个随机序列. 当 𝑡 → ∞
时,有

lim
𝑡→∞

𝑝{∣𝐹𝑡 − 𝐹best∣ < 𝜀} = 1, (27)

则称 PAQEA算法全局收敛, 即当算法迭代足够多的

次数后,群体中包含全局最优解的概率为 1.

定定定理理理 2 PAQEA算法是一种全局收敛算法.
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证证证明明明 令 𝑝𝑡𝑖 = 𝑝{Θ𝑡 ∈ 𝑆𝑖} (𝑖 = 1, 2)表示在 𝑡代

群体处于状态𝑆𝑖的概率,由全概率公式可知

𝑝𝑡+1
2 = 𝑝𝑡2𝑝22(𝑡) + 𝑝𝑡1𝑝12(𝑡). (28)

由于PAQEA保留了最优解,显然 𝑝11(𝑡) = 1,则

𝑝𝑡+1
2 = 𝑝𝑡2(1− 𝑝21(𝑡)). (29)

由定理 1可知, 0 < 𝑝21(𝑡) < 1,可得

𝑝𝑡+1
2 < 𝑝𝑡2, (30)

因此

lim
𝑡→∞

𝑝𝑡2 = 0, (31)

进而可得

lim
𝑡→∞

𝑝{∣𝐹𝑡 − 𝐹best∣ < 𝜀} = 1− lim
𝑡→∞

𝑝𝑡2 = 1. (32)

由此定理得证. 2
3 仿仿仿真真真算算算例例例

通过在Pentium Dual 2.2 GHz, 2G内存的PC上进

行仿真来分析算法参数对算法性能的影响,并通过与

粒子群算法 (PSO)、不具有概率表达特性的实数编码

量子进化算法 (RQEA)进行对比,以验证算法的优越

性.

3.1 算算算法法法参参参数数数分分分析析析

PAQEA算法主要是在实数编码的量子进化算法

中引入了染色体的概率表达特性,使得染色体能够在

概率上表达所有的可行解,丰富解的多样性. 随机数

的分布极大地影响了算法的性能,为测试不同的分布

函数对算法性能的影响, 本文以 30维Rastrigin函数

为目标函数, 评估正态分布和指数分布的 PAQEA算

法的性能.

𝐹 (x) =
30∑
𝑖=1

[𝑥2
𝑖 − 10 cos(2π𝑥𝑖) + 10]. (33)

其中: 𝑥𝑖 ∈ [−5.12, 5.12], 全局最小值点为 (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ ,
0),全局最小值为 0.

最大迭代次数NCmax = 2000,种群大小𝑚 = 30,

初始旋转角Δ𝜃0 = 1∘,转角变化率调整系数𝜆 = 6,分

布函数参数𝜎和 𝛾均取 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0等 6个

不同的值, 算法对每个参数运行 100次仿真, 统计优

化成功率、平均值、最优值、最劣值和方差,其中成功

标准为最优解函数值与全局最优值之差小于 0.001.

表 1分别列出了正态分布和指数分布的参数取

不同值的情况下, PAQEA算法求解Rastrigin函数的

结果.从表 1中可以看出,当参数值为 0时, 染色体不

具有概率表达特性, 算法容易陷入局部最优; 参数为

0.2时,两种分布形式的算法都取得最好的结果;而随

着参数值的继续增大,染色体的概率表达使得观测后

的解在整个空间更加分散,减弱了动态量子旋转门演

化的影响,使得算法的成功次数降低.

表 1 参数分析仿真结果

𝜎 成功率 平均值 最优值 最劣值 方差

正

态

分

布

0 0 39.64 20.01 94.52 158.59

0.2 0.96 9.97 × 10−3 9.87 × 10−5 0.41 3.35 × 10−3

0.4 0.78 0.15 1.24 × 10−4 2.19 0.16

0.6 0.71 0.26 1.09 × 10−4 3.37 0.42

0.8 0.55 0.48 1.24 × 10−4 5.69 0.95

1.0 0.45 0.87 1.27 × 10−4 7.20 2.02

指

数

分

布

0 0 39.62 20.06 78.60 100.41

0.2 0.87 4.16 × 10−2 1.11 × 10−4 1.46 3.73 × 10−2

0.4 0.75 0.21 1.15 × 10−4 4.87 0.43

0.6 0.64 0.29 1.49 × 10−4 6.47 0.76

0.8 0.52 0.67 1.51 × 10−4 5.23 1.35

1.0 0.44 1.00 1.12 × 10−4 5.96 1.99

3.2 算算算法法法性性性能能能比比比较较较

为验证算法优越性,采用 PAQEA与PSO和RQEA分

别对 5个标准测试函数[12]进行求解.

1) Sphere函数

𝐹1(x) =
𝑛∑

𝑖=1

𝑥2
𝑖 . (34)

其中: 𝑥𝑖 ∈ [−100, 100],全局最小值点为 (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0),
全局最小值为 0.

2) Griewank函数

𝐹2(x) =
1

4 000

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 −

𝑛∏
𝑖=1

cos
( 𝑥𝑖√

𝑖

)
+ 1. (35)

其中: 𝑥𝑖 ∈ [−600, 600],全局最小值点为 (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0),
全局最小值为 0.

3) Penalized函数

𝐹3(x) =
π

30

{
10sin2(π𝑦1) +

𝑛−1∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 1)
2
[1+

10sin2(π𝑦𝑖+1)] + (𝑦𝑛 − 1)
2
}
. (36)

其中: 𝑦𝑖 = 1 + 0.25(𝑥𝑖 + 1), 𝑥𝑖 ∈ [−50, 50],全局最小

值点为 (−1,−1, ⋅ ⋅ ⋅ ,−1),全局最小值为 0.

4) Ackley函数

𝐹4(x) = − 20 exp
(
− 0.2

√√√⎷ 1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

)
−

exp
( 1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

cos 2π𝑥𝑖

)
+ 20 + 𝑒. (37)

其中: 𝑥𝑖 ∈ [−32, 32],全局最小值点为 (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0),全
局最小值为 0.

5) Rastrigin函数𝐹5(x),表达式如式 (33)所示.

5个标准测试函数的优化维数均为𝑛 = 30, 3种

算法的种群大小均为𝑚 = 30, 最大迭代次数NCmax

= 2000,分别设定算法参数如下.

1) PSO[13]: 惯性权重因子𝑤 = 0.729, 自身学习

因子 𝑐1 = 1.494,社会学习因子 𝑐2 = 1.494.

2) RQEA:基于相位角编码,采用动态量子门,无
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变异和交叉操作, Δ𝜃0 = 1∘, 𝜆 = 6.

3) PAQEA:采用𝜎 = 0.2的正态分布函数, Δ𝜃0 =

1∘, 𝜆 = 6.

不同的算法分别对 5个函数进行 50次仿真, 并

对结果取平均值,结果如表 2所示.

表 2 不同算法仿真结果

函数 算法 平均值 最优值 最劣值 方差

𝐹1

PSO 6.13 × 10−9 3.48 × 10−13 2.73 × 10−7 1.49 × 10−15

RQEA 4.67 × 10−4 3.29 × 10−4 6.99 × 10−4 6.76 × 10−9

PAQEA 3.28 × 10−4 1.90 × 10−4 4.40 × 10−4 2.50 × 10−9

𝐹2

PSO 3.12 × 10−2 3.74 × 10−13 0.32 3.36 × 10−3

RQEA 1.44 × 10−2 5.82 × 10−4 5.23 × 10−2 1.88 × 10−4

PAQEA 0.88 × 10−2 4.79 × 10−4 3.01 × 10−2 8.25 × 10−5

𝐹3

PSO 6.62 1.19 × 10−10 162.75 571.55

RQEA 301.45 37.79 638.69 1.84 × 104

PAQEA 4.02 × 10−5 1.55 × 10−5 5.13 × 10−5 8.71 × 10−11

𝐹4

PSO 1.24 2.15 × 10−7 5.09 1.41

RQEA 9.15 2.58 13.73 6.32

PAQEA 4.21 × 10−3 3.24 × 10−3 4.83 × 10−3 1.17 × 10−7

𝐹5

PSO 54.56 31.84 80.59 106.77

RQEA 37.15 11.94 57.71 93.64

PAQEA 2.66 × 10−2 1.21 × 10−4 0.71 1.35 × 10−2

仿真结果表明,对于寻优较为容易的函数𝐹1(x),
3种算法都具有较好的优化效果,而PAQEA的寻优精

度低于 PSO算法是由于𝜆 = 6时,转角步长的最小值

为 4.76 × 10−5. 由式 (3)可知, 𝐹1(x)的变量变化的最
小步长为 10−3级,因此寻优精度较低.当增大𝜆时,寻

优精度提高,然而若𝜆过大,转角步长过小,则会过度

开发当前搜索区域,影响算法对未知区域的探索, 从

而造成寻优失败,如表 3所示.

表 3 不同𝜆取值Sphere函数优化结果

𝜆 平均值 最优值 最劣值 方差

12 2.34 × 10−9 1.73 × 10−9 3.51 × 10−9 1.41 × 10−19

18 1.57 × 10−14 1.01 × 10−14 2.24 × 10−14 6.45 × 10−30

24 29.53 1.4 50.88 96.43

对于多峰函数𝐹2(x) ∼ 𝐹5(x), 从表 2中可以看

出, PSO算法虽然能够搜索出精度较高的最优值,但

是算法寻优结果极其不稳定, 容易陷入局部最优; 而

RQEA算法对于高维Griewank函数表现较好,这是由

于Griewank函数随着维数的增加,局部最优的范围越

来越小, 忽略局部最小区域的可能性增大.而对于具

有大量局部最优点的𝐹3(x) ∼ 𝐹5(x), RQEA寻优结果

极差;而 PAQEA算法,无论是寻优精度还是算法的稳

定性都优于PSO和RQEA算法.

图 1∼图 5所示的是 3种算法在 50次独立仿真

中函数值的平均值的变化曲线,从图 1∼图 5可以看

出,在求解高维复杂函数时, PAQEA算法在收敛速度

和寻优结果上远远优于PSO和RQEA算法.
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图 1 Sphere函数值变化曲线
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)/
1
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图 2 Griewank函数值变化曲线
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图 3 Penalized函数值变化曲线
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图 4 Ackley函数值变化曲线
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图 5 Rastrigin函数值变化曲线

4 结结结 论论论

本文基于量子算法的概率表达特性, 提出了一

种新的相位角编码量子进化算法,设计了具有概率表

达特性的相位角编码量子染色体和根据目标函数值
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动态调整的量子旋转门.该算法充分利用相位角编码

和量子染色体概率表达特性的优点,克服传统的二进

制量子比特编码在求解数值优化问题时编码效率低

下、求解精度低的缺点,使得每一条染色体均能以一

定概率表达优化问题的所有可行解; 同时, 采用自适

应变步长量子旋转门实现染色体进化, 有效保证了

种群的多样性和进化的方向性, 实现了算法局部搜

索和全局搜索的平衡. 通过算法的收敛性分析,表明

了PAQEA是一种全局收敛优化算法. 最后通过仿真

分析了随机数的不同分布形式和参数对 PAQEA算法

性能的影响, 并基于 5种标准测试函数, 通过与其他

两种典型算法的仿真对比,验证了算法的有效性和优

越性.
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