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摘 要: 提出一种基于图论表示的正交变换基,并在此基础上对图像进行压缩采样与压缩域直接分类. 首先,充分利

用图像的边缘特性和像素关系,给出一种图像的图论表示方法;然后,通过图Laplacian矩阵的特征值分解得到其特

征向量矩阵作为正交变换基,由此得到图像的图变换域稀疏表示;最后,利用随机投影后的压缩采样特征向量直接对

分类器进行训练和测试,不仅保持了与原空间相当的分类精度,还大量地减少了训练和测试时间以及计算/存储代价.
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Abstract: For compressive sampling and classify of images, an orthogonal transform basis based on graph presentation

is proposed. Firstly, according to correlation of both edges and pixels, an improved graph presentation of an image is

introduced. Then the orthogonal transform basis is constructed as the eigenvectors matrix after eigenvalue decomposition of

the Laplacian of the graph, based on which the sparse representation of images is obtained. Finaiiy, the random projection

of compressed features is used to train and test the classifier directly in the compressed domain. The proposed method

has a similar classifying performance in the original domain with abundantly reduced training and testing time, as well as

computational/store cost.
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0 引引引 言言言

随着现代传感器技术的飞速发展, 人类面临的

数据种类和数量越来越多, 如何将这些数据以更为

灵活、简洁的形式进行表示、传输、存储和处理已经

成为一个备受关注且亟需解决的问题.一直以来, 从

模拟信号到数字信号的转换都严格遵守着传统的

Shannon-Nyquist采样定理,即采样速率必须达到信号

带宽的两倍以上才能够精确重构原信号.而日益增多

的海量数据不仅对信号的采样和处理方式提出了更

严格的要求, 还给相应的硬件设备带来巨大挑战.例

如在传统采样体系中,要提升图像的分辨率就意味着

减少传感器像素尺寸、增加阵元数量,这样就会非线

性地增加系统的复杂度和实现难度.

压缩感知 (或压缩采样)理论 (CS)[1-2]为解决传统

采样定理所存在的局限性给出了全新的思路. 它通

过引入信号的稀疏性,在变换空间对信号进行稀疏表

示,从而用远低于传统采样定理要求的速率对信号进

行采样的同时,还可以高概率地重构原信号[1-5]. 换言

之,它把对 “信号”的采样转变成对 “信息”的采样,从

而极大地降低了采样频率、信号处理时间以及数据存

储和传输代价[3-5].

压缩感知理论一经提出,相关研究成果呈爆炸式

增长,在图像处理和成像领域的研究尤其如此. 在成

像方面, 基于CS理论采用较小次数的随机观测即可

获得高精度重构[6]. 如美国Rice大学研究的单像素相

机使用数字微镜阵列完成图像在伪随机二值模型上

的线性投影计算,从而利用单一信号光子检测器采样

得到比图像像素少得多的恢复图像[7]. 就识别问题
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而言, Wright等[8]提出了一种基于稀疏表示的人脸识

别方法, 通过寻找待识别图像对字典 (由所有图像样

本组成)的稀疏表示进行分类, 实验结果表明该方法

比传统人脸识别方法具有更高的精度和较强的鲁棒

性. 文献 [9]提出了一种新的高光谱遥感图像分类方

法,其主要思路是结合稀疏表示及光谱信息分别构造

随机森林, 然后通过投票机制得到最终分类结果.最

近,张新征等[10]针对合成孔径雷达目标识别问题,提

出了一种基于贝叶斯压缩感知的图像域 SAR目标识

别方法, 该方法对于标准数据库样本具有较好的识

别效果. 文献 [11]将CS理论应用于杂草种子分类识

别, 利用主成分分析、下采样、随机取样等方法对种

子图像进行降维, 再将分类问题归结为一个稀疏表

示问题. 另外, 文献 [12]运用训练数据构造的冗余字

典, 在变换域中用近邻法直接判断测试数据的类别,

给出的压缩感知人脸识别方法具有识别率较高、运

算速度较快的特点. 但是,目前压缩感知的研究主要

集中在测量矩阵的设计和重构算法等方面[13-14]. 稀

疏变换基大都使用离散余弦变换基 (DCT)、快速付立

叶变换基 (FFT)、离散小波变换基 (DWT)、Gabor基或

者 curvelet基等. 本文提出一种基于图像图论表示的

正交变换基,并在此基础上对图像进行压缩采样与压

缩域直接分类. 首先,充分利用图像的边缘特性和像

素关系,给出一种简化与改进的图像图论表示, 再通

过图Laplacian矩阵的特征值分解得到其特征向量矩

阵作为正交变换基,从而得到图像的压缩表示. 其次,

对于压缩测量矩阵本文采用非常稀疏随机矩阵,这使

得计算量进一步减少. 最后,利用压缩测量样本直接

对分类器进行训练和测试,在保持原空间分类精度的

条件下使得分类器训练和测试时间大量减少.

1 压压压缩缩缩采采采样样样基基基础础础

在介绍压缩采样基本理论之前, 先引入信号的

稀疏性及其稀疏表示. 若将𝑁维信号𝑥 ∈ 𝑹𝑁×1在某

组正交基Ψ = {𝜓1, 𝜓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜓𝑁}展开 (𝜓𝑖为𝑁维基向

量),即

𝑥 =

𝑁∑
𝑖

𝛼𝑖𝜓𝑖 = Ψ𝛼. (1)

其中: 系数𝛼𝑖 = ⟨𝑥, 𝜓𝑖⟩ = 𝜓T
𝑖 𝑥, Ψ = [𝜓1, 𝜓2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝜓𝑁 ] ∈ 𝑹𝑁×𝑁 . 则Ψ为正交基矩阵, 即满足ΨΨT =

ΨTΨ = 𝐼 (𝐼为单位矩阵). 假定系数向量𝛼 = [𝛼1, 𝛼2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑁 ]T中只有𝐾个非零 (或绝对值很大)的系数,

则称原信号𝑥为𝐾-稀疏信号, 称Ψ为信号𝑥的稀疏

基.

注注注 1 通常, 自然信号在时域内都是非稀疏的,

但在适当的变换域可能是稀疏的. 例如分段平滑信号

在Haar小波域是稀疏的, 缓变平滑信号在傅立叶变

换域是稀疏的[3-5]. 对于非严格稀疏信号,只保留其系

数中的𝐾个较大的分量而将其他𝑁 −𝐾个分量置为

零,因此可以近似认为其为𝐾稀疏信号[1-5].

下面简单回顾压缩采样的基本思路. 对于𝐾-稀

疏信号𝑥, 若采用另一个与正交基矩阵Ψ不相关的

测量矩阵Φ = {𝜑1, 𝜓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑𝑀}, 则可得到信号𝑥的

𝑀个线性测量,即

𝑦 = Φ𝑥, (2)

这里Φ ∈ 𝑹𝑀×𝑁 (𝑀 ≪ 𝑁 ). 如果将Φ的每一行看作

一个传感器,则得到的测量向量 𝑦即为原信号𝑥的𝑀

个线性投影 (压缩测量). 也就是说, 压缩采样过程将

信号𝑥从𝑁维降为𝑀维观测信号 𝑦. 由于式 (2)中未

知数个数𝑁远大于方程个数𝑀 ,从 𝑦中恢复𝑥是一个

欠定问题. 但注意到式 (2)中的𝑥是𝐾-稀疏的, 将式

(1)代入 (2)得到

𝑦 = ΦΨ𝛼 = Θ𝛼, (3)

其中Θ = ΦΨ为𝑀 ×𝑁矩阵. 虽然从 𝑦中恢复𝛼也是

一个欠定问题,但是由于𝛼中仅有𝐾个非零系数,这

样使得信号重构成为可能. 文献 [15]指出, 若要以较

大概率精确重构原信号𝑥, 则式 (3)中的Θ必须满足

受限等距性 (RIP).

定定定义义义 1 (受限等距性) 对于任意𝐾稀疏向量 𝑣

和常数 𝜀 ∈ (0, 1), Θ满足𝐾-阶受限等距性 (RIP), 如

果下式成立:

1− 𝜀 ⩽ ∣∣Θ𝑣∣∣22
∣∣𝑣∣∣22

⩽ 1 + 𝜀. (4)

Baraniuk在文献 [16]中给出RIP准则的等价条

件是测量矩阵Φ和稀疏表示矩阵Ψ不相关,即要求Φ

的行𝜑𝑖不能由Ψ的列𝜓𝑗稀疏表示,且Ψ的列𝜓𝑗不能

由Φ的行𝜑𝑖稀疏表示. 文献 [17-18]证明了当Φ是高

斯随机矩阵时, Θ能以较大概率满足RIP准则. 其他

常见的满足RIP准则的测量矩阵还包括二值随机矩

阵、一致球矩阵、局部傅立叶矩阵和部分哈达玛矩阵

等[3-5].

由于 𝑙0范数的求解是NP-难问题,通常可将 𝑙0范

数优化问题转换为约束条件下的 𝑙1范数极小问题
[19]

min ∣∣𝛼∣∣1;
s.t. 𝑦 = Φ𝑥 = Θ𝛼. (5)

含噪情况下, 式 (5)可以转换成如下基追踪去噪

(BPDN)问题:

𝑥̂ = argmin
𝑥

{∥𝑦 −Θ𝑥∥22 + 𝛾∥𝑥∥1}, (6)

其中参数 𝛾决定了允许误差与稀疏性之间的平衡.

注注注 2 对于优化问题(5),可采用匹配追踪法[20]、

正交匹配追踪法 (OMP)[18]、同伦法[21]或梯度投影

法[22]等进行求解.
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2 问问问题题题与与与方方方法法法

2.1 问问问题题题描描描述述述

基于压缩采样的分类框架可用图 1表示,主要包

括信号/样本的稀疏表示、压缩测量和直接压缩测量

分类 3个方面. 由上述压缩采样基础可知, 一般信号

在某个变换域为𝐾-稀疏信号,通过压缩测量后,所需

传输、存储的数据都大量减少. 目前发表的文献大多

集中在如何高概率、高精度地重构原信号,即如何构

建合适的变换基和压缩测量矩阵,使得通过压缩测量

能以较大概率恢复出原信号.但是,对于很多问题 (如

分类问题), 精确重构原始信号并不重要; 相反地, 能

否避开计算量较大的重构过程在变换域直接对样本

进行分类？这是本文的主要动机和出发点.
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图 1 基于压缩采样的分类问题框架

另外,基于图像的图论表示,本文提出了一种新

的正交变换基Ψ , 即图Laplacian矩阵的特征向量构

成的矩阵,为图像的压缩采样提供了新的思路.

2.2 图图图变变变换换换压压压缩缩缩表表表示示示

首先,本节基于图像的图论表示给出一种新的稀

疏变换基.包括如下 3步: 1)边缘检测; 2)基于边缘检

测构建对应的图论表示; 3) 对图的Laplacian矩阵进

行特征值分解,并利用其特征向量作为正交变换基对

图像进行处理.

对于边缘检测,文献 [23]中通过对图像相邻像素

进行差分,使得检测出来的边缘位于像素与像素之间.

这样做的好处在于,便于解释边缘与原始图像像素之

间的相对关系,但此过程比较耗时. 实验表明,采用经

典边缘检测算子 (如 canny等)和不同的图邻接矩阵定

义方法, 可获得与文献 [23]完全相同的图论表示. 在

给出图变换压缩表示之前,先给出图像图论表示的相

关定义.

定定定义义义 2 (图表示) 令𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑁}是包
含𝑁个元素的有限集合, 则图定义为由顶点集𝑉 和

若干条边𝐸 = {(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝑉 × 𝑉 }构成的结构, 用𝐺

= (𝑉,𝐸)表示.

注注注 3 图是由有限个顶点以及这些顶点之间的

边构成的一个结构. 本文用无向图对图像的像素与像

素之间的关系进行建模,其中每个像素对应图的顶点,

而像素之间的相对关系用图的邻接矩阵描述.

定定定义义义 3 (邻接矩阵) 令𝐺 = (𝑉,𝐸)表示一个图,

且 ∣𝑣𝑖∣ = 𝑁 ,其中 ∣⋅∣表示集合的基数.邻接矩阵𝐴𝑖𝑗的

定义为

𝐴𝑖𝑗 =

{
𝐼𝑖 ⊙ 𝐼𝑗 , ∀𝑖 ∕= 𝑗;

0, 𝑖 = 𝑗.
(7)

其中: 𝐼𝑖表示边缘提取后对应像素的二元值, ⊙为同
或运算, 即当 𝐼𝑖和 𝐼𝑗同为边缘或都不是边缘时其邻

接权值为 1,否则为零.

注注注 4 图变换压缩表示的前两个步骤, 即边缘

检测和邻接矩阵的定义,分别考虑了图像像素之间的

边缘特性和像素关系,为有效地进行图像压缩采样及

分类奠定了良好的基础. 对于无向图,邻接矩阵𝐴很

显然是对称的, 这保证了后续基于图Laplacian矩阵

特征值分解得到的稀疏变换基的正交性.

在此基础上,定义图的度矩阵和Laplacian矩阵.

定定定义义义 4 (度矩阵与Laplacian矩阵) 令𝐺 = (𝑉,

𝐸)表示一个图, 且∣𝑣𝑖∣ = 𝑁 . 节点 𝑖的度定义为 𝑑𝑖 =

∣ℵ𝑖∣,图的度矩阵Δ定义为Δ = diag(𝑑𝑖),其Laplacian

矩阵𝐿 = Δ−𝐴.

图 2所示为边缘检测之后考虑 4邻域相关性所

对应的图表示. 假设像素 1、3、4、5含检测出的边缘,

则对应的邻接矩阵𝐴如图 2右半部分所示, 对应的

Laplacian矩阵不难求得. 值得一提的是,该方法可以

直接扩展到 8邻域图表示,但是 8邻域表示会使图像

的表示更加精确的同时计算量也增大.
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图 2 边缘检测结果及对应的 4邻域邻接矩阵

在此基础上, 对Laplacian矩阵𝐿进行特征值分

解,并将其特征向量构成的矩阵看作一个正交稀疏变

换基Ψ ; 其正交性是由于Laplacian矩阵𝐿是一个对

称正定实数矩阵[24]. 从而,利用正交基Ψ对图进行变

换可实现其图变换域稀疏投影. 以MNIST数据库样

本为例, 任取其中一个样本进行图变换之后, 其能量

98%集中在少量变换系数上, 如图 3所示, 其中以

Laplacian矩阵𝐿的特征向量为正交基.从后面实验部

分的结果也可看出, 以图Laplacian矩阵𝐿的特征向

量矩阵作为正交稀疏变换基的图像重构误差与小波

变换基相当,同时比DCT还要理想.
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图 3 图像变换的归一化累积能量分布

2.3 随随随机机机投投投影影影矩矩矩阵阵阵

在进行图像的压缩采样域直接分类之前,先给出

如下 Johnson-Lindenstrauss引理.

引引引理理理 1 (J-L引理) 假定𝑄为𝑹𝑁空间上的有限

点集,存在常数 0 < 𝛿 < 1, 𝛽 > 0. Φ为𝑹𝑁到𝑹𝑀的

压缩正交投影,若𝑀 ⩽ 𝑁满足

𝑀 ⩾
( 4 + 2𝛽

𝛿2/2 + 𝛿3/3

)
ln ∣𝑄∣, (8)

则下式以高于 1− ∣𝑄∣−𝛽的概率成立:

(1− 𝛿)

√
𝑀

𝑁
⩽ ∣∣Φ𝑥− Φ𝑦∣∣2

∣∣𝑥− 𝑦∣∣2 ⩽ (1 + 𝛿)

√
𝑀

𝑁
, ∀𝑥, 𝑦.

(9)

注注注 5 J-L引理表明, 可以随机选取一个远小于

原空间维数的高维子空间, 使得原始空间两点的某

种度量 (如样本点之间的距离)投影到该子空间后,

能高概率地保持这种度量关系. 另外Baraniuk证明

了满足 J-L引理的随机矩阵同样满足压缩感知理论

中的RIP准则. 因此, 如果随机矩阵Φ满足 J-L引理,

则𝐾-稀疏的信号𝑥可以从压缩测量 𝑦中高概率地恢

复出来, 同时压缩测量 𝑦保持了原空间的度量关系.

这是本文直接用压缩测量样本直接进行分类的基础.

下面对随机投影矩阵Φ进行设计.如前所述,高

斯随机矩阵、二值随机矩阵、一致球矩阵、局部傅立

叶和哈达玛矩阵等均满足RIP准则,但这些矩阵本身

不具有稀疏性,即其中的零元素较少,使得要计算/存

储的压缩测量数据依然较大. 本文采用文献 [25]中

的 “非常稀疏随机矩阵”作为测量矩阵Φ,以进一步减

少传输、存储和计算代价.

𝜑𝑖𝑗 =
√
𝑠 ⋅

⎧⎨⎩
1, 以概率 5/𝑠;

0, 以概率 -1/𝑠;

−1, 以概率 5/𝑠.

(10)

Achlioptas证明[26]式 (10)中 𝑠取 2或者 3时,矩阵

Φ满足 J-L引理. 采用此矩阵的优势在于,只需要一个

均匀随机数发生器即可.更重要的是当 𝑠 = 3时,此矩

阵非常稀疏,矩阵元素只有 1/3的概率非零, 2/3的概

率为 0,使得计算量大大减少.

3 仿仿仿真真真与与与讨讨讨论论论

将本文提出的方法用于MNIST手写数字的压缩

采样重构及其识别.基于压缩采样的手写数字识别是

基于原图像的随机压缩测量直接进行的. 值得一提的

是, 为了验证图Laplacian矩阵的特征向量作为正交

变换基的可行性, “重构”并不是图像压缩分类的必需

过程.

3.1 图图图像像像压压压缩缩缩采采采样样样重重重构构构

采用Matlab工具箱 canny边缘提取算子,压缩测

量矩阵分别取高斯随机矩阵和式 (10)中的 “非常稀

疏随机矩阵”, 取投影后的样本特征量维数为原信

号的 40%取整数. 式 (10)中 𝑠取
√
𝑛 =

√
784, 也就是

说Φ矩阵中只有 3.57%的元素为非零元,而高斯随机

矩阵Φ的元素大部分非零, 其计算量相对较大.实验

中分别采用单层DCT基[27], 单层 db1小波变换[28]和

本文提出的图Laplacian特征向量变换基对图像进行

压缩采样. 取 500个添加了 SNR= 20 dB高斯噪声的

样本作为实验对象,经 100次重构实验后 3种正交基

对应的平均重构精度和重构时间对比如表 1所示.

表 1 3种变换基对应的重构误差比较

稀疏正交基 DCT基 db1小波基 图Laplacian特征向量

投影矩阵Φ 高斯随机 非常稀疏随机 高斯随机 非常稀疏随机 高斯随机 非常稀疏随机

平均MSE /10−17 3.60 2.46 2.87 2.09 3.24 2.08

平均重构时间/s 0.12 0.12 0.15 0.14 0.12 0.12

从表 1可以看出, 采用图Laplacian特征向量矩

阵作为变换基时, 重构精度基本上与 db1小波基相

当 (采用高斯随机投影时精度略差),但比采用DCT基

时重构精度高. 这说明了采用图Laplacian特征向量

矩阵作为正交变换基的可行性. 从整体上看,采用高

斯随机矩阵时的重构时间与采用式 (10)中的非常稀

疏随机矩阵时相当,但平均重构误差前者比后者的误

差更高. 除此之外,还分别对包含椒盐噪声以及不同

SNR高斯噪声情况进行了仿真,结果表明相同噪声种

类情况下其强度的变化对算法的重构性能影响较小.

3.2 图图图像像像压压压缩缩缩采采采样样样分分分类类类

利用图像压缩采样样本对支持向量机 (SVM)直

接进行训练和测试. MNIST为 10类分类问题,每类分

别对应手写体数字 0∼ 9, 共有 60 000个训练样本、
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10 000个测试样本. 采用一对一方法将多类分类问

题分解成二值分类问题[29],实验中 SVM使用RBF核,

其参数𝐶和 𝛾由 5-折交叉验证确定. 压缩测量矩阵按

式 (10)选取, 且 𝑠 =
√
𝑛 =

√
784. 不同特征量取样比

率情况下的压缩测量分类结果与原始图像直接分类

的分类误差及其所需训练和测试时间的比较结果如

图 4所示.
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图 4 比较结果

从图 4中可以看出,随着特征向量维数取样比例

的减小, 训练和测试时间都大量减少, 但精度退化相

对较小. 例如取样比率为 40%时,采用压缩测量样本

直接进行分类的训练和测试的时间分别减少 27.4%

和 82.7%,但高斯噪声和椒盐噪声情况下的分类精度

仅分别下降 0.403%和 0.269%. 由此可见, 相对于原

始图像直接分类 (取样比例 100%), 压缩采样分类不

仅保证了分类精度, 而且很大程度上减少了训练和

测试时间;同时,压缩采样分类情况下样本的传输/存

储量明显得到降低. 结果表明, 在特征量取样比率

为 40%的情况下, 其传输/存储量减少为原始图像直

接分类的 35%以下 (由于非常稀疏投影矩阵 (10)的影

响使得部分特征元素为零). 另外,通过仿真发现在相

同的特征采样比率条件下,噪声强度对分类精度的影

响不明显,这说明了在图变换压缩采样域直接进行分

类的鲁棒性.

4 结结结 论论论

本文提出了一种基于图像的图论表示的正交变

换基,并在此基础上对图像进行压缩采样与直接压缩

域分类. 首先,充分利用图像的边缘特性和像素关系

构建图像对应的图论表示, 再通过图Laplacian矩阵

的特征值分解得到其特征向量矩阵,并将其作为正交

变换基得到图像的压缩表示. 然后,采用 “非常稀疏随

机矩阵”作为压缩测量矩阵,直接利用压缩测量特征

向量对分类器进行训练和测试,在保持原空间分类精

度的基础上大量地减少分类器的训练和测试时间. 值

得说明的是,图像的图论表示将每个像素看成一个节

点, 这样对于高分辨率图像而言节点数将非常大,以

特征向量矩阵构成的变换基的计算量也增大,但本文

采用 4-邻域邻接矩阵的稀疏度较高,在一定程度上保

证了计算代价的可行性. 为了提高编码效率,可以采

用 JPEG-2000标准分块对图像进行处理,但这不是本

文的重点,将在后续研究工作中进行.
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