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摘 要: 针对具有强耦合、不确定摩擦力的多变量非线性板球系统,利用Lyapunov稳定理论,设计一种间接模糊自

适应控制器. 该控制器可以在确保系统变量在有限范围内变动的同时保持收敛性,并且在系统的增益矩阵不可逆时,

使得板球系统稳定并跟踪误差收敛到零邻域内.控制器是由监督、间接模糊自适应和自适应补偿 3种控制算法结合

的. 仿真实验表明,所提出的控制方法能够确保板球系统跟踪控制的稳定性和收敛性.
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Fuzzy indirect adaptive control for ball and plate system
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Abstract: For the ball and plate system where the strong coupling and the uncertainty of friction force are existed, an indirect

adaptive control method is proposed by using the Lyapunov stability theory. The proposed system not only can ensure all

variables in the system are bounded, and keep the convergence property of the tracking error of the ball and plate system, but

also can ensure the stability and the tracking error of that are converged to a small neighborhood of the origin. The proposed

indirect fuzzy controler consists of a supervisory control term, an indirect fuzzy control term, and an adaptive compensation

control term. The simulation results show that the proposed approach guarantees the stability and control performance of the

nonlinear multivariable ball and plate system trajectory tracking control.
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0 引引引 言言言

板球系统不仅是一个典型的带有欠驱动、耦合

和不确定性的非线性系统,而且是一个具有不可逆控

制增益矩阵的系统. 这是因为板球系统的输入输出

分别为两个, 但控制系统的状态变量为 8个, 同时还

存在两个轴的耦合、板球的不确定摩擦力和各种机

构的不确定性.为此, 自 20世纪 80年代,人们将板球

系统作为控制领域中验证各种控制算法的 benchmark

实验对象,进而引起了很多学者的广泛关注[1-4]. 针对

板球系统存在的不确定性、强耦合、滞后、参数扰动

和外部干扰等非线性特性, 文献 [5-8]提出了对非线

性系统数学模型精度要求不高的智能控制方法和切

换控制方法等. 然而,这些方法大多是在板球系统存

在的不确定性、参数变动范围和耦合特性的强弱的基

础上, 分别研究了𝑋-轴和𝑌 -轴的控制算法, 并将两

个轴的运动状态结合起来[3, 7],因此在高速度下容易

导致控制精度下降,甚至失控现象[8-9].

近几十年来,在不确定性问题的处理上,模糊自

适应算法已经广泛运用到不确定非线性系统控制中,

并且成为一个较为有效的算法[10].文献 [11]针对不

确定 SISO非线性系统提出了模糊自适应控制方法.

然而,在实际工程中经常遇到的系统大部分都是多变
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量非线性系统,包括板球系统、火箭升空系统和化学

蒸馏塔系统等.

仿射型多变量非线性对象的自适应设计理论已

取得了较好的成果,但是针对非线性系统的控制增益

矩阵不可逆的情况,文献 [12-13]没有予以考虑.

球在板上运动时,存在控制增益矩阵的行列式等

于零的时刻,该时刻就是控制矩阵不可逆的时刻,也

是球最容易处于失控状态的时刻.为此, 在无法保证

控制增益矩阵可逆性的情况下,自适应控制设计具有

重要意义.

本文采用的是较为典型的不确定非线性多输入

多输出 (MIMO)系统—–板球控制系统.针对该系统,

本文提出一种具有监督控制项的间接模糊自适应控

制方法,同时基于Lyapunov稳定性理论,推导出自适

应控制规则和自适应补偿控制律的参数.无论控制增

益矩阵是否可逆,所提出的控制方法都能保证闭环系

统的稳定性和跟踪误差趋于零领域内的收敛性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑具有如下机构的多变量非线性动态系统[14]:⎧⎨⎩

𝑦
(𝑟1)
1 = 𝑓1(𝑋) +

𝑝∑
𝑗=1

𝑔1𝑗(𝑋)𝑢𝑗 ,

𝑦
(𝑟2)
2 = 𝑓2(𝑋) +

𝑝∑
𝑗=1

𝑔2𝑗(𝑋)𝑢𝑗 ,

...

𝑦
(𝑟𝑝)
𝑝 = 𝑓𝑝(𝑋) +

𝑝∑
𝑗=1

𝑔𝑝𝑗(𝑋)𝑢𝑗 .

(1)

其中: 𝑋 = [𝑦1, 𝑦̇1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑟1−1)
1 , 𝑦2, 𝑦̇2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑟2−1)

2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦𝑝, 𝑦̇𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑟𝑝−1)

𝑝 ]T是系统的状态向量; 𝑢 = [𝑢1, 𝑢2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝]是控制输入向量; 𝑦 = [𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑝]T是非线
性系统的输出向量; 𝑓𝑖(𝑋), 𝑔𝑖𝑗(𝑋) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)
是光滑的未知非线性函数.

令

𝑦 = [𝑦
(𝑟1)
1 , 𝑦

(𝑟2)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑟𝑝)𝑝 ]T,

𝐹 (𝑋) = [𝑓1(𝑋), 𝑓2(𝑋), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑝(𝑋)]T,

𝐺(𝑋) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔11(𝑋) 𝑔12(𝑋) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔1𝑝(𝑋)

𝑔21(𝑋) 𝑔22(𝑋) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔2𝑝(𝑋)
...

...
. . .

...

𝑔𝑝1(𝑋) 𝑔𝑝2(𝑋) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑔𝑝𝑝(𝑋)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则系统 (1)可被改写为如下简单形式:

𝑦(𝑟) = 𝐹 (𝑋) +𝐺(𝑋)𝑢. (2)

要求在闭环系统稳定的条件下,设计一个间接模

糊控制器和相关参数可调的自适应控制律,使得控制

系统的输出 𝑦最大程度地跟踪给定的理想信号

𝑦𝑑(𝑡) = [𝑦𝑑1(𝑡), 𝑦𝑑2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑑𝑝(𝑡)]T,
其中 𝑦𝑑𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)的导数均为已知并有界.

取目标信号的误差

𝑒1 = 𝑦𝑑1 − 𝑦1,

𝑒2 = 𝑦𝑑2 − 𝑦2,

...

𝑒𝑝 = 𝑦𝑑𝑝 − 𝑦𝑝,

𝑒 = [𝑒1, 𝑒̇1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒(𝑟1−1)
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑝, 𝑒̇𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒(𝑟𝑝−1)

𝑝 ]T,

则误差动态方程可以表示为

𝑒 = 𝐴𝑒+𝐵[−𝐹 (𝑋)−𝐺(𝑋)𝑢+ 𝑦
(𝑟)
𝑑 ]. (3)

其中

𝐴 = diag[𝐴01, 𝐴02, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴0𝑝],

𝐵 = diag[𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑝],

𝐴0𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐵𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0
...

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.

为了设计稳定的模糊自适应控制器,本文对系统

做如下假设.

假假假设设设 1 存在𝜎0, 𝜎1 ∈ 𝑅且𝜎0 ∕= 0,使得

𝜎0𝐼𝑝 ⩽ 𝐺(𝑥) ⩽ 𝜎1𝐼𝑝,

其中 𝐼𝑝是 𝑝阶单位矩阵.

注注注 1 由假设 1可知,若令

𝜎 = max{∣𝜎0∣, ∣𝜎1∣},
则有

∥𝐺(𝑋)∥ ⩽ 𝜎
√
𝑝.

假假假设设设 2 存在函数𝐹𝑈 (𝑋),使得

∥𝐹 (𝑋)∥1 ⩽ 𝐹𝑈 (𝑋),

其中 ∥ ⋅ ∥1表示 1范数.

间接模糊逻辑推论函数𝐹 (𝑥∣𝜃𝑓 )可以逼近未知
函数𝐹 (𝑥).模糊逻辑系统执行从输入向量𝑥 = [𝑥1, 𝑥2,
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⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ 𝑈 ⊆ 𝑅𝑛到输出向量 𝑦 ∈ 𝑅的映射, 𝑈 =

𝑈1 × 𝑈2 × ⋅ ⋅ ⋅ × 𝑈𝑛且𝑈𝑖 ∈ 𝑅. 𝐹 𝑘
𝑖 (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)为

被模糊对象定义的第 𝑖个输入量,可利用如下 if- then

规则集描述模糊对象:

𝑅(𝑘) : if 𝑥1 = 𝐹 𝑘
1 , 𝑥2 = 𝐹 𝑘

2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛 = 𝐹 𝑘
𝑛 ;

then 𝜍 = 𝐶𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (4)

其中: 𝐹 𝑘
𝑖 ∈ {𝐹 1

𝑖 , 𝐹
2
𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝑁

𝑖 }, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝐶𝑘为

𝑅上的模糊系统; 𝑁 =

𝑛∏
𝑖=1

𝑁𝑖为全部规则数.

令 𝑓(𝑥∣𝜃𝑓 )是模糊逻辑系统𝐹 (𝑥∣𝜃𝑓 )的第 𝑖个向

量, 应用乘机推理机和中心平均解模糊器, 可以得到

模糊系统的输出形式如下[14]:

𝑓𝑖(𝑥∣𝜃𝑓 ) = 𝜍T𝑓𝑖(𝑥)𝜃𝑓𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑓𝑖. (5)

其中: 𝜃𝑓𝑖 = [𝜃𝑓𝑖1, 𝜃𝑓𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑓𝑖𝑚𝑓𝑖
]T ∈ 𝑅𝑚𝑓𝑖是参数向

量; 𝜍𝑓𝑖(𝑥) = [𝜍𝑓𝑖1(𝑥), 𝜍𝑓𝑖2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑓𝑖𝑚𝑓𝑖
]T∈ 𝑅𝑚𝑓𝑖是一

个模糊基函数向量,定义如下:

𝜍𝑓𝑖𝑙(𝑥) =

𝑟∏
𝑗=1

𝜇𝑙
𝐹 𝑙

𝑗
(𝑥𝑗)

𝑚𝑓𝑖∑
𝑙=1

𝑟∏
𝑗=1

𝜇𝑙
𝐹 𝑙

𝑗
(𝑥𝑗)

, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑓𝑖. (6)

在这里,隶属函数𝜇𝐹 𝑙
𝑗
(𝑥𝑗) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛)是给定的.

由文献 [14]可知, 当存在足够多的模糊规则数时, 连

续函数可以被式 (6)中的模糊逻辑系统以任意精度逼

近,同时模糊系统𝐹 (𝑥∣𝜃𝑓 )可以表示如下:

𝐹 (𝑋∣𝜃𝑓 ) = 𝜍𝑓 (𝑥)𝜃𝑓 . (7)

其中: 𝜃𝑓 = [𝜃𝑓1, 𝜃𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑓𝑝] ∈ 𝑅𝑚𝑓 , 𝑚𝑓 =

𝑝∑
𝑖=1

𝑚𝑓𝑖,

𝜍𝑓 = diag[𝜍T𝑓1(𝑥), 𝜍
T
𝑓2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍T𝑓𝑝(𝑥)]是模糊基矩阵.

2 板板板球球球系系系统统统的的的动动动态态态模模模型型型

板球系统BPVS-JLU II的机构如图 1所示, 系统

坐标的示意图如图 2所示. 板球系统利用步进电机驱

动平板的两个自由度产生可控姿态,使小球在平板上

稳定地跟踪期望运动轨迹, 同时利用CCD摄像头和

图像视觉系统测量小球的位置信息[1-7].

Meteor II Image
Processor

PC

K 881 Controller

Encoder X

Encoder Y

Moter Y

Ball

CCD
Camera

y

x

图 1 板球实验装置BPVS-II的原理

Ball

Z

Platex
a

X

Z
y

Y
β

图 2 板球系统的坐标系

假设小球和平板一直接触,始终保持滚动运动而

无滑动,则板球系统的状态方程为[2-3]⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥̇1

𝑥̇2

𝑥̇3

𝑥̇4

𝑥̇5

𝑥̇6

𝑥̇7

𝑥̇8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥2

𝐵[𝑥1𝑥
2
4 + 𝑥4𝑥5𝑥8 − 𝑔(sin𝑥3 − 𝜇 cos𝑥3)]

𝑥4

0

𝑥6

𝐵[𝑥5𝑥
2
8 + 𝑥1𝑥4𝑥8 − 𝑔(sin𝑥7 − 𝜇 cos𝑥7)]

𝑥8

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

0 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[
𝑢𝑥

𝑢𝑦

]
, (8)

其中输入、输出变量为⎧⎨⎩
𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8)

T=

(𝑥, 𝑥̇, 𝜃𝑥, 𝜃𝑥, 𝑦, 𝑦̇, 𝜃𝑦, 𝜃𝑦)
T,

𝑌 = (𝑥1, 𝑥5)
T = (𝑥, 𝑦)T.

(9)

其中: 𝑔是重力加速度, 𝑚是小球的质量, 𝑅是小球的

半径, 𝜇是滚动摩擦系数, 𝐽𝑏是小球的转动惯量, 𝑥和 𝑦

分别是小球在𝑋轴和𝑌 轴方向上的位移, 𝑥̇和 𝑦̇分
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别是对应的速度, 𝜃𝑥和 𝜃𝑦是平板在𝑋轴和𝑌 轴方向

上的角位移, 𝜃𝑥和 𝜃𝑦是相应的角速度, 𝐵 = 𝑚/(𝑚 +

𝐽/𝑅2).

通过式 (1)可将板球系统 (4)分成两个子系统,所

得板球系统的参考状态方程如下:⎧⎨⎩

𝑦1 = 𝑥1,

𝑦̇1 = 𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑦1 = 𝑥̇2 = 𝐵𝑔(sin𝑥3 + 𝜇𝑥 cos𝑥3),

𝑦
(3)
1 = 𝐵𝑔𝑥4(− cos𝑥3 − 𝜇𝑥 sin𝑥3),

𝑦
(4)
1 = 𝐵𝑔[𝑥2

4(sin𝑥3 − 𝜇𝑥 cos𝑥3)−
(cos𝑥3 + 𝜇𝑥 sin𝑥3)𝑢1],

𝑦2 = 𝑥5,

𝑦̇2 = 𝑥̇5 = 𝑥6,

𝑦2 = 𝑥̇6 = 𝐵𝑔(sin𝑥7 + 𝜇𝑦 cos𝑥7),

𝑦
(3)
2 = 𝐵𝑔𝑥8(− cos𝑥7 − 𝜇𝑦 sin𝑥7),

𝑦
(4)
2 = 𝐵𝑔[𝑥2

8(sin𝑥7 − 𝜇𝑦 cos𝑥7)−
(cos𝑥7 + 𝜇𝑦 sin𝑥7)𝑢2].

(10)

利用式 (10)可将板球系统参考状态方程表示为如下

形式:

𝑦(4) =

[
𝑦
(4)
1

𝑦
(4)
2

]
= 𝐹 (𝑋) +𝐺(𝑋)

[
𝑢1

𝑢2

]
. (11)

其中

𝐹 (𝑋) =

[
𝐵𝑔𝑥2

4(sin𝑥3 − 𝜇𝑥 cos𝑥3)

𝐵𝑔𝑥2
8(sin𝑥7 − 𝜇𝑦 cos𝑥7)

]
, (12)

𝐺(𝑋) =

[
−𝐵𝑔(cos𝑥3 + 𝜇𝑥 sin𝑥3)

0
→

← 0

−𝐵𝑔(cos𝑥7 + 𝜇𝑦 sin𝑥7)

]
, (13)

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2)
T = (𝑥1, 𝑥5)

T,

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)
T = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦)

T.

由式 (1)、(10)和(11)可知, 𝑟1 = 4, 𝑟2 = 4, 𝑝 = 2.

此时,根据式 (3)可以定义矩阵𝐴和𝐵,即

𝐴01 = 𝐴02 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵1 = 𝐵2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (14)

𝐴 = diag[𝐴01, 𝐴02], 𝐵 = diag[𝐵1, 𝐵2]. (15)

因此,可以通过板球系统参考状态方程设计并分析模

糊自适应控制器和系统的稳定性,并且根据实际板球

系统的状态变量的动态变化调整自适应控制律.

3 间间间接接接控控控制制制器器器的的的设设设计计计

在系统 (10)中应用模糊逻辑系统的万能逼近特

性,可以构造如下自适应控制器:

𝑢 = 𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 + 𝑢𝑐. (16)

其中: 𝑢𝑖是间接模糊控制律, 𝑢𝑠是监督控制律, 𝑢𝑐是

自适应控制律.

3.1 模模模糊糊糊控控控制制制器器器设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

由式 (2)和 (7)可得 (控制矩阵𝐺(𝑋)为不可逆时,

由注 1可知, 𝜎
√
𝑝可用)

𝑢𝑖 =
−𝐹 (𝑥∣𝜃𝑓 ) + 𝑦

(𝑟)
𝑑

𝜎
√
𝑝

. (17)

由确定等效原理可知,设计理想控制器为

𝑢∗(𝑥) =
𝐹 (𝑥) + 𝑦

(𝑟)
𝑑

𝜎
√
𝑝

. (18)

将式 (16)代入 (3) ,并利用式(18)整理闭环系统的误差

方程,可得

𝑒̇ =

𝐴𝑒+𝐵{𝜎√𝑝𝑢∗(𝑥)−𝐺(𝑥)[𝑢𝑖(𝑥) + 𝑢𝑠(𝑥) + 𝑢𝑐(𝑥)]}.
(19)

考虑候选Lyapunov函数

𝑉𝑒 =
1

2
𝑒T𝑃𝑒. (20)

其中: 𝑃 = diag[𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑝], 𝑃𝑖是 𝑟𝑖 × 𝑟𝑖阶正定

矩阵.为了证明闭环系统的稳定性, 需要利用如下的

Lyapunov方程:

(𝐴+𝐵𝐾)T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾) = −𝑄. (21)

其中: 矩阵𝐾的选择满足,对于任意一个给定的矩阵

𝑄 = diag[𝑄1, 𝑄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑝], 𝑄是 𝑟𝑖 × 𝑟阶正定矩阵,使

得式 (21)可以通过如下线性矩阵不等式 (LMI)求解:[
𝑋𝐴T +𝐴𝑋 + 𝑌 T𝐵T +𝐵𝑌 𝑋

𝑋 −𝑄

]
< 0. (22)

这里: 𝑋 = 𝑃−1 > 0, 𝑌 = 𝐾𝑋,𝑄 = 𝑄−1. 由式 (19)和

(20)可得

𝑉̇𝑒 =
1

2
(𝑒̇T𝑃𝑒+ 𝑒T𝑃 𝑒̇) =

1

2
𝑒T[(𝐴+𝐵𝐾)T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾)]𝑒−

1

2
𝑒T[𝐾T𝐵T𝑃 + 𝑃𝐵𝐾]𝑒− 𝑒T𝑃𝐵𝐺(𝑥)[𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 + 𝑢𝑐] =

− 1

2
𝑒T𝑄𝑒− 𝑒T𝑃𝐵𝐾𝑒+ 𝑒T𝑃𝐵[−𝐹 (𝑥) + 𝑦

(𝑟)
𝑑 ]−

𝑒T𝑃𝐵𝐺(𝑥)[𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 + 𝑢𝑐] ⩽

− 1

2
𝑒T𝑄𝑒+ ∥𝑒T𝑃𝐵∥1[∥𝐾𝑒∥1 + ∥𝐹 (𝑥)∥1 + ∥𝑦(𝑟)𝑑 ∥1]+

𝜎
√
𝑝∥𝑒T𝑃𝐵∥1[∥𝑢𝑖∥1 + ∥𝑢𝑐∥1]− 𝜎0𝑒

T𝑃𝐵𝑢𝑠. (23)

通过对式 (23)的观察, 并由假设 1可知, 设计监督控
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制律为

𝑢𝑠(𝑥) =

𝐼∗sgn(𝑒T𝑃𝐵)T
{𝜎
√
𝑝

∣𝜎0∣ [∥𝑢𝑖∥1+

∥𝑢𝑐∥1] + 1

∣𝜎0∣ [𝐹
𝑈 (𝑥) + ∥𝑦(𝑟)𝑑 ∥1 + ∥𝐾𝑒∥1]

}
. (24)

其中: 𝑉 是使得𝑉𝑒有界 (即𝑉𝑒 < 𝑉 )的一个给定常数,

其值可根据𝑥的边界来决定[14]; 𝐼∗是指标函数, 当

𝑉𝑒 ⩾ 𝑉 时, 𝐼∗ = 1,当𝑉𝑒 < 𝑉 时, 𝐼∗ = 0. 将式 (24)代

入 (23),考虑 𝐼∗ = 1的情况,由假设 2可知

𝑉̇𝑒 ⩽ −1

2
𝑒T𝑄𝑒. (25)

由此可知,当𝑉 选取适当时,根据监督控制律𝑢𝑠可以

保证𝑉𝑒 ⩽ 𝑉 ,从而对于任意常数𝑀𝑥, ∥𝑥∥ ⩽ 𝑀𝑥.

由指标函数 𝐼∗的定义可知,当且仅当𝑉𝑒 ⩾ 𝑉 时,

𝑢𝑠才是非零的, 此时的𝑢𝑠才可以作为一个监督控制

器, 即整个闭环系统具有优秀的性能,可以使误差在

有限集 (集𝑉𝑒 ⩽ 𝑉 或 ∥𝑥∥ ⩽ 𝑀𝑥)内,此时监督控制项

𝑢𝑠停止自己的作用;反之,当且仅当闭环系统趋于不

稳定时 (即𝑉𝑒 ⩾ 𝑉 时),监督控制项才开始作用,以迫

使𝑉𝑒 ⩽ 𝑉 .

可以构造如下自适应补偿控制器:

𝑢𝑐(𝑥) = 𝑘𝑐 ⋅ sgn(𝑒T𝑃𝐵)T. (26)

3.2 间间间接接接模模模糊糊糊控控控制制制器器器的的的自自自适适适应应应律律律设设设计计计

为了设计稳定的自适应律, 定义参数向量 𝜃𝑓的

约束集

Ω𝑓 = {𝜃𝑓 : ∥𝜃𝑓∥ ⩽ 𝑀𝑓},
状态向量𝑥的紧集

𝑈𝑥 = {𝑥 : ∥𝑥∥ ⩽ 𝑀𝑥},
其中𝑀𝑓和𝑀𝑥是定义常数. 利用参考文献[14]的方

法定义最优参数

𝜃∗𝑓 = argmin
𝜃𝑓
{ sup
𝑥∈𝑈𝑥

∣𝐹 (𝑥∣𝜃𝑓 )− 𝐹 (𝑥)∣},

定义小逼近误差

𝜔𝑖 = [𝐹 (𝑥∣𝜃𝑓 ∗)− 𝐹 (𝑥)]. (27)

假假假设设设 3 最小逼近误差是有界的, 即存在𝜔1 >

0,使得 ∥𝜔𝑖∥ ⩽ 𝜔1.

令

𝜃𝑓 = 𝜃𝑓 − 𝜃∗𝑓 ,

由式 (5)和 (27)可知,误差方程 (19)可表示为

𝑒̇ =

𝐴𝑒+𝐵{𝜍𝑓 (𝑥)𝜃𝑓 + 𝜔𝑖 + 𝜎
√
𝑝𝑢𝑖 −𝐺(𝑥)[𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 + 𝑢𝑐]}.

(28)

自适应律的目的是调节 𝜃𝑓 , 以迫使参数误差 𝜃𝑓

和跟踪误差 𝑒达到最小值. 由此, 本文利用如下候选

Lyapunov函数:

𝑉 =
1

2
𝑒T𝑃𝑒+

1

2𝛾
𝜃T𝑓 𝜃𝑓 , (29)

其中 𝛾是正设计常数. 由式 (23)可知

𝑉̇ =

− 1

2
𝑒T𝑄𝑒− 𝑒T𝑃𝐵𝐾𝑒+

( 1

𝛾
𝜃T𝑓 + 𝑒T𝑃𝐵𝜍𝑓 (𝑥)

)
𝜃𝑓+

𝑒T𝑃𝐵[𝜎
√
𝑝𝑢𝑖 −𝐺(𝑥)𝑢𝑖] + 𝑒T𝑃𝐵[𝜔𝑖 −𝐺(𝑥)(𝑢𝑠 + 𝑢𝑐)].

(30)

利用投影算法[14]设计参数 𝜃𝑓的自适应调解律

𝜃𝑓如下:

𝜃𝑓 =⎧⎨⎩

− 𝛾𝜍T𝑓 (𝑥)𝐵
T𝑃𝑒,

∥𝜃𝑓 < 𝑀𝑓∥或∥𝜃𝑓∥ = 𝑀𝑓且𝑒T𝑃𝐵𝜍𝑓 (𝑥)𝜃𝑓 ⩾ 0;

Pr{−𝛾𝜍T𝑓 (𝑥)𝐵T𝑃𝑒},
∥𝜃𝑓∥ = 𝑀𝑓且𝑒T𝑃𝐵𝜍𝑓 (𝑥)𝜃𝑓 < 0.

(31)

其中投影算子Pr{∗}定义如下:

Pr{−𝛾𝜍T𝑓 (𝑥)𝐵T𝑃𝑒} =

− 𝛾𝜍T𝑓 (𝑥)𝐵
T𝑃𝑒+ 𝛾

𝜃𝑓𝜃
T
𝑓

∥𝜃𝑓∥2 𝜍
T
𝑓 (𝑥)𝐵

T𝑃𝑒. (32)

可以看出,设计参数投影方法的自适应律可以确

保参数在指定的集合范围内.

3.3 稳稳稳定定定性性性与与与性性性能能能分分分析析析

通过上述过程进行设计可以保证闭环系统的稳

定性. 稳定性的相关结论由如下定理给出.

定定定理理理 1 假设 1∼假设 3成立, 根据式 (1)的非

线性动态系统,应用式 (16)、(17)、(24)、控制律 (26)以

及自适应律 (31)、(32)可以得到如下结论: 1) 闭环系

统的所有信号是有界的; 2)跟踪误差收敛到原点的小

领域内.

证证证明明明 将式 (31)代入 (30),可得

𝑉̇ ⩽ − 1

2
𝑒T𝑄𝑒+ 𝐼𝑒T𝑃𝐵𝜍𝑓 (𝑥)

𝜃𝑓𝜃
T
𝑓

∥𝜃𝑓∥2 𝜃𝑓−

𝑒T𝑃𝐵𝐾𝑒+ 𝑒T𝑃𝐵𝜎
√
𝑝𝑢𝑖+

𝑒T𝑃𝐵{𝜔𝑖 −𝐺(𝑥)[𝑢𝑖 + 𝑢𝑠 + 𝑢𝑐]}. (33)

其中: 当式 (31)的第 1个条件成立时, 𝐼 = 0;当式 (31)

的第 2个条件成立时, 𝐼 = 1. 证明 𝐼 = 1时,式 (31)的

第 2项非正, 此时 ∥𝜃𝑓∥ = 𝑀𝑓且 𝑒T𝑃𝐵𝜍𝑓 (𝑥)𝜃𝑓 < 0,

∥𝜃𝑓∥ = 𝑀𝑓 ⩾ ∥𝜃∗𝑓∥,则有
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𝜃T𝑓 𝜃𝑓 = 𝜃T𝑓 (𝜃𝑓 − 𝜃𝑓
∗) =(𝜃𝑓 − 𝜃∗𝑓

2

)T

(𝜃𝑓 − 𝜃𝑓
∗) +

(𝜃𝑓T + 𝜃𝑓
∗T

2

)
(𝜃𝑓 − 𝜃∗𝑓 ) =

1

2
∥𝜃𝑓 − 𝜃∗𝑓∥2 +

1

2
(∥𝜃𝑓∥2 − ∥𝜃∗𝑓∥2) ⩾ 0. (34)

由此可得

𝐼𝑒T𝑃𝐵𝜍𝑓 (𝑥)
𝜃𝑓𝜃

𝑓T

∥𝜃𝑓∥2 𝜃𝑓 ⩽ 0,

由假设 1可知,式 (33)可以简化为

𝑉̇ ⩽ − 1

2
𝑒T𝑄𝑒− 𝑒T𝑃𝐵𝐾𝑒+ 𝑒T𝑃𝐵(𝜎

√
𝑝− 𝜎0)𝑢𝑖+

𝑒T𝑃𝐵𝜔𝑖 − 𝜎0𝑒
T𝑃𝐵𝑢𝑐 − 𝜎0𝑒

T𝑃𝐵𝑢𝑠. (35)

根据式 (24)中𝑢𝑠的结构, 式 (35)的最后一项可以改

写为

𝜎0𝑒
T𝑃𝐵𝑢𝑠 =

𝜎0𝐼
∗∥𝑒T𝑃𝐵∥1 ×

{𝜎
√
𝑝

∣𝜎0∣ [∥𝑢𝑖∥1 + ∥𝑢𝑐∥1]+
1

∣𝜎0∣ [𝐹
𝑈 (𝑥) + ∥𝑦(𝑟)𝑑 ∥1 + ∥𝐾𝑒∥1]

}
⩾ 0. (36)

根据式 (30)中𝑢𝑐的结构,式 (35)的倒数第 2项可

表示为

𝜎0𝑒
T𝑃𝐵𝑢𝑐 = 𝜎0𝑘𝑐∥𝑒T𝑃𝐵∥1. (37)

因此,由假设 3可知,式 (31)可化简为

𝑉̇ ⩽ − 1

2
𝑒T𝑄𝑒+ ∥𝑒T𝑃𝐵∥[∥𝐾𝑒∥1+

(𝜎
√
𝑝− 𝜎0)∥𝑢𝑖∥1 + 𝜔1 − 𝜎0𝑘𝑐]. (38)

令

𝑘𝑐 ⩾
𝜔1 + ∥𝐾𝑒∥1 + (𝜎

√
𝑝− 𝜎0)∥𝑢𝑖∥1

𝜎0
, (39)

可以得到

𝑉̇ ⩽ −1

2
𝑒T𝑄𝑒. (40)

式 (40)可以保证 𝑒 ∈ 𝐿∞. 因此,由系统的假设条件以

及控制律 (16)、(17)、(24)和 (26)可知, 控制律𝑢𝑖、𝑢𝑠

和𝑢𝑐均有界. 因此,式 (19)右端有界,即 𝑒̇ ∈ 𝐿∞. 又由

式 (40)可得

𝑉̇ ⩽ −1

2
𝑒T𝑄𝑒 ⩽ −𝜆𝑄min

2
∥𝑒∥2, (41)

其中𝜆𝑄min是𝑄的最小特征值.对式 (41)两边同时积

分,可得w ∞
0
∥𝑒(𝜏)∥2d𝜏 ⩽ 2

𝜆𝑄min
[𝑉 (0)− 𝑉 (∞)], (42)

由此可知, 𝑒 ∈ 𝐿2.

综合上述结果,根据Barbalat的引理 (即 𝑒 ∈ 𝐿2

∩
𝐿∞且 𝑒̇ ∈ 𝐿∞,则有 lim

𝑡→∞
𝑒(𝑡) = 0)即可得出 lim

𝑡→∞
𝑒(𝑡)

= 0. □

4 仿仿仿真真真实实实验验验

由式 (3)、(5)、(6)、(10)、(16)、(17)、(24)、(26)以及

(31)能够实现小球在平板上的轨迹跟踪控制.板球系

统的参数如表 1所示.

表 1 板球系统BPVS II的参数

参数 描述 数值

𝑚 小球的质量/kg 0.263

𝑟𝑏 小球的半径/m 0.02

𝑔 重力加速度 /(m/s2) 9.8

𝐽𝑏 小球的转动惯量 /(kg⋅m2) 4.2 × 10−5

板球的控制目标为⎧⎨⎩ 𝑦1 = 𝑥1 = 0.15 sin(2𝜋𝑡/𝑇 ),

𝑦2 = 𝑥5 = 0.15 cos(2𝜋𝑡/𝑇 ).
(43)

在式 (11)中,当𝜇𝑥 = tan𝑥3或𝜇𝑦 = tan𝑥7时,板球系

统的控制增益矩阵𝐺(𝑥)为不可逆矩阵. 因此,根据板

球系统的控制增益矩阵𝐺(𝑥)和前面提到的假设 1,可

以推出𝜎0 = −10, 𝜎1 = 10. 又由于板球系统被构造为

两个 4阶子系统,可定义 𝑝 = 2.

根据式 (4),为求基础参数 𝜍𝑓 ,设定 9个隶属函数

的中心点分别为−0.2、−0.15、−0.1、−0.05、0.0、0.05、
0.1、0.15、0.2,并设定规则数目为 9,隶属函数表示为

𝜇𝐹 1
𝑖
(𝑥𝑖) =

1

1 + exp(5(𝑥𝑖 + 0.2))
,

𝜇𝐹 2
𝑖
(𝑥𝑖) = exp(−(𝑥𝑖 + 0.15)2),

𝜇𝐹 3
𝑖
(𝑥𝑖) = exp(−(𝑥𝑖 + 0.1)2),

𝜇𝐹 4
𝑖
(𝑥𝑖) = exp(−(𝑥𝑖 + 0.05)2),

𝜇𝐹 5
𝑖
(𝑥𝑖) = exp(−𝑥2

𝑖 ),

𝜇𝐹 6
𝑖
(𝑥𝑖) = exp(−(𝑥𝑖 − 0.05)2),

𝜇𝐹 7
𝑖
(𝑥𝑖) = exp(−(𝑥𝑖 − 0.1)2),

𝜇𝐹 8
𝑖
(𝑥𝑖) = exp(−(𝑥𝑖 − 0.15)2),

𝜇𝐹 9
𝑖
(𝑥𝑖) =

1

1 + exp(−5(𝑥𝑖 − 0.2))
.

子系统的基础函数为

𝜍𝑓𝑖 = [𝜍𝑓𝑖,1, 𝜍𝑓𝑖,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑓𝑖,18]T, 𝑖 = 1, 2.

其中

𝜍𝑓1,𝑗 =
𝜇𝐹 𝑗

1
(𝑥1)𝜇𝐹 𝑗

2
(𝑥2)

𝐷1
,

𝜍𝑓𝑖,𝑙 =
𝜇𝐹 𝑙

1
(𝑥3)𝜇𝐹 𝑙

2
(𝑥4)

𝐷2
,

𝐷1 =

9∑
𝑗=1

𝜇𝐹 𝑗
1
(𝑥1)𝜇𝐹 𝑗

2
(𝑥2),

𝐷2 =

9∑
𝑙=1

𝜇𝐹 𝑙
1
(𝑥3)𝜇𝐹 𝑙

2
(𝑥4).

令 𝜍𝑓1 = 𝜍𝑓2,由式 (7)可得

𝐹 (𝑥∣𝜃𝑓 ) = 𝜍𝑓 (𝑥)𝜃𝑓 .

其中

𝜍𝑓 = diag[𝜍T𝑓1, 𝜍
T
𝑓2], 𝜃𝑓 = [𝜃𝑓1, 𝜃𝑓2]

T,

𝜃𝑓1 = [𝜃𝑓1,1, 𝜃𝑓1,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑓1,18]T,
𝜃𝑓2 = [𝜃𝑓2,1, 𝜃𝑓2,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑓2,18]T.
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可以将初始值 𝜃𝑓1(0), 𝜃𝑓2(0)选择为随机值.

取正定矩阵𝑄 = diag(10, 10, 10, 10),由线性矩阵

不等式 (21)和 (22)可求得矩阵𝑃 , 𝐾如下:

𝑃0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
83.514 6 125.669 8 80.182 2 12.325 1

125.669 8 246.482 1 167.623 4 26.527 2

80.182 2 167.623 4 138.486 5 22.525 7

12.325 1 26.527 2 22.525 7 6.130 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐾0 = [−28.664 1,−61.173 3,−52.555 6,−13.938 1],
𝑃 = diag[𝑃0, 𝑃0], 𝐾 = diag[𝐾0,𝐾0].

板球系统的初始值选为𝑥(0) = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0].

仿真结果如图 3∼图 5所示.在图 3∼图 5中, 实

线为测量数据, 虚线为给定数据.运行轨迹跟踪仿真

实验结果如图 3所示.
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图 3 圆形轨迹跟踪曲线

在图 3中: 圆形轨迹的半径𝑅 = 150mm,图 3(a)

是小球速度为 31.4mm/s时的仿真结果, 图 3(b)是小

球速度为 94.2mm/s时的仿真结果.由图 3(a)的仿真结

果可知:𝑋轴的位置偏差为 0.813 9mm, 𝑌 轴的位置偏

差为 1.275mm, 圆形轨迹跟踪平均误差为 1.526mm.

由图 3的仿真结果可知,小球的速度增加到 157mm/s

时,也能保证控制精度和小球的迅速性.

自适应补偿控制器的参数 𝑘𝑐的变化影响全体模

糊自适应控制器的特性和小球的运动精度,仿真结果

如图 4所示.
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图 4 不同自适应补偿参数 𝑘𝑐的跟踪轨迹

当给定信号为式 (43) , 且加入幅值为 1.5mm的

随机测量干扰在𝑋轴和𝑌 轴输出信号时, 没有特别

的影响.

图 5为小球速度在 40mm/s以上的方形轨迹跟踪

和 8字形轨迹跟踪仿真实验结果. 实验结果表明, 本

文提出的控制器能够使小球在板球系统中跟踪多种

图形.
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图 5 其他轨迹跟踪曲线



310 控 制 与 决 策 第 30 卷

5 结结结 论论论

本文主要研究了具有强耦合和不确定性的多变

量非线性板球控制系统,提出了带有监督功能和自适

应功能的间接模糊自适应控制算法,以及不要求控制

增益矩阵的可逆性的控制器设计方法. 通过控制器的

推导过程, 验证了在 3个假设条件下, 均能够保证闭

环非线性多变量系统的稳定性和误差在零附近的收

敛性.另外, 通过板球非线性系统控制的仿真实验结

果可以看出,将本文提出的模糊自适应控制算法应用

于难以建模的不确定多变量系统和控制矩阵不可逆

的非线性对象中,能够得到良好的控制效果.
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