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摘 要: 背景值是导致GM(1,1)模型产生系统误差的主要原因之一.对此,提出一种优化的GM(1,1)模型构建方法.

首先,根据GM(1,1)模型时间响应式的函数形式,利用积分中值定理拟合真实背景值,研究发展系数与背景值之间的

关系;然后,构建新的灰色微分方程,采用最小二乘法进行参数估计,并利用方程组还原原始参数,使背景值同时具备

无偏性和最小误差性;最后,通过具体案例验证了所提出的优化模型能够突破高增长建模的局限,对实际问题的建模

精度较高.
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Optimization method of background value in GM(1,1) model based on
least error
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Abstract: The formula of background value is one of the main factors causing systematic error of GM(1,1) model. A

construction method for optimizing GM(1,1) model is proposed. According to structure characteristics of GM(1,1) time

response function, the mean value theorem of integral is used to fit the real background value, and the relationship between

the background value and the development rate is analyzed. Then, a new grey differential equation is constructed, and the

parameter vector is evaluated by using the least square method, and the original parameters are restored by equations system.

The new background satisfies the unbiased property and least error. Finally, a numerical case shows that the proposed

algorithm breaks the confine of modeling high growth sequences, and the application indicates that the optimized model has

an obviously high accuracy in the actual problem.
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0 引引引 言言言

灰色预测是灰色系统理论的主要组成部分之一,

GM(1,1)模型是其中的重要模型,该模型及其引申出

的模型群解决了大量社会经济中灰因白果的系统预

测问题[1-2]. GM(1,1)模型精度与背景值构造有着密切

关系,许多学者通过对背景值构造的深入研究提出优

化方法. 文献 [3]提出了背景值插值优化方法,其中插

值系数𝜆的确定方法采用遗传算法进行寻优求解;由

于在GM(1,1)模型建模过程中存在离散方程和连续

方程之间的过渡,造成参数估计偏差,文献 [4]通过建

立离散方程避免这一过程导致的误差; 文献 [5]认

为模型中的背景值在参数估计时应当贴近区间

[𝑘 − 1, 𝑘]之间的积分面积, 才能使参数估计减少偏

差; 文献 [6]进一步根据背景值几何意义提出修正方

法,并通过大量数据证明背景值的修正对模型精度具

有明显提升作用;文献 [7]基于离散函数的累加性质,

推导出优化背景值的一种方法,实例表明该优化方法

不但提高了模型精度,同时突破了发展系数 [−2, 2]的

局限;文献 [8]将背景值优化方法拓展到更一般化的

非等间距GM(1,1)模型中,并根据离散指数的性质推
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导出优化背景值公式; 文献 [9]对模型进行了背景值

优化,并认为MGM(1,1)模型背景值优化公式与单变

量GM(1,1)模型中的优化公式并不完全一致.以上方

法在序列满足准指数条件时,能够得到较好的预测结

果.为了同时缩小由数据所含噪声带来的背景值偏差,

文献 [10]提出了对初始序列预处理的方法以提高光

滑性, 并达到适用于高增长序列的效果;文献 [11]结

合非线性优化的粒子群算法对背景值直接进行寻

优; 文献 [12]提出结合初值优化的方法优化模型; 文

献 [13]将初值优化方法和背景值优化结合起来进行

模型优化, 使拟合效果得到明显提升; 文献 [14]将背

景值插值算法进行改进,提出了基于数值逼近的优化

模型,进一步提升了建模精度.

为了避免建模过程中产生明显的系统误差, 本

文提出背景值构造需同时满足无偏性和最小误差性.

首先, 研究背景值线性组合参数𝛼与发展系数−𝑎之

间的关系,分析传统背景值随−𝑎变化产生系统误差

的趋势; 然后, 通过对GM(1,1)模型的变换构建新灰

色微分方程,利用最小二乘法估计辅助参数 𝑎∗, 𝑏∗,构

建方程组还原原始参数 𝑎, 𝑏和参数𝛼; 最后得到优化

模型的时间响应式. 在案例分析中, 对不同发展系

数的白指数序列进行了建模拟合, 当序列增长率较

高时依然能够实现近似完全拟合, 说明新模型具备

无偏性并且突破了高增长建模的局限; 在实际问题

中,对我国私人汽车拥有量进行了建模预测,并与原

始GM(1,1)模型和其他优化模型进行对比,结果表明

本文模型能够获得较高精度.

1 GM(1,1)模模模型型型的的的真真真实实实背背背景景景值值值与与与发发发展展展系系系数数数
之之之间间间的的的关关关系系系

定定定义义义 1 设非负原始序列为𝑋(0) = {𝑥(0)(1),

𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)}, 𝑋(1) = {𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(1)(𝑛)}为其一阶累加生成的 (1−AGO)序列,其中

𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖).

称

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏 (1)

为GM(1,1)模型的定义式, 也称为灰色微分方程, 其

中 𝑧(1)(𝑘)为GM(1,1)模型背景值.称
d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏 (2)

为白化微分方程.

令

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(2)

𝑥(0)(3)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(2), 1

−𝑧(3), 1
...

−𝑧(𝑛), 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

参数列 𝑟 = (𝑎, 𝑏)T,那么参数列的最小二乘意义下的

估计值为 𝑟 = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 , 将参数估计值代入白

化微分方程解得时间相应函数. 由此可知,背景值构

造形式的偏差通过参数估计影响模型拟合误差精度,

形成建模的系统误差. 关于真实背景值的意义,在区

间 [𝑘 − 1, 𝑘]上对式 (2)两边取积分可得w 𝑘

𝑘−1

d𝑥(1)

d𝑡
d𝑡+ 𝑎

w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1) d𝑡 = 𝑏, (3)

进而得到

𝑥(1)(𝑘)− 𝑥(1)(𝑘 − 1) + 𝑎
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1) d𝑡 = 𝑏. (4)

从几何意义来说,背景值 𝑧(1)(𝑘)为 [𝑘 − 1, 𝑘]区间内曲

线到横坐标轴间的积分面积,能够满足无偏性的背景

值准确形式为

𝑧
(1)
0 (𝑘) =

w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1)d𝑡.

定定定理理理 1 真实背景值

𝑧
(1)
0 (𝑘) =

w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1) d𝑡

等价于𝑥(1)(𝑘− 1), 𝑥(1)(𝑘)和参数𝛼的线性组合,即存

在𝛼 ∈ [0, 1],使

𝑧
(1)
0 (𝑘) = 𝛼𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼)𝑥(1)(𝑘).

证证证明明明 由积分中值定理可知,对于

𝑧
(1)
0 (𝑘) =

w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1) d𝑡,

存在𝛼 ∈ [0, 1],使

𝑧
(1)
0 (𝑘) = 𝛼𝑥(1)(𝑘−1)+(1−𝛼)𝑥(1)(𝑘). 2
定定定理理理 2 对于原始序列𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)), 𝑋(0)的 (1−AGO)序列为𝑋(1)=(𝑥(1)(1),

𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)). 若𝑥(0)(𝑘)满足齐次指数增长规

律,即𝑥(0)(𝑘) = 𝑐e−𝑎(𝑘−1),则其 (1 − AGO)序列𝑋(1)

为非齐次指数序列形式, 即𝑥(1)(𝑘) = 𝐶e−𝑎(𝑘−1) +

𝐷[7].

定定定理理理 3 对于原始序列𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)), 𝑋(0)的 (1−AGO)序列为𝑋(1)=(𝑥(1)(1),

𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)), 𝑍(1) = (𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑧(1)(𝑛))为GM(1, 1)模型背景值序列.若𝑋(0)满足白

指数增长规律,即𝑥(0)(𝑘) = 𝑐e−𝑎(𝑘−1),背景值的线性

组合构造形式为

𝑧(1)(𝑘) = 𝛼𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼)𝑥(1)(𝑘),
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则有

𝛼 = (1/𝑎)− 1/(e𝑎 − 1).

证证证明明明 设序列𝑥(0)(𝑘) = 𝑐e−𝑎(𝑘−1), 由定理 2可

知 (1−AGO)序列具有非齐次指数形式

𝑥(1)(𝑘) = 𝐶e−𝑎(𝑘−1) +𝐷.

由GM(1, 1)模型背景值的几何意义可得

𝑧(1)(𝑘) =
w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1) d𝑡 =

w 𝑘

𝑘−1
(𝐶e−𝑎(𝑡−1) +𝐷) d𝑡 =

− 𝐶

𝑎
e−𝑎(𝑘−2)(e−𝑎 − 1) +𝐷. (5)

由定理 1可知,存在𝛼 ∈ [0, 1],使

𝑧(1)(𝑘) = 𝛼𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼)𝑥(1)(𝑘),

即

𝑧(1)(𝑘) =

𝛼(𝐶e−𝑎(𝑘−2) +𝐷) + (1− 𝛼)(𝐶e−𝑎(𝑘−1) +𝐷), (6)

整理后可得

𝑧(1)(𝑘) = 𝐶e−𝑎(𝑘−2)[𝛼(1− e−𝑎) + e−𝑎] +𝐷. (7)

由式 (5)和 (7)可得参数𝛼与发展系数 𝑎之间的关系

等式:

𝐶e−𝑎(𝑘−2)[𝛼(1− e−𝑎) + e−𝑎] +𝐷 =

− 𝐶

𝑎
e−𝑎(𝑘−2)(e−𝑎 − 1) +𝐷, (8)

化简后可得

𝛼 =
1

𝑎
− 1

e𝑎 − 1
. (9)

由此定理 3得证. 2
定理 3给出了背景值参数𝛼与序列发展系数之

间的关系,利用定理 3可进一步分析真实背景值中参

数𝛼与序列的发展系数−𝑎之间的变化关系.

性性性质质质 1 当准指数序列发展系数−𝑎 → +∞时,

有𝛼 → 1;当发展系数−𝑎 → −∞或 0时,有𝛼 → 0.

证证证明明明 当−𝑎 → +∞时,有

lim
𝑎→−∞

(1
𝑎
− 1

e𝑎 − 1

)
= 1;

当−𝑎 → −∞时,有

lim
𝑎→+∞

(1
𝑎
− 1

e𝑎 − 1

)
= 0;

当−𝑎 → 0时,因为 e𝑎 ≈ 1 + 𝑎,所以有

lim
𝑎→0

(1
𝑎
− 1

e𝑎 − 1

)
= lim

𝑎→0

(1
𝑎
− 1

𝑎

)
= 0.

由此性质 1得证. 2
进一步分析传统背景值产生系统误差的原因,研

究传统背景值构造与真实背景值之间的差距,以明确

其适用范围.

定定定义义义 2 设满足GM(1,1)模型几何意义的真实

背景值为

𝑧
(1)
0 (𝑘) =

w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1) d𝑡 =

𝛼0𝑥
(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼0)𝑥

(1)(𝑘),

其中参数𝛼0 ∈ [0, 1]. 𝑍(1)
1 为传统背景值序列,其中

𝑧
(1)
1 (𝑘) =

𝑥(1)(𝑘 − 1) + 𝑥(1)(𝑘)

2
,

称

𝑅(𝑘) =
𝑧
(1)
0 (𝑘)− 𝑧

(1)
1 (𝑘)

𝑧
(1)
0 (𝑘)

(10)

为背景值相对误差率.

性性性质质质 2 设序列𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(0)(𝑛)), 传统GM(1,1)模型背景值 𝑧

(1)
1 (𝑘)与真实背

景值

𝑧
(1)
0 (𝑘) = 𝛼0(𝑘 − 1) + (1− 𝛼0)𝑥

(1)(𝑘)

之间的相对误差率为

𝑅(𝑘) =
0.5− 𝛼0

𝑥(1)(𝑘)/𝑥(0)(𝑘)− 𝛼0
.

证证证明明明 根据定义 2, 设原始序列为𝑋(0), 令

𝑧
(1)
1 (𝑘) 为传统GM(1, 1)模型背景值, 以 𝑧

(1)
0 (𝑘)为真

实背景值,代入式 (10)可得

𝑅(𝑘) =

(𝛼0(𝑘 − 1) + (1− 𝛼0)𝑥
(1)(𝑘)−

[0.5𝑥(1)(𝑘 − 1) + 0.5𝑥(1)(𝑘)])/(𝑎0𝑥
(1)(𝑘 − 1)+

(1− 𝛼0)𝑥
(1)(𝑘)),

其中 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 整理后可得

𝑅(𝑘) =

(0.5− 𝛼0)[𝑥
(1)(𝑘)− 𝑥(1)(𝑘 − 1)]

𝑥(1)(𝑘)− 𝛼0[𝑥(1)(𝑘)− 𝑥(1)(𝑘 − 1)]
=

(0.5− 𝛼0)𝑥
(0)(𝑘)

𝑥(1)(𝑘)− 𝛼0𝑥(0)(𝑘)
,

因此

𝑅(𝑘) =
0.5− 𝛼0

𝑥(1)(𝑘)/𝑥(0)(𝑘)− 𝛼0
.

基于以上定理和性质可知, 近似指数趋势的灰

序列发展系数与真实背景值的参数𝛼0之间呈现非线

性关系.从变化趋势上看,当发展系数−𝑎 → +∞时,

背景值参数𝛼0 → 1, 此时𝑥(1)(𝑘)/𝑥(0)(𝑘) → 1, 传统

背景值的相对误差 ∣𝑅(𝑘)∣ → +∞,由于系统误差增长

过大,难以对高增长序列进行建模预测; 当发展系数

−𝑎 → 0时,参数𝛼0 → 0,且𝑥(1)(𝑘)/𝑥(0)(𝑘) → 𝑘,传统

背景值 𝑧
(1)
1 (𝑘)的误差率 ∣𝑅(𝑘)∣ → 1/(2𝑘).从表象上

看, 在低增长时由于 (𝑥(1)(𝑘 − 1) + 𝑥(1)(𝑘))/2所表示



286 控 制 与 决 策 第 30 卷

的梯形面积与积分 w 𝑘

𝑘−1
𝑥(1) d𝑡

的面积趋近,背景值误差率𝑅(𝑘)相对较小,但从背景

值线性组合的参数上来看仍不满足建模时的无偏性

和误差最小性的要求.

2 背背背景景景值值值误误误差差差最最最小小小化化化的的的GM(1,1)优优优化化化模模模型型型
基于以上分析,本文提出一种新的优化模型构建

方法,将线性组合背景值构造形式代入灰色微分方程

式 (1), GM(1, 1)模型的灰色微分方程转化为

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎[𝛼𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼)𝑥(1)(𝑘)] = 𝑏. (11)

将含参数𝛼的项合并后可得

𝑥(0)(𝑘)+𝑎⋅𝛼[𝑥(1)(𝑘−1)−𝑥(1)(𝑘)] = 𝑏−𝑎𝑥(1)(𝑘), (12)

于是式 (12)转化为

(1− 𝑎 ⋅ 𝛼)𝑥(0)(𝑘) = 𝑏− 𝑎𝑥(1)(𝑘), (13)

进而可得

𝑥(0)(𝑘) =
𝑏

1− 𝑎 ⋅ 𝛼 − 𝑎

1− 𝑎 ⋅ 𝛼𝑥(1)(𝑘). (14)

通过参数合并,令辅助参数

𝑏∗ =
𝑏

1− 𝑎 ⋅ 𝛼, 𝑎∗ =
𝑎

1− 𝑎 ⋅ 𝛼,

由式 (13)可得新的灰色微分方程形式为

𝑥(0)(𝑘) = −𝑎∗𝑥(1)(𝑘) + 𝑏∗. (15)

定定定理理理 4 设GM(1,1)优化模型的背景值为线性

组合构造

𝑧(1)(𝑘) = 𝛼𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼)𝑥(1)(𝑘),

灰色微分方程形式同式 (15), 模型参数列为 𝑟 = (𝑎∗,

𝑏∗)T. 令

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(1)

𝑥(0)(2)
...

𝑥(0)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑥(1)(1) 1

−𝑥(1)(2) 1
...

...

−𝑥(1)(𝑛) 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

GM(1, 1)优化模型满足误差最小二乘意义下的参数

估计值为

𝑟 = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌.

定理 4的证明方法与文献 [2]中所述类似, 故省

略证明过程.

定定定理理理 5 设GM(1,1)优化模型的参数序列为

𝑟 = (𝑏∗, 𝑎∗)T,其最小二乘估计值为

𝑟 = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌,

则参数 𝑎, 𝑏和𝛼满足最小二乘意义下的估计值分别为⎧⎨⎩
𝑎 = ln(𝑎̂∗ + 1),

𝛼 =
1

ln(𝑎̂∗ + 1)
− 1

𝑎̂∗
,

𝑏 =
𝑏∗ ln(𝑎̂∗ + 1)

𝑎̂∗
.

证证证明明明 由式 (15)中 𝑎, 𝑏与 𝑎∗, 𝑏∗的关系, 以及定

理 3的结论可得⎧⎨⎩
𝑏∗ =

𝑏

1− 𝑎𝛼
,

𝑎∗ =
𝑎

1− 𝑎𝛼
,

𝛼 =
1

𝑎
− 1

e𝑎 − 1
.

解方程组可得⎧⎨⎩
𝑎 = ln(𝑎̂∗ + 1),

𝛼 =
1

ln(𝑎̂∗ + 1)
− 1

𝑎̂∗
,

𝑏 =
𝑏∗ ln(𝑎̂∗ + 1)

𝑎̂∗
.

将参数 𝑎和 𝑏代入白化微分方程

d𝑥(1)(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1)(𝑡) = 𝑏,

可得模型时间响应式为

𝑥̂(1)(𝑡) =
𝑏

𝑎
+
(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎(𝑡−1). (16)

离散化后时间响应式为

𝑥̂(1)(𝑘) =
𝑏

𝑎
+
(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎(𝑘−1), (17)

经过累减还原为

𝑥̂(0)(𝑘 + 1) = 𝑥̂(1)(𝑘 + 1)− 𝑥̂(1)(𝑘).

3 案案案例例例分分分析析析

为了验证本文模型的无偏性,取𝑥(0)(𝑘) = e−𝑎𝑘,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5, 发展系数分别设置为−𝑎 = 0.1, 0.3,

0.8, 3.0, 6.0,原始序列如表 1所示.
表 1 白指数序列数据表

−𝑎 𝑘 = 1 𝑘 = 2 𝑘 = 3 𝑘 = 4 𝑘 = 5

0.1 1.105 2 1.221 4 1.349 9 1.491 8 1.648 7

0.3 1.349 9 1.822 1 2.459 6 3.320 1 4.481 7

0.8 2.225 5 4.953 0 11.023 2 24.532 5 54.598 2

3.0 20.085 5 403.428 8 8 103.083 9 162 754.791 4 3 269 017.372 5

6.0 403.428 8 162 754.79 65 659 969.14 26 489 122 129.84 10 686 474 581 524.50
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表 1中数据通过四舍五入保留小数点后四或二

位,在软件计算中采用双精度浮点数尽可能保持计算

精度避免误差. 通过计算得到各序列的参数和拟合相

对误差情况如表 2所示.

表 2 白指数序列建模参数及误差验证表

二级参数 原始参数
−𝑎

𝑎∗ 𝑏∗ 𝑎 𝑏
相对误差/%

0.1 −0.095 15 1 −0.100 0 1.050 8 0.00

0.3 −0.550 67 1 −0.300 0 1.157 5 0.00

0.8 −0.550 67 1 −0.800 0 1.452 8 0.00

3.0 −0.950 21 1 −3.000 0 3.157 2 0.00

6.0 −0.997 52 1.000 45 −6.000 0 6.017 6 0.00

根据表 2中的计算结果,除去由计算机数据处理

精度造成的误差,基本上优化模型完全拟合了白化指

数增长序列,突破了发展系数−𝑎 ∈ [−2, 2]的限制.由

表 2可知, 当发展系数−𝑎最高达到 6时依然接近完

全拟合,保持无偏性, 这说明本文模型对高增长序列

建模具有优势.

另外, 在实际问题的应用中, 选取我国交通系

统中全国私人汽车拥有量进行建模, 采用 2006∼
2010年的数据作为原始序列,记为𝑋(0),其 (1−AGO)

序列为𝑋(1).

表 3 我国 2006∼ 2010年的私人汽车拥有量

参数 2006年 2007年 2008年 2009年 2010年

全国私人汽车

拥有量/万辆
2 333.32 2 876.22 3 501.39 4 574.91 5 938.71

对数据建立GM(1, 1)模型,背景值设为

𝑧(1)(𝑘) = 𝛼𝑥(1)(𝑘 − 1) + (1− 𝛼)𝑥(1)(𝑘),

按照本文提出的方法将背景值公式代入GM(1, 1)模

型 (1),通过转化得到

𝑥(0)(𝑘) = −𝑎∗𝑥(1)(𝑘) + 𝑏∗,

根据定理 4进行参数估计可得{
𝑎∗ = 0.214 48,

𝑏∗ = 1753.158 7;

根据定理 5可得原始参数⎧⎨⎩
𝑎 = −0.241 4,

𝑏 = 1973.274 6,

𝛼 = 0.520 01;

进而得到时间响应式为

𝑥(0)(𝑘) = 10 507.460 69e0.241 4(𝑘−1) − 8 174.140 7.

作为对比, 模型 1按照传统方法建模, 背景值采

用

𝑧
(1)
1 (𝑘) =

𝑥(1)(𝑘 − 1) + 𝑥(1)(𝑘)

2
;

模型 2采用文献 [7]提出的离散指数优化方法建模,

背景值采用

𝑧
(1)
2 (𝑘) =

𝑥(0)(𝑘)

ln𝑥(0)(𝑘)− ln𝑥(0)(𝑘 − 1)
+

[𝑥(0)(𝑘 − 1)]𝑘

[𝑥(0)(𝑘)]𝑘−2[𝑥(0)(𝑘 − 1)− 𝑥(0)(𝑘)]
.

3种建模方法拟合情况如表 4所示.

表 4 3种建模方法拟合精度对比表

模型 1 模型 2 本文方法
原始序列

拟合值 相对误差/% 拟合值 相对误差/% 拟合值 相对误差/%

2 333.32 2 333.320 0 0.000 0 2 333.320 0 0.000 0 2 333.320 0 0.000 0

2 876.22 2 772.367 2 3.610 7 2 781.857 5 3.280 8 2 868.914 2 0.254 0

3 501.39 3 554.847 4 1.526 7 3 608.180 0 3.049 9 3 652.230 8 4.308 0

4 574.91 4 558.176 9 0.365 8 4 679.953 3 2.296 1 4 649.421 0 1.628 7

5 938.71 5 844.688 8 1.583 2 6 070.086 0 2.212 2 5 918.879 9 0.333 9

平均相对误差 1.417 3 2.167 8 1.304 9

表 4中列出了 3个模型的拟合值和相对误差情

况. 由表 4可知: 本文提出的优化建模方法能够得到

较为满意的拟合效果, 平均相对误差为1.304 9 %; 相

对于采用传统建模方法的模型 1和离散指数优化方

法的模型 2而言, 本文算法的平均相对误差最低, 在

满足灰色建模准指数条件时,本文模型算法能够达到

拟合序列最小二乘意义下的最优.

4 结结结 论论论

本文分析了GM(1, 1)模型背景值与发展系数之

间的关系,提出了背景值构造应同时满足无偏性和最

小误差性要求, 并深入研究了传统背景值随发展系

数变化产生误差的趋势.基于对背景值的约束, 针对

满足准指数建模条件的序列提出了一种新的GM(1,1)

模型优化算法. 该方法一方面突破了灰色模型对高增

长序列建模能力的不足,同时另一方面保持了较好的

无偏性,在实际应用中能够得到良好的建模效果.
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