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摘 要: 首先,通过分析现有多粒度粗糙集模型的不足,提出一种基于粒度加权的多粒度粗糙集模型;然后,通过比较

得出加权多粒度粗糙集与乐观多粒度、悲观多粒度和可变多粒度粗糙集之间的关系,讨论加权多粒度粗糙集的性质,

并分析这几种多粒度粗糙集度量之间的关系;最后,通过实例分析验证了所提出加权多粒度粗糙集模型的有效性.
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Multigranulation rough set based on weighted granulations
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Abstract: By analyzing the limitations of the current multigranulation rough set(MGRS), a MGRS based on weighted

granulations is presented firstly. Then the four rough sets such as MGRS based on weighted granulations, optimistic MGRS,

pessimistic MGRS and variable MGRS are compared to obtain their relationships, the properties of the presented MGRS

are addressed, and the measurements of these four kinds of MGRS are discussed. Finally, the results of examples show the

effectiveness of the MGRS based on weighted granulations .

Keywords: rough set；multigranulation；measurement

0 引引引 言言言

多粒度粗糙集数据建模方法是近几年发展起

来的一种新的多视角数据分析方法.该方法由Qian

等[1-4]首先提出并用于克服 Pawlak粗糙集的缺陷.例

如: 在处理多源信息系统的知识发现时算法耗时过

多; 在处理具有高维特征的数据时低效; 在处理多

智能 agent和分布式信息系统时存在不适应性等. 随

后,多粒度粗糙集得到了很多学者的关注,文献 [2, 5]

将多粒度粗糙集理论拓展到不完备信息系统; 文献

[6]将其拓展到多粒度优势关系粗糙集;文献 [7]将其

拓展到多粒度模糊关系粗糙集; 文献 [8]将其拓展到

多粒度邻域系统粗糙集; 文献 [9]将其拓展到多粒度

决策粗糙集;文献 [5, 10]提出了一种可变多粒度粗糙

集模型,将乐观多粒度粗糙集和悲观多粒度粗糙集统

一到可变多粒度粗糙集模型中; 文献 [11-12]研究了

多粒度粗糙集的应用工作等. 这些研究工作促进了多

粒度粗糙集理论和应用的发展.

经过研究可以发现: 1) 乐观多粒度粗糙集下近

似仅要求存在一个粒度满足知识粒与目标概念保有

包含关系,这种决策过于宽松; 2)悲观多粒度粗糙集

下近似要求所有粒度都满足知识粒与目标概念保有

包含关系,这种决策又过于严格; 3)可变多粒度粗糙

集下近似要求满足一定数目的粒度存在知识粒与目

标概念保有包含关系,这种决策考虑了满足要求的粒

度空间的数量而没有考虑其质量. 由于在实际应用中

不是每个粒度都是平等的, 有的粒度比较重要,需要

赋予更大的权重, 而有的粒度作用小, 可赋予较小的

权重. 例如在风险投资中,决策者会优先考虑占主导

地位的重要因素并赋予较大的权值,参考一些次要的

因素并赋予较小的权值,这些粒度 (属性)的权值可根
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据专家经验获取, 也可以通过AHP或者Delphi法获

得[13-14],最后综合衡量各种情况以给出判决.

为了解决此类问题,本文提出一种加权多粒度粗

糙集, 研究其性质, 并讨论了 4种多粒度粗糙集之间

的关系.最后通过实例数据进行了分析和说明.

1 基基基本本本概概概念念念

1.1 单单单粒粒粒度度度粗粗粗糙糙糙集集集

信息系统 (IS)通常定义为一个四元组: IS = ⟨𝑈,
AT, 𝑉, 𝑓⟩. 其中: 论域𝑈为非空有限全体对象的集

合; AT为非空有限属性集合; ∀𝑎 ∈ AT, 𝑉𝑎表示属

性 𝑎的值域; 𝑉 为全体属性的值域集合,即𝑉 = 𝑉AT =∪
𝑎∈AT

𝑉𝑎; 𝑓为信息函数, ∀𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑎 ∈ AT, 𝑓(𝑥, 𝑎)表

示𝑥在属性 𝑎上的取值.

如果AT = 𝐶
∪{𝑑}, 𝐶为条件属性集, 𝑑为决

策属性, 则 ⟨𝑈,𝐶∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩又被称为决策信息系统
(DIS).

定定定义义义 1 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, ∀𝐴 ⊆ AT, 则

𝐴上的不可分辨关系定义为

IND(𝐴) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈2 : ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)}.
(1)

由式 (1)易知, 不可分辨关系 IND(𝐴) 是𝑈上的

一个等价关系, 根据粒计算的观点[6]: 等价关系

IND(𝐴)对应一个粒度, 𝑈上的划分𝑈/IND(𝐴) =

{[𝑥]𝐴 : 𝑥 ∈ 𝑈}对应一个粒结构或粒度空间, 等价

类 [𝑥]𝐴被称为知识粒.

定定定义义义 2 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, ∀𝑋 ⊆ 𝑈 , 𝐴 ⊆
AT, 𝑋关于属性𝐴的下、上近似集分别记为

𝐴(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 : [𝑥]𝐴 ⊆ 𝑋}, (2)

𝐴(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 : [𝑥]𝐴
∩
𝑋 ∕= ∅}. (3)

序偶 ⟨𝐴(𝑋), 𝐴(𝑋)⟩称为𝑋关于𝐴的 Pawlak粗糙集.

由于 Pawlak粗糙集是以单一粒度空间中的知识粒

通过下、上近似的形式表示未知的目标,又称其为单

粒度粗糙集.

1.2 多多多粒粒粒度度度粗粗粗糙糙糙集集集

定定定义义义 3 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 令𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐴𝑚 为AT的𝑚个属性子集. 对于 ∀𝑋 ⊆ 𝑈 ,定义𝑋关

于属性子集𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚的乐观多粒度粗糙集的

下、上近似分别为[1]

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋) ={𝑥 ∈ 𝑈 : [𝑥]𝐴1 ⊆ 𝑋
⋁

[𝑥]𝐴2 ⊆ 𝑋
⋁ ⋅ ⋅ ⋅⋁[𝑥]𝐴𝑚 ⊆ 𝑋}, (4)

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋) = ∼
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(∼ 𝑋), (5)

其中: ∼ 𝑋为𝑋的补集. 序偶〈 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋)
〉

称为𝑋关于属性子集𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚的乐观多粒度

粗糙集.

定定定义义义 4 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 令𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐴𝑚为AT的𝑚个属性子集. 对于 ∀𝑋 ⊆ 𝑈 ,定义𝑋关

于属性子集𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚的悲观多粒度粗糙集的

下、上近似分别为[3]

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋) ={𝑥 ∈ 𝑈 : [𝑥]𝐴1 ⊆ 𝑋
⋀

[𝑥]𝐴2 ⊆ 𝑋
⋀ ⋅ ⋅ ⋅⋀[𝑥]𝐴𝑚 ⊆ 𝑋}, (6)

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋) = ∼
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(∼ 𝑋). (7)

序偶
〈 𝑚∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋)
〉
称为𝑋关于属性子

集𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚的悲观多粒度粗糙集.

1.3 可可可变变变多多多粒粒粒度度度粗粗粗糙糙糙集集集

文献 [5, 10]分析和比较了乐观多粒度和悲观多

粒度粗糙集下近似的决策过程,进而提出了一种可变

多粒度粗糙集数据分析方法,并将乐观多粒度和悲观

多粒度粗糙集统一到可变多粒度粗糙集中.

定定定义义义 5 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩,令𝑨 = {𝐴1, 𝐴2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为AT的𝑚个属性子集族, 对于 0 < 𝛽 ⩽ 1,

∀𝑋 ⊆ 𝑈 , 定义𝑋关于属性子集𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚的𝛽

可变多粒度粗糙集的下、上近似分别为[10]

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 : ∀𝐴𝑖 ∈ 𝑇, [𝑥]𝐴𝑖 ⊆ 𝑋,

其中𝑇 ⊆ A
⋀∣𝑇 ∣/𝑚 ⩾ 𝛽}, (8)

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋) = ∼
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(∼ 𝑋). (9)

序偶
〈 𝑚∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋)
〉
称为𝑋关于属性子

集族𝑨的可变多粒度粗糙集.

定定定理理理 1 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 令𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐴𝑚 为AT的𝑚个属性子集.对于 ∀𝑋 ⊆ 𝑈 , 可变多粒

度粗糙集与乐观和悲观多粒度粗糙集具有如下关

系[10]:
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

1
𝑚

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

1
𝑚

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋);
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𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

1

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

1

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋).

注注注 1 定理 1表明,当 𝛽 = 1/𝑚时,可变多粒度

粗糙集退化为乐观多粒度粗糙集;当𝛽 = 1时,可变多

粒度粗糙集退化为悲观多粒度粗糙集.

2 加加加权权权多多多粒粒粒度度度粗粗粗糙糙糙集集集

在多粒度粗糙集决策理论中, 若乐观多粒度下

近似的决策认为𝑚个粒度空间中任一粒度存在知识

粒 [𝑥]𝐴𝑖与目标概念𝑋保有包含关系, 则𝑥属于𝑋的

下近似;若悲观多粒度下近似的决策认为𝑚个粒度空

间中的所有粒度都存在知识粒 [𝑥]𝐴𝑖与目标概念𝑋保

有包含关系,则𝑥才属于𝑋的下近似; 若可变多粒度

粗糙集下近似的决策认为𝑚个粒度空间中满足一定

数目的粒度存在知识粒 [𝑥]𝐴𝑖与目标概念𝑋保有包含

关系,则𝑥属于𝑋的下近似.

在上述多粒度粗糙集决策过程中,对每个粒度空

间的考察是平等且无差别的,在决策时只考虑了粒度

空间的数量,而没有考虑粒度的质量. 然而,在实际的

应用问题中不是每个粒度空间都是平等的,有的粒空

间重要,起到决定性作用,可以赋予较大的权重;有的

粒空间作用小,可以赋予较小的权重. 例如在风险投

资中, 占主导地位的重要因素决策者会优先考虑,并

在决策过程中赋予较大的权重,参考一些次要的因素

并赋予较小的权重 (粒度权值的分配可根据领域专家

的经验获得,也可通过AHP或Delphi方法得到),最终

综合所有因素给出判决. 为了解决此类问题,下面给

出一种基于加权粒度的多粒度粗糙集.

定定定义义义 6 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1,

𝑨 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为AT的𝑚个属性子集族.

若由𝑨导出的粒空间𝑈/IND(𝐴1), 𝑈/IND(𝐴2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑈/IND(𝐴𝑚)对应的粒度权重为𝛼 = {𝛼𝐴1

, 𝛼𝐴2
, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝛼𝐴𝑚}, 且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1, 则对于 ∀𝑋 ⊆ 𝑈 , 𝑋关于𝑨的

加权多粒度粗糙集的下、上近似定义为
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) =
{
𝑥 ∈ 𝑈 : ∀𝐴𝑖 ∈ 𝑇, [𝑥]𝐴𝑖 ⊆ 𝑋,

其中𝑇 ⊆ 𝑨
⋀ ∣𝑇 ∣∑

𝑗=1

𝛼𝐴𝑗 ⩾ 𝛽
}
, (10)

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) = ∼
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(∼ 𝑋). (11)

序偶
〈 𝑚∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)
〉
称为𝑋关于属性子

集族𝑨的加权多粒度粗糙集. 𝑋的加权多粒度粗糙

集的正域、负域和边界域分别记为

POS𝛼,𝛽𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋), (12)

NEG𝛼,𝛽
𝑚∑

𝑖=1

𝐴𝑖

(𝑋) = 𝑈 −
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋), (13)

BND𝛼,𝛽
𝑚∑

𝑖=1

𝐴𝑖

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)−
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋). (14)

定定定理理理 2 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1,

𝑨 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为AT的𝑚个属性子集族. 由

𝑨导出的一簇粒空间对应分配的粒度权重为𝛼 =

{𝛼𝐴1 , 𝛼𝐴2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐴𝑚}且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1. 若𝛼𝐴1 = 𝛼𝐴2 =

⋅ ⋅ ⋅ = 𝛼𝐴𝑚 = 1/𝑚,则有
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋).

证证证明明明 由定义 6可知, 当𝛼𝐴1 = 𝛼𝐴2 = ⋅ ⋅ ⋅ =

𝛼𝐴𝑚 = 1/𝑚时,有
∣𝑇 ∣∑
𝑗=1

𝛼𝐴𝑗 = ∣𝑇 ∣/𝑚成立,此时加权多

粒度粗糙集下、上近似的定义和可变多粒度粗糙集的

下、上近似定义等价. 2
注注注 2 当𝛼𝐴1

= 𝛼𝐴2
= ⋅ ⋅ ⋅ = 𝛼𝐴𝑚

= 1/𝑚时,

由定理 2易知,加权多粒度粗糙集为可变多粒度粗糙

集;再结合定理 1可知,当𝛽 = 1/𝑚时,加权多粒度粗

糙集便退化为乐观多粒度粗糙集;当 𝛽 = 1时,加权多

粒度粗糙集便退化为悲观多粒度粗糙集.由此可知,

加权多粒度粗糙集是可变多粒度粗糙集、乐观和悲观

多粒度粗糙集的泛化,可变多粒度粗糙集、乐观和悲

观多粒度粗糙集都是加权多粒度粗糙集的特例.

定定定理理理 3 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1,

𝑨 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为AT的𝑚个属性子集族. 若

由𝑨导出的一簇粒空间对应分配的粒度权重为𝛼 =

{𝛼𝐴1 , 𝛼𝐴2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐴𝑚}, 且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1, 则加权多粒度

粗糙集与乐观和悲观多粒度粗糙集相比有如下性质:
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋) ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋) ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋).

由定义 3,定义 4和定义 6易证,故证明过程略.

注注注 3 定理 3表明加权多粒度粗糙集的下近似

介于悲观和乐观多粒度粗糙集的下近似之间,而上近
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似介于乐观和悲观多粒度粗糙集的上近似之间.

定定定理理理 4 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1, 𝑨 =

{𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为AT的𝑚个属性子集族.若由

𝑨导出的一簇粒空间对应分配的粒度权重为𝛼 =

{𝛼𝐴1 , 𝛼𝐴2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐴𝑚}, 且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1, 则加权多粒度

粗糙集有如下的性质:

1)
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) ⊆ 𝑋 ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋);

2)
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑈) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑈) = 𝑈,

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(∅) =

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(∅) = ∅;

3)
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(∼ 𝑋) =∼
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(∼ 𝑋) =∼
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋);

4)

𝑋 ⊆ 𝑌 ⇒
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑌 ),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑌 );

5)
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)
)
=

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)
)
=

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋);

6)

𝛽1 ⩽ 𝛽2 ⇒

⎧⎨⎩

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽1

𝛼

(𝑋) ⊇
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽2

𝛼

(𝑋),

𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽1

𝛼

(𝑋) ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽2

𝛼

(𝑋).

证证证明明明 下面仅证明性质 1,其他证明类似.

1)对于任意𝑥 ∈
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋), ∀𝐴𝑖 ∈ 𝑇 ,有 [𝑥]𝐴𝑖
⊆

𝑋成立. 其中: 𝑇 ⊆ 𝑨,
∣𝑇 ∣∑
𝑗=1

𝛼𝐴𝑗 ⩾ 𝛽. 又因为𝑥 ∈ [𝑥]𝐴𝑖 ,

所以𝑥 ∈ 𝑋 . 因此有
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋) ⊆ 𝑋 .

2) 设𝑥 /∈
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋), 有𝑥 ∈
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(∼ 𝑋)成

立. 其中: 𝑇 ⊆ 𝑨,
∣𝑇 ∣∑
𝑗=1

𝛼𝐴𝑗 ⩾ 𝛽. 那么对于任意𝐴𝑖 ∈ 𝑇 ,

有 [𝑥]𝐴𝑖 ⊆ (∼ 𝑋). 因此𝑥 ∈ (∼ 𝑋), 即𝑥 /∈ 𝑋 , 故有

𝑋 ⊆
𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)成立.

综上可知性质 1成立. 2
注注注 4 定理 4说明了加权多粒度粗糙集的基

本性质.其中: 性质 1表明加权多粒度粗糙集的下近

似、上近似和目标概念之间的包含关系; 性质 2∼性
质 5表明加权多粒度粗糙集的下近似、上近似运算满

足同一律、互补率、单调性和幂等率;性质 6表明加权

多粒度粗糙集的下近似、上近似运算关于阈值 𝛽是单

调的.

3 多多多粒粒粒度度度粗粗粗糙糙糙集集集度度度量量量

从粗糙集近似的角度来看,知识的不确定性是由

边界域的存在而造成的, 边界域越大粗糙程度越大.

本节从粗糙精度、属性依赖度和目标概念的可精确近

似程度等方面来度量加权多粒度粗糙集.

定定定义义义 7 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1,

𝑨 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为AT的𝑚个属性子集族. 由

𝑨导出的一簇粒空间对应分配的粒度权重为𝛼 =

{𝛼𝐴1 , 𝛼𝐴2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐴𝑚},且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1. 对于任意𝑋 ⊆

𝑈(𝑋 ∕= ∅), 𝑋关于属性子集族𝑨的乐观和悲观多粒

度、可变多粒度和加权多粒度粗糙集的粗糙精度因子

定义为

𝛼1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋)
∣∣∣

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋)
∣∣∣
, (15)

𝛼2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋)
∣∣∣

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋)
∣∣∣
, (16)

𝛼3

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋)
∣∣∣

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋)
∣∣∣
, (17)
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𝛼4

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)
∣∣∣

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)
∣∣∣
. (18)

定定定义义义 8 设DIS = ⟨𝑈,𝐶∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1,
𝑨 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为𝐶的𝑚个条件属性子集

族.由𝑨导出的一簇粒空间对应分配的粒度权重为

𝛼 = {𝛼𝐴1 , 𝛼𝐴2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐴𝑚},且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1. 𝑫 = {𝐷1,

𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑟}为由决策属性 𝑑在论域𝑈上导出的划分,
则决策类𝑫由条件属性子集族𝑨确定的粗糙分类能

力, 即对𝑨的属性依赖程度记为 𝛾, 且乐观和悲观多
粒度粗糙集、可变多粒度粗糙集和加权多粒度粗糙集

的依赖度因子分别记为

𝛾1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖,𝑫
)
=

𝑟∑
𝑗=1

{∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷𝑗)
∣∣∣ : 𝐷𝑗 ∈ 𝑫

}
∣𝑈 ∣ ,

(19)

𝛾2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖,𝑫
)
=

𝑟∑
𝑗=1

{∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷𝑗)
∣∣∣ : 𝐷𝑗 ∈ 𝑫

}
∣𝑈 ∣ ,

(20)

𝛾3

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖,𝑫
)
=

𝑟∑
𝑗=1

{∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝐷𝑗)
∣∣∣ : 𝐷𝑗 ∈ 𝑫

}
∣𝑈 ∣ ,

(21)

𝛾4

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖,𝑫
)
=

𝑟∑
𝑗=1

{∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷𝑗)
∣∣∣ : 𝐷𝑗 ∈ 𝑫

}
∣𝑈 ∣ .

(22)

定定定义义义 9 设 IS = ⟨𝑈,AT, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1,
𝑨 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为AT的𝑚个属性子集族. 由
𝑨导出的一簇粒空间对应分配的粒度权重为𝛼 =

{𝛼𝐴1 , 𝛼𝐴2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐴𝑚},且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1. 对于任意𝑋 ⊆

𝑈(𝑋 ∕= ∅), 𝑋在属性子集族𝑨下可被精确近似的程

度记为π, 且乐观和悲观多粒度、可变多粒度和加权
多粒度粗糙集的精确近似的程度因子分别记为

π1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝑋)
∣∣∣/∣𝑋∣, (23)

π2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝑋)
∣∣∣/∣𝑋∣, (24)

π3

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝑋)
∣∣∣/∣𝑋∣, (25)

π4

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
=

∣∣∣ 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝑋)
∣∣∣/∣𝑋∣. (26)

定定定理理理 5 设DIS = ⟨𝑈,𝐶∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 0 < 𝛽 ⩽ 1,

𝑨 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为𝐶的𝑚个条件属性子集

族.由𝑨导出的一簇粒空间对应分配的粒度权重为

𝛼 = {𝛼𝐴1 , 𝛼𝐴2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝐴𝑚}, 且
𝑚∑
𝑖=1

𝛼𝐴𝑖 = 1. 对于任意

𝑋 ⊆ 𝑈(𝑋 ∕= ∅), 𝑋关于条件属性子集族𝑨的加权多

粒度粗糙集的粗糙精度因子、依赖度因子和可精确近

似程度与乐观和悲观多粒度糙集对应的度量因子有

如下的关系成立:

𝛼2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛼4

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛼1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
,

(27)

𝛼2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛼3

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛼1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
,

(28)

𝛾2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛾4

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛾1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
,

(29)

𝛾2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛾3

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛾1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
,

(30)

π2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ π4

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ π1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
,

(31)

π2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ π3

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ π1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
.

(32)

证证证明明明 由定理 4和定义 7易知

𝛼2

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛼4

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)
⩽ 𝛼1

( 𝑚∑
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝑋
)

成立, 所以式 (27)成立. 同理可以证明其他关系也成

立. 2
注注注 5 定理 6表明: 加权多粒度粗糙集的 3种

度量因子介于悲观多粒度粗糙集和乐观多粒度粗糙

集的 3种度量因子之间; 可变多粒度粗糙集的 3种度

量因子也介于悲观多粒度粗糙集和乐观多粒度粗糙

集的 3种度量因子之间; 加权多粒度粗糙集的 3种度

量因子和可变多粒度粗糙集的 3种度量因子之间没

有严格的大小关系.

4 实实实例例例分分分析析析

表 1为一个关于风险投资的决策信息系统实例.

下面分别采用加权多粒度粗糙集决策分析方法、乐

观和悲观多粒度粗糙集和可变多粒度粗糙集的决
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策分析方法进行分析和比较.其中: 论域𝑈 = {𝑥1,

𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9}表示待决策的风险投资项
目; 𝐶 = {Locus,Population density,Transportation,

Investment} = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4}为条件属性集, 条件属

性的取值表示不同领域专家对风险投资项目所处的

位置、人口密度、交通情况和投资额度给出的评价;

𝑑为决策属性,其取值表示该项目是否可以得到风险

投资等.

表 1 风险投资决策信息系统表

𝑈 𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑑

𝑥1 Common Big Good High Yes

𝑥2 Bad Small Bad Low No

𝑥3 Bad Big Good High Yes

𝑥4 Bad Medium Common Low No

𝑥5 Good Medium Common High Yes

𝑥6 Bad Medium Common Medium No

𝑥7 Bad Big Bad Medium Yes

𝑥8 Bad Small Common Medium No

𝑥9 Bad Big Good Medium Yes

设决策信息系统的条件属性子集族𝑨 = {𝐴1,

𝐴2, 𝐴3, 𝐴4} = {{𝑎1}, {𝑎2}, {𝑎3}, {𝑎4}}, 根据专家的

经验对位置、人口密度、交通情况和投资额度 4种

属性对应的粒度权值分配𝛼 = {0.1, 0.4, 0.3, 0.2}, 阈

值𝛽 = 0.6.

Step 1: 根据条件属性子集族𝑨,计算每个领域专

家的知识粒度空间如下:

𝑈/IND(𝐴1)={{𝑥1}, {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9}, {𝑥5}},
𝑈/IND(𝐴2)={{𝑥1, 𝑥3, 𝑥7, 𝑥9}, {𝑥2, 𝑥8}, {𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}},
𝑈/IND(𝐴3)={{𝑥1, 𝑥3, 𝑥9}, {𝑥2, 𝑥7}, {𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}},
𝑈/IND(𝐴4)={{𝑥1, 𝑥3, 𝑥5}, {𝑥2, 𝑥4}, {𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9}}.

Step 2: 由决策属性 𝑑计算决策类如下:

𝑈/IND({𝑑}) = {𝐷1, 𝐷2} =

{{𝑥2, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥8}, {𝑥1, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥7, 𝑥9}}.
Step 3: 根据定义 3∼定义 6, 分别可计算出决策

类的乐观和悲观多粒度粗糙集,可变多粒度粗糙集和

加权多粒度粗糙集的下近似和上近似如下:

1)决策类𝐷1的下近似为

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷1) = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥8},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷1) = ∅,

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝐷1) = ∅,

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷1) = {𝑥2};

2)决策类𝐷2的下近似为

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷2) = {𝑥1, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥7, 𝑥9},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑝

(𝐷2) = {𝑥1},
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝐷2) = {𝑥1, 𝑥3},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷2) = {𝑥1, 𝑥3, 𝑥9};

3)同理,可计算决策类𝐷1的上近似为

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷1) = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥8},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷1) = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝐷1) = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷1) = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8};

4)决策类𝐷2的上近似为

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷2) = {𝑥1, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥9},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷2) = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

(𝐷2) = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9},

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷2) = {𝑥1, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9}.

由计算结果 1)和 2)易知下式成立:
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷1) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷1) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷1),

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷2) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷2) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷2).

由计算结果 3)和 4)易知下式成立:
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷1) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷1) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷1),

4∑
𝑖=1

𝐴𝑖

𝑂

(𝐷2) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝛽

𝛼

(𝐷2) ⊆
4∑

𝑖=1

𝐴𝑖

𝑃

(𝐷2).

这个结果验证了定理 4的正确性.

注注注 6 针对风险投资项目𝑥9, 在专家𝐴1的

知识空间中有知识粒 [𝑥9]𝐴1 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥6, 𝑥7,

𝑥8, 𝑥9} ⊈ 𝐷2成立; 专家𝐴2有知识粒 [𝑥9]𝐴2 = {𝑥1,

𝑥3, 𝑥7, 𝑥9} ⊆ 𝐷2成立; 专家𝐴3有知识粒 [𝑥9]𝐴3 =
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{𝑥1, 𝑥3, 𝑥9} ⊆ 𝐷2成立; 专家𝐴4有知识粒 [𝑥9]𝐴4 =

{𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9} ⊈ 𝐷2成立. 在这 4个专家的知识粒度

空间中有 2个粒度空间满足知识粒与目标概念之间

的包含关系.由定义可知: 1)乐观多粒度下近似决策

要求存在一个粒度满足知识粒与目标概念保有包含

关系, 因此𝑥9是𝐷2的乐观多粒度下近似; 2) 悲观多

粒度下近似决策要求所有粒度都满足知识粒与目标

概念保有包含关系,因此𝑥9不是𝐷2的悲观多粒度下

近似; 3)可变多粒度下近似决策要求满足一定数目的

粒度空间 (0.5 < 𝛽 = 0.6)存在知识粒与目标概念保有

包含关系, 因此𝑥9也不是𝐷2的可变粒度下近似; 4)

加权多粒度粗糙集的下近似决策认为满足一定数目

的加权粒度空间 ((𝛼𝐴2 + 𝛼𝐴3) = 0.7 > (𝛽 = 0.6))存

在知识粒与目标概念保有包含关系,因此𝑥9是𝐷2的

加权多粒度下近似.

由上述分析可知, 本例中的风险投资项目𝑥9虽

然在 4个粒度下只有两个粒度给予好评,但这两个粒

度起的作用比较大 (人口密度权重为 0.4,交通情况权

值为 0.3),综合起来权值达到了 0.7 > 𝛽 = 0.6,按照决

策规则本文认为该项目是可获得风险投资的. 因此,

加权多粒度粗糙集的数据分析方法更具有实际意义,

它在决策过程中不仅考虑了满足包含关系的粒度空

间的数量,而且还考虑了满足条件的粒度空间的质量.

5 结结结 论论论

将粗糙集理论用于知识获取、决策支持系统是

粗糙集理论和应用研究的热点和难点问题.本文对现

有多粒度粗糙集模型进行改进,提出了一种加权多粒

度粗糙集决策分析方法,丰富和发展了多粒度粗糙集

理论.该方法可应用于多领域专家的决策分析等应用

问题.接下来将进一步研究加权多粒度粗糙集中决策

规则获取和约简、粒度权值的分配,以及加权多粒度

粗糙集的应用等问题.
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