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摘 要: 针对钢铁热轧生产操作优化问题,建立热轧操作优化模型. 该模型的难点是,模型具有高度非线性的特征,

难以获得最优解. 考虑模型数学表达式的结构特点,将操作优化模型等价转化为超越几何规划模型,由于获得的模型

存在对数项,无法直接有效求解,利用模型的结构特点,通过数学变换和理论分析,转化为凸规划模型,从而利用凸规

划软件获得最优解,为操作优化问题获得全局最优解提供一种新方法.
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Abstract: A mathematic model is built for the operation optimization problem of hot rolling. It is difficult to get

global optimization for the operation optimization problem that has highly nonlinear characteristic. Considering the

structural characteristics of the mathematic model, the operation optimization model is turned into a transcendental

geometric programming model. The transcendental geometric programming model which is transformed from the operation

optimization model of hot rolling cannot get the global optimization directly because the model has logarithmic terms. Based

on the model structural, some theoretical analysis and mathematical transformation are given, which can help the operation

optimization model of hot rolling transform into a convex programming model. Convex programming software can be used

to solve the convex programming model.
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0 引引引 言言言

在流程工业中, 操作优化主要通过寻找最佳的

工艺参数设定值以获得最大的经济效益,在钢铁企业

轧制生产中操作优化也称为负荷分配.在热轧精轧生

产过程中,板坯在热轧精轧机组上轧制,发生形变,厚

度逐步减少, 最后达到带钢尺寸,这一轧制过程都是

按照事前设定好的参数进行轧制的, 即根据来料的

信息、成品信息和设备信息计算轧制的策略,确定各

机架的出口厚度、轧制力、轧制力矩等各个控制参数,

使最后的产品尺寸精度和性能满足客户要求. 合理的

负荷分配能够更容易地控制热轧机组,从而达到更好

的控制效果,所以, 研究钢铁热轧的操作优化问题具

有现实意义[1].

在研究热轧操作优化问题时,需要考虑的限制条

件有电机的容量限制、工艺条件限制、板形限制和速

度限制等, 这些因素往往是相互耦合的, 关系十分复

杂. 热轧操作优化问题是一个多变量、强藕合、高度

非线性问题,所用到的数学模型较为复杂, 利用一般

的最优化方法求解速度较慢. 许多学者也对操作优化

问题进行了研究,如李维刚等[2]提出了CLAD算法解

决热连轧精轧机组负荷分配的在线优化设定;胡长斌

等[3]提出了一种具有柔性框架结构的改进型复杂过

程全局优化算法实现热连轧精轧机组负荷分配的优

化设定. 但是,他们都不是用最优化的算法求解操作
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优化问题,得到的解可能不是全局最优解, 只是近似

解. 因此,需要寻求一种求解问题最优解的方法.几何

规划通过简单的指数变化可以变为凸规划,直接判断

问题具有全局最优解, 但是, 一般情况下许多问题不

能直接化成几何规划,操作优化问题也只能转化成超

越几何规划 (TGP).这是一种特殊的数学规划,由于超

越几何规划本身存在对数项,不能像几何规划那样通

过 e变换将问题变成凸规划, 因此, 利用一系列的数

学变换和理论分析,将基于超越几何规划的操作优化

问题转化为凸规划问题.

本文针对钢铁热轧生产操作优化问题,建立以最

小化等相对功率富余量、等轧制力和板形良好为目标

的考虑多种影响因素的热轧操作优化模型. 从理论上

将操作优化模型等价转化为超越几何规划模型,针对

其对数项,通过数学变换和理论分析,转化为凸规划

模型, 从而利用凸规划软件获得最优解, 为操作优化

问题获得全局最优解提供一种新方法.

1 超超超越越越几几几何何何规规规划划划

几何规划是数学规划理论中一个年轻的分支,十

几年来几何规划发展很快,并且在工程优化设计中得

到了广泛应用[4]. 几何规划问题 (GP)本身不是凸规划

问题,但是可以通过 e变换转化为凸规划问题.

假设𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛是𝑛个大于 0的变量,且 𝑐𝑖 >

0, 𝛼𝑗𝑖 ∈ 𝑅,称 𝑓(𝑥) =

𝑁∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑥
𝛼𝑗1

1 𝑥
𝛼𝑗2

2 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝛼𝑗𝑛
𝑛 为正多项

式函数. 若𝑛 = 1,则称 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥𝛼1
1 𝑥𝛼2

2 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝛼𝑚
𝑛 为单项

式函数. 标准几何规划的形式为

min 𝑓0(𝑥).

s.t. 𝑓𝑚(𝑥) ⩽ 1, 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ;

𝑔𝑘(𝑥) = 1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾.

其中: 𝑓0(𝑥)、𝑓𝑚(𝑥)为正多项式, 𝑔𝑘(𝑥)为单项式.

几何规划是一种特殊的数学规划问题,其目标函

数和约束函数有特殊形式,大量实际问题均可等价转

化为几何规划问题.在生产过程中, 经常出现函数的

变量中含有对数变量的情况,这是几何规划的一种广

义形式, 这种形式给寻找全局最优解增加了难度.称

这种几何规划为超越几何规划 (TGP),形式如下:

min 𝑓0(𝑋).

s.t. 𝑓𝑚(𝑥) ⩽ 1, 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ;

𝑓𝑚(𝑥)

𝑆∏
𝑠=1

𝑒𝛽𝑠𝑥𝑠 ⩽ 1, 𝑚 = 𝑀 + 1,𝑀 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅;

𝑔𝑘(𝑥) = 1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾.

一些学者对超越几何规划进行了研究. lupt𝑎́𝑐ik[5]

介绍了超越几何规划的定义和应用; Intriligator[6]研究

了带有指数项和对数项的超越几何规划的优化问题;

Lidor等[7]提出了利用对偶原理将正项几何规划应用

到超越几何规划的思想.超越几何规划不同于一般的

非线性规划,从模型上说,非线性规划模型很简单,因

为其目标函数和约束函数都是任意的一个非线性函

数. 相反,超越几何规划模型较为复杂,因为不管目标

函数还是约束函数都有一定的限制.然而, 求解超越

几何规划比非线性规划容易,因为求解非线性规划问

题时,可能找不到全局最优解,这时,通常会利用局部

解代替全局最优解. 求解超越几何规划时,可以利用

变化的技巧, 将问题转化为凸规划问题,利用凸规划

软件获得最优解.

2 基基基于于于超超超越越越几几几何何何规规规划划划的的的操操操作作作优优优化化化问问问题题题

2.1 相相相关关关数数数学学学模模模型型型[8]

2.1.1 轧轧轧制制制力力力数数数学学学模模模型型型

轧制力是轧钢生产中最为重要的一个工艺参数,

其计算的基本公式采用西姆斯公式,计算如下:

𝑃𝑖 = 𝐵𝑄𝑖𝑝𝐾𝑖𝑙
′
𝑖𝑐. (1)

其中: 𝑃𝑖为第 𝑖机架的轧制力; 𝐵为轧件轧制前后平

均厚度; 𝑙
′
𝑖𝑐 =

√
𝑅

′
𝑖Δℎ𝑖为轧辊压扁后变形区接触弧

长, 𝑅′
𝑖 = 𝑅𝑖(𝑎1 + 𝑎2𝑃𝑖/𝐵Δℎ𝑖), 𝑅𝑖为轧辊半径, Δℎ𝑖 =

ℎ𝑖−1−ℎ𝑖为压下量, 𝑎1和 𝑎2为正实数; 𝑄𝑖𝑝=𝑎3+𝑎4𝑙𝑖𝑐/

ℎ𝑖𝑐为应力状态影响系数, 𝑙𝑖𝑐 =
√
𝑅𝑖Δℎ𝑖为接触弧水

平投影长度, ℎ𝑖𝑐 = (ℎ𝑖−1 + ℎ𝑖)/2为平均厚度, 𝑎3 > 0,

𝑎4 > 0; 𝐾 = 𝑎5𝜎为平面变形下的变形阻力系数, 𝑎5
为正实数, 𝜎 = exp(𝐾

′
+𝐴𝑇 )𝑢𝑎6𝑟𝑎7为变形抗力, 𝐾

′
、

𝐴、𝑎5、𝑎6、𝑎7为常数, 𝑇𝑖=(𝑡𝑖+273)/1 000为轧制温度,

𝑡𝑖为各个机架的轧制温度, 可由温度模型求得, 采用

的温度模型与来料温度、厚度等有关,与压下量和出

口厚度无关,因此作为常数看待, 𝑢为真正变形程度.

2.1.2 轧轧轧制制制力力力矩矩矩模模模型型型

水平辊的轧制力矩是计算轧机轧制功率的重要

依据,计算公式为

𝑀𝑖 = 𝑎8𝑃𝑖𝜙𝑙
′
𝑖𝑐. (2)

其中: 𝑀𝑖为第 𝑖个机架的轧制力矩, 𝜙为力臂系数, 𝑎8
为大于 0的实数.

2.1.3 功功功率率率模模模型型型

热连轧精轧过程电动机的轧制功率模型为

𝑁𝑖 = 𝑎9𝑣𝑖/𝑅𝑖𝑀𝑖, (3)

其中 𝑎9为大于 0的实数.

2.2 热热热轧轧轧操操操作作作优优优化化化问问问题题题的的的目目目标标标函函函数数数及及及约约约束束束条条条件件件

在钢铁热轧精轧生产中,对于某产品的轧制规程

并不是唯一的,按照经验分配压下量而得到的轧制规

程虽然可行, 但是解并不是最优的, 而且缺乏理论依



第 4期 陈 丽等: 基于超越几何规划的热轧操作优化问题 705

据, 要实现最优的分配各个机架的负荷,必须建立确

定的目标函数.

以最小化等相对功率富余量、等轧制力和板形

良好作为目标函数[9], 为了计算方便, 利用线性加权

表示多目标函数,有

minℎ(𝑠) =

𝜆𝑁

𝑛∑
𝑖=1

(𝑁𝑖 − 𝜆𝑁𝑖max)
2 + 𝜆𝑃

𝑛∑
𝑖=1

(𝑃𝑖 − 𝛾𝑃𝑖max)
2+

𝜆𝑏

𝑛∑
𝑖=1

(𝑃𝑖 − 𝑃𝑏𝑖)
2. (4)

其中: 𝑁𝑖max和𝑃𝑖max分别为第 𝑖机架允许的最大轧

制功率和最大轧制力; 𝑃𝑏𝑖为第 𝑖机架板形条件所要求

的轧制力值; 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝜆𝑁、𝜆𝑃、𝜆𝑏为加权系数,

𝜆𝑁 > 0, 𝜆𝑃 > 0, 𝜆𝑏 > 0,且𝜆𝑁 + 𝜆𝑃 + 𝜆𝑏 = 1; 𝜆为精

轧机组电机功率的负荷系数, 𝜆 > 0; 𝛾为精轧机组轧

制力的负荷系数, 𝛾 > 0.

约束函数为

𝑁𝑖 < 𝑁𝑖max, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (5)

𝑀𝑖 < 𝑀𝑖max, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (6)

𝑃𝑖 < 𝑃𝑖max, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (7)

ℎ𝑖 < ℎ𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (8)

Δℎ𝑖min ⩽ Δℎ𝑖 ⩽ Δℎ𝑖max, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (9)

其中Δℎ𝑖min和Δℎ𝑖max分别为第 𝑖道次板形良好的

最小压下量和最大压下量. 约束 (5)、(6)、(7)表示各机

架的轧制功率、轧制力矩、轧制力分别不超过最大轧

制功率、最大轧制力矩和最大轧制力. 约束 (8)表示各

机架的出口厚度一定要小于等于入口厚度. 约束 (9)

表示各机架的压下量要在一定的范围内.

2.3 热热热轧轧轧操操操作作作优优优化化化模模模型型型转转转化化化为为为标标标准准准的的的TGP

操作优化问题的变量很多,但是,通过各模型,最

终可归结为决策各个机架的入口厚度ℎ𝑖−1和出口厚

度ℎ𝑖.从轧制力模型中可以看出,轧制力𝑃 的计算公

式和压扁后的接触弧长 𝑙
′
𝑖𝑐的计算公式相互关联, 需

要连解才能求出𝑃𝑖. 利用求根公式计算得到轧制力为

𝑃𝑖 =

0.5𝑎2𝑅𝑖𝐵𝑄2
𝑖𝑝𝐾

2
𝑖 + 0.5×√

𝑎22𝑅
2
𝑖𝐵

2𝑄4
𝑖𝑝𝐾

4
𝑖 + 4𝑎1𝑅𝑖𝐵𝑄2

𝑖𝑝𝐾
2
𝑖 (ℎ𝑖−1 − ℎ𝑖), (10)

其中 𝑎1、𝑎2、𝑅𝑖、𝐵都为已知的、与决策变量ℎ𝑖无关

的正实数.

令

𝑥1,𝑖 = ℎ𝑖−1, 𝑥2,𝑖 = ℎ𝑖, 𝑥3,𝑖 = Δℎ𝑖,

𝑥4,𝑖 = 𝑁𝑖 − 𝜆𝑁𝑖max, 𝑥5,𝑖 = 𝑃𝑖 − 𝛾𝑃𝑖max,

𝑥6,𝑖 = 𝑃𝑖 − 𝑃𝑏𝑖,

𝑥7,𝑖 = 𝑎3 + 𝑎4
√

𝑅𝑖Δℎ0.5
𝑖 (ℎ𝑖−1 + ℎ𝑖)

−1,

𝑥8,𝑖 = 𝑏1[ln(ℎ𝑖−1ℎ
−1
𝑖 )]𝑎9+𝑎10ℎ−𝑎10

𝑖 ,

𝑥9,𝑖 = 𝑐3𝑥
4
7,𝑖𝑥

4
8,𝑖 + 𝑐4𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥3,𝑖,

𝑥10,𝑖 = 𝑎1𝑅𝑖𝑥3,𝑖 + 𝑐2𝑐6𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖+

0.5𝑐6

√
𝑐3𝑥4

7,𝑖𝑥
4
8,𝑖 + 𝑐4𝑥2

7,𝑖𝑥
2
8,𝑖𝑥

2
3,𝑖,

𝑥11,𝑖 = 𝑥4,𝑖 + 𝜆𝑁𝑖max, 𝑥12,𝑖 = 𝑥5,𝑖 + 𝛾𝑃𝑖max,

𝑥13,𝑖 = 𝑥6,𝑖 + 𝑃𝑏𝑖, 𝑥14,𝑖 = 𝑥1,𝑖 + 𝑥2,𝑖,

则问题转化为

TPG1 :

minℎ(𝑠)=𝜆𝑁

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
4,𝑖+𝜆𝑃

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
5,𝑖+𝜆𝑏

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
6,𝑖. (11a)

s.t. 𝑐1𝑐2𝑁
−1
𝑖max𝑥

−1
2,𝑖𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖+

0.5𝑐1𝑁
−1
𝑖max𝑥

−1
2,𝑖𝑥

0.5
9,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖 < 1; (11b)

𝑐2𝑐5𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖 + 0.5𝑐5𝑥

0.5
9,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖 < 1; (11c)

𝑐2
𝑃𝑖max

𝑥2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖 +

0.5

𝑃𝑖max
𝑥0.5
9,𝑖 < 1; (11d)

𝑥−1
1,𝑖𝑥2,𝑖 < 1; (11e)

Δℎ−1
𝑖max𝑥3,𝑖 ⩽ 1; (11f)

Δℎ𝑖min𝑥
−1
3,𝑖 ⩽ 1; (11g)

𝑥1,𝑖 ⩽ 𝑥2,𝑖 + 𝑥3,𝑖; (11h)

𝑐1𝑐2𝑥
−1
2,𝑖𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖𝑥

−1
11,𝑖+

0.5𝑐1𝑥
−1
2,𝑖𝑥

0.5
9,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖𝑥

−1
11,𝑖 ⩽ 1; (11i)

𝑐2𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
12,𝑖 + 0.5𝑥0.5

9,𝑖𝑥
−1
12,𝑖 ⩽ 1; (11j)

𝑐2𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
13,𝑖 + 0.5𝑥0.5

9,𝑖𝑥
−1
13,𝑖 ⩽ 1; (11k)

𝑎3𝑥
−1
7,𝑖 + 𝑎4

√
𝑅𝑖𝑥

0.5
3,𝑖𝑥

−1
7,𝑖𝑥

−1
14,𝑖 ⩽ 1; (11l)

𝑏1[ln(𝑥1,𝑖𝑥
−1
2,𝑖 )]

𝑎9+𝑎10𝑥−𝑎10

2,𝑖 𝑥−1
8,𝑖 ⩽ 1; (11m)

𝑐3𝑥
4
7,𝑖𝑥

4
8,𝑖𝑥

−1
9,𝑖 + 𝑐4𝑥3,𝑖𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
9,𝑖 ⩽ 1; (11n)

𝑎1𝑅𝑖𝑥3,𝑖𝑥
−1
10,𝑖 + 𝑐2𝑐6𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
10,𝑖+

0.5𝑐6𝑥
0.5
9,𝑖𝑥

−1
10,𝑖 ⩽ 1; (11o)

𝑥11,𝑖 ⩽ 𝑥4,𝑖 + 𝜆𝑁𝑖max; (11p)

𝑥12,𝑖 ⩽ 𝑥5,𝑖 + 𝛾𝑃𝑖max; (11q)

𝑥13,𝑖 ⩽ 𝑥6,𝑖 + 𝑃𝑏𝑖; (11r)

𝑥14,𝑖 ⩽ 𝑥1,𝑖 + 𝑥2,𝑖; (11s)

𝑥𝑗,𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 14; (11t)

𝜆𝑁 > 0, 𝜆𝑃 > 0, 𝜆𝑏 > 0, 𝜆𝑁 + 𝜆𝑃 + 𝜆𝑏 = 1.

(11u)

其中

𝑐1 = 𝑎17𝑎16𝑣𝑛ℎ𝑛𝜙/𝑅𝑖, 𝑐2 = 0.5𝑎2𝑅𝑖𝐵,

𝑐3 = 𝑎22𝑅
2
𝑖𝐵

2, 𝑐4 = 4𝑎1𝑅𝑖𝐵
2,
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𝑐5 = 𝑎16𝜙/𝑀𝑖max, 𝑐6 = 𝑎2𝑅𝑖/𝐵,

且 𝑐𝑖、𝑎𝑖、𝑏1、𝐵、𝑅𝑖、𝜙、𝑁𝑖max、𝑃𝑖max、𝑀𝑖max、𝑃𝑖𝑏、𝜆、

𝛾皆为大于零的常数. 这样, 除约束 (11h)、(11p)∼
(11s)外,模型其他的约束均可转化为标准型.

引理 1 若𝑥𝑖 > 0, 𝜔𝑖 > 0,
𝑛∑

𝑖=1

𝜔𝑖 = 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛,

则
𝑛∏

𝑖=1

(𝑥𝑖

𝜔𝑖

)𝜔𝑖

⩽
𝑛∑

𝑖=1

𝑥𝑖, 等号当且仅当𝑥1 = 𝑥2 = ⋅ ⋅ ⋅

= 𝑥𝑛成立.

证证证明明明 由于 d2(ln𝑢)/d𝑥2 = −1/𝑢2 < 0, 在开区

间 (0,+∞)上 ln𝑢是严格凹函数, 从而有
𝑛∑

𝑖=1

𝜔𝑖 ln𝑢𝑖

⩽ ln
( 𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑢𝑖

)
,即

𝑛∏
𝑖=1

𝑥𝜔𝑖

𝑖 ⩽
𝑛∑

𝑖=1

𝜔𝑖𝑥𝑖,等号当且仅当

𝑥1 = 𝑥2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑥𝑛成立.

令𝑥𝑖 =
𝑏𝑖
𝜔𝑖

,进而得到
𝑛∏

𝑖=1

( 𝑏𝑖
𝜔𝑖

)𝜔𝑖

⩽
𝑛∑

𝑖=1

𝑏𝑖. □

引理 2[10] 若𝑢𝑖 > 0, 𝜔𝑖 > 0,
𝑛∑

𝑖=1

𝜔𝑖 = 1,
𝑛∑

𝑖=1

𝑢𝑖

⩾ 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛,则有
𝑛∏

𝑖=1

(𝑢𝑖

𝜔𝑖

)−𝜔𝑖

⩽ 1.

由引理 2,约束 (11h)、(11p)、(11q)、(11r)、(11s)可

以转化为标准的超越几何规划的约束,因此TGP1问

题可以简化为

min ℎ(𝑠) = 𝜆𝑁

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
4,𝑖 + 𝜆𝑃

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
5,𝑖 + 𝜆𝑏

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
6,𝑖;

s.t. 𝑏1[ln(𝑥1,𝑖𝑥
−1
2,𝑖 )]

𝑎9+𝑎10𝑥−𝑎10

2,𝑖 𝑥−1
8,𝑖 ⩽ 1,

𝑛∑
𝑖=1

𝐶𝑖

𝑚∏
𝑗=1

𝑥
𝑎𝑖𝑗

𝑗𝑖 ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

由于中间的变换均为等价变换,与原问题等价.

3 基基基于于于超超超越越越几几几何何何规规规划划划的的的操操操作作作优优优化化化问问问题题题的的的全全全
局局局优优优化化化理理理论论论分分分析析析

热轧操作优化问题是一个非线性的强耦合复杂

问题,不能直接判断其凹凸性, 从而不易找到全局最

优解. 由于模型中存在对数,可以将问题转化为超越

几何规划问题,从而研究问题的全局最优解.

引理 3 对于任意实数 𝑎𝑖和𝑥, 𝑓(𝑥) = e

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖

为凸函数.

证证证明明明 由于
d2

d𝑥2
e𝑥 = e𝑥 > 0, e𝑥为凸函数, 有

e𝜆𝑥+(1−𝜆)𝑥 ⩽ 𝜆e𝑥 + (1− 𝜆)e𝑥. 且有

𝑓(𝜆𝑥1𝑖 + (1− 𝜆)𝑥2𝑖) = e

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖(𝜆𝑥1𝑖+(1−𝜆)𝑥2𝑖)
=

e

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝜆𝑥1𝑖+
𝑛∑

𝑖=1

𝑎𝑖(1−𝜆)𝑥2𝑖

= e
𝜆

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥1𝑖+(1−𝜆)
𝑛∑

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥2𝑖 ⩽

𝜆e

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥1𝑖

+(1− 𝜆)e

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥2𝑖

=𝜆𝑓(𝑥) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥). □

引理 4[11] 设函数 𝑓在开凸集𝑅𝑛上为二阶连续

可微,则 𝑓为凸函数的充要条件是对于任意的𝑥 ∈ 𝑅,

𝑓的Hesse矩阵∇2𝑓(𝑥)均为半正定.

引理 5 对于任意 𝑎 < 0, 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0, 𝑓(𝑥) =

𝑥𝑎
1e

−𝑥2为凸函数.

证证证明明明 𝑥𝑎
1和 e−𝑥2皆为基本的初等函数, 它们在

定义域内是连续的, 因为连续函数通过有限次四则

运算和有限次复合后所得到的函数仍连续,所以函数

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎
1e

−𝑥2在其定义域上是连续函数. 且 𝑎 < 0,

𝑓(𝑥)存在二阶导数, 在其定义域上是二阶连续可微

的,其Hesse矩阵为

∇2𝑓(𝑥) =

⎡⎢⎢⎣
∂2𝑓

∂𝑥2
1

∂2𝑓

∂𝑥1∂𝑥2

∂2𝑓

∂𝑥1∂𝑥2

∂2𝑓

∂𝑥2
2

⎤⎥⎥⎦ =

[
𝑎(𝑎− 1)𝑥𝑎−2

1 e−𝑥2 −𝑎𝑥𝑎−1
1 e−𝑥2

−𝑎𝑥𝑎−1
1 e−𝑥2 𝑥𝑎

1e
−𝑥2

]
.

由于 𝑎 < 0, 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0, 一阶顺序主子式为

𝑎(𝑎− 1)𝑥𝑎−2
1 e−𝑥2 ⩾ 0. 二阶顺序主子式为[
𝑎(𝑎− 1)𝑥𝑎−2

1 e−𝑥2 −𝑎𝑥𝑎−1
1 e−𝑥2

−𝑎𝑥𝑎−1
1 e−𝑥2 𝑥𝑎

1e
−𝑥2

]
=

𝑎(𝑎− 1)𝑥2𝑎−2
1 e−2𝑥2 − 𝑎2𝑥2𝑎−2

1 e−2𝑥2 =

𝑎𝑥2𝑎−2
1 e−2𝑥2 > 0.

因此 𝑓(𝑥)的Hesse矩阵是正定的,由引理 2可知,函数

𝑓(𝑥)为凸函数. □

引理 6 对于任意 𝑎 > 0, 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0, 𝑓(𝑥) =

𝑥𝑎
1e

−𝑥2为凸函数.

证证证明明明 令 𝑦 = 𝑥−1,有 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎
1e

−𝑥2 = 𝑦−𝑎e−𝑥2 .

令−𝑎 = 𝑏, 有 𝑏 < 0, 𝑓(𝑥) = 𝑦𝑏e−𝑥2 . 增加等价约束

𝑥−1 ⩾ 𝑦,即𝑥𝑦 ⩽ 1,利用𝑥 = e𝑡, 𝑦 = e𝑤可知,增加的

等价约束也为凸函数. 由引理 5可知, 𝑓(𝑥) = 𝑦𝑏e−𝑥2

为凸函数,因此 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎
1e

−𝑥2可化为凸函数. □

定理 1 热轧操作优化问题可以转化为凸规划

问题.

证证证明明明 由第 2.3节可知,热轧操作优化问题可转

化为标准的TGP问题,简化形式如下:

min ℎ(𝑠) = 𝜆𝑁

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
4,𝑖 + 𝜆𝑃

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
5,𝑖 + 𝜆𝑏

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
6,𝑖;

s.t.

𝑛∑
𝑖=1

𝐶𝑖

𝑚∏
𝑗=1

𝑥
𝑎𝑖𝑗

𝑗𝑖 ⩽ 1,

𝑏1[ln(𝑥1,𝑖𝑥
−1
2,𝑖 )]

𝑎9+𝑎10𝑥−𝑎10

2,𝑖 𝑥−1
8,𝑖 ⩽ 1.

令𝑥𝑗𝑖 = e𝑦𝑗𝑖 , 𝑦1,𝑖 − 𝑦2,𝑖 = 𝑥15,𝑖,问题可化为

TGP2 :
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min ℎ(𝑠) = 𝜆𝑁

𝑛∑
𝑖=1

e2𝑦4,𝑖 + 𝜆𝑃

𝑛∑
𝑖=1

e2𝑦5,𝑖 + 𝜆𝑏

𝑛∑
𝑖=1

e2𝑦6,𝑖 ;

s.t. 𝑏1(𝑥15,𝑖)
𝑎9+𝑎10e−𝑎10𝑥2,𝑖−𝑥8,𝑖 ⩽ 1,

𝑛∑
𝑖=1

𝐶𝑖e

𝑚∑
𝑗=1

𝑎𝑗,𝑖𝑦𝑗,𝑖

⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

由引理 3、引理 5和引理 6可知,目标函数和约束皆为

凸函数,问题TGP2为凸规划问题,因此热轧操作优化

问题是凸规划问题. □

将热轧操作优化问题转化为凸规划问题,其任一

局部极小点即为全局极小点,可采用凸规划软件获得

全局最优解.

4 计计计算算算实实实例例例

为了验证所提出方法的可行性, 以 7机架热轧

精轧生产线为例进行分析.带钢宽度为 1 535 mm, 来

料厚度为 36.7 mm, 成品厚度为 5.7 mm, 粗轧出口温

度为 1 067∘C, 精轧出口温度为 891 ∘C, 目标凸度为

0.016.其他参数直接代入模型中,计算出中间的温度

为 𝑡1 = 1009∘C, 𝑡2 = 991∘C, 𝑡3 = 976∘C, 𝑡4 = 959∘C,

𝑡5 = 943∘C, 𝑡6 = 928∘C, 𝑡7 = 913∘C.计算轧制力时需

要的温度为

𝑇𝑖 = 𝑡𝑖 + 273/1 000, 𝑇1 = 1.282, 𝑇2 = 1.264,

𝑇3 = 1.249, 𝑇4 = 1.232, 𝑇5 = 1.216,

𝑇6 = 1.201, 𝑇7 = 1.186.

令

𝑥1,𝑖 = ℎ𝑖−1, 𝑥2,𝑖 = ℎ𝑖, 𝑥3,𝑖 = Δℎ𝑖 = ℎ𝑖−1 − ℎ𝑖,

𝑥4,𝑖 = 𝑁𝑖 − 𝜆𝑁𝑖max, 𝑥5,𝑖 = 𝑃𝑖 − 𝛾𝑃𝑖max,

𝑥6,𝑖 = 𝑃𝑖 − 𝑃𝑏𝑖,

𝑥7,𝑖 = 0.785 + 0.25
√

𝑅𝑖Δℎ0.5
𝑖 (ℎ𝑖−1 + ℎ𝑖)

−1,

𝑥8,𝑖 = 1.15 exp(6.949 2− 3.348 5𝑇 )×
[ln(ℎ𝑖−1ℎ

−1
𝑖 )]−0.081−3.348 5𝑇ℎ−0.283 4

𝑖 ,

𝑥9,𝑖 = 𝑓3𝑥
4
7,𝑖𝑥

4
8,𝑖 + 𝑓4𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥3,𝑖,

𝑥10,𝑖 = 𝑅𝑖𝑥3,𝑖 + 𝑓9𝑐6𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖+

𝑓6

√
𝑓3𝑥4

7,𝑖𝑥
4
8,𝑖 + 𝑓4𝑥2

7,𝑖𝑥
2
8,𝑖𝑥

2
3,𝑖,

𝑥11,𝑖 = 𝑥4,𝑖 + 𝜆𝑁𝑖max, 𝑥12,𝑖 = 𝑥5,𝑖 + 𝛾𝑃𝑖max,

𝑥13,𝑖 = 𝑥6,𝑖 + 𝑃𝑏𝑖, 𝑥14,𝑖 = 𝑥1,𝑖 + 𝑥2,𝑖.

为了书写方便,将常数简化,令

𝑓1 = 6.25× 10−4𝑁−1
𝑖max, 𝑓2 = 18.49𝑅−1

𝑖 𝑁−1
𝑖max,

𝑓3 = 1.14× 10−9𝑅2
𝑖 , 𝑓4 = 6.14𝑅𝑖,

𝑓5 = 2.42× 10−10𝑅2
𝑖 , 𝑓6 = 7.165× 10−6𝑅𝑖,

𝑓7 = 1.52× 10−5𝑅𝑖𝑀
−1
𝑖max, 𝑓8 = 0.45𝑀−1

𝑖max,

𝑓9 = 2.42× 10−10𝑅2
𝑖 , 𝑓10 = 7.165× 10−6𝑅𝑖,

𝑓11 = 1.688 5× 10−5𝑅𝑖𝑃
−1
𝑖max, 𝑓12 = 0.5𝑃−1

𝑖max,

𝑓13 = 6.25× 10−4, 𝑓14 = 18.49𝑅−1
𝑖 ,

𝑓15 = 1.688 5× 10−5𝑅𝑖, 𝑓16 = 0.25
√

𝑅𝑖,

𝑓17 = 1.15 exp(6.949 2− 3.348 5𝑇𝑖),

𝑓18 = 0.181− 3.348 5𝑇,

则 𝑓𝑖 > 0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 17), 𝑓18 < 0. 由引理 2,问题可

转化为TGP1,即

minℎ(𝑠)=𝜆𝑁

7∑
𝑖=1

𝑥2
4,𝑖+𝜆𝑃

7∑
𝑖=1

𝑥2
5,𝑖+𝜆𝑏

7∑
𝑖=1

𝑥2
6,𝑖;

s.t. 𝑓1𝑥
−1
2,𝑖𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖 + 𝑓2𝑥

−1
2,𝑖𝑥

0.5
9,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖 < 1;

𝑓7𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖 + 𝑓8𝑥

0.5
9,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖 < 1;

𝑓11𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖 + 𝑓12𝑥

0.5
9,𝑖 < 1;

𝑥−1
1,𝑖𝑥2,𝑖 < 1, Δℎ−1

𝑖max𝑥3,𝑖 ⩽ 1, Δℎ𝑖min𝑥
−1
3,𝑖 ⩽ 1;(𝑥2,𝑖𝑥

−1
1,𝑖

𝑤1

)𝑤1
(𝑥3,𝑖𝑥

−1
1,𝑖

𝑤2

)𝑤2

⩽ 1;

𝑓13𝑥
−1
2,𝑖𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖𝑥

−1
11,𝑖+

𝑓14𝑥
−1
2,𝑖𝑥

0.5
9,𝑖𝑥

0.5
10,𝑖𝑥

−1
11,𝑖 ⩽ 1;

𝑓15𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
12,𝑖 + 0.5𝑥0.5

9,𝑖𝑥
−1
12,𝑖 ⩽ 1;

𝑓15𝑥
2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
13,𝑖 + 0.5𝑥0.5

9,𝑖𝑥
−1
13,𝑖 ⩽ 1;

0.785𝑥−1
7,𝑖 + 𝑓16𝑥

0.5
3,𝑖𝑥

−1
7,𝑖𝑥

−1
14,𝑖 ⩽ 1;

𝑓17[ln(𝑥1,𝑖𝑥
−1
2,𝑖 )]

𝑓18𝑥−0.283 4
2,𝑖 𝑥−1

8,𝑖 ⩽ 1;

𝑓3𝑥
4
7,𝑖𝑥

4
8,𝑖𝑥

−1
9,𝑖 + 𝑓4𝑥3,𝑖𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
9,𝑖 ⩽ 1;

𝑅𝑖𝑥3,𝑖𝑥
−1
10,𝑖 + 𝑓9𝑥

2
7,𝑖𝑥

2
8,𝑖𝑥

−1
10,𝑖 + 𝑓6𝑥

0.5
9,𝑖𝑥

−1
10,𝑖 ⩽ 1;(𝑥4,𝑖𝑥

−1
11,𝑖

𝑤3

)𝑤3
(𝜆𝑁𝑖max𝑥

−1
11,𝑖

𝑤4

)𝑤4

⩽ 1;(𝑥6,𝑖𝑥
−1
13,𝑖

𝑤5

)𝑤5
(𝑃𝑏,𝑖𝑥

−1
13,𝑖

𝑤6

)𝑤6

⩽ 1;(𝑥1,𝑖𝑥
−1
14,𝑖

𝑤7

)𝑤7
(𝑥2,𝑖𝑥

−1
14,𝑖

𝑤8

)𝑤8

⩽ 1;

𝑥𝑗,𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 14;
𝜆𝑁 > 0, 𝜆𝑃 > 0, 𝜆𝑏 > 0, 𝜆𝑁 + 𝜆𝑃 + 𝜆𝑏 = 1.

令

𝑥𝑗,𝑖 = e𝑦𝑗,𝑖 , 𝑦1,𝑖 − 𝑦2,𝑖 = 𝑥15,𝑖,

𝑦𝑘,𝑖 = e𝑧𝑘,𝑖 , 𝑥15,𝑖 = e𝑧15,𝑖 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 14, 𝑘 = 1, 2,

则上述问题转化为TGP2,即

minℎ(𝑠) = 𝜆𝑁

7∑
𝑖=1

e2𝑦4,𝑖 + 𝜆𝑃

7∑
𝑖=1

e2𝑦5,𝑖 + 𝜆𝑏

7∑
𝑖=1

e2𝑦6,𝑖 .

s.t. 𝑓1e
−𝑦2,𝑖+2𝑦7,𝑖+2𝑦8,𝑖+0.5𝑦10,𝑖+

𝑓2e
−𝑦2,𝑖+0.5𝑦9,𝑖+0.5𝑦10,𝑖 < 1;
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𝑓7e
2𝑦7,𝑖+2𝑦8,𝑖+0.5𝑦10,𝑖 + 𝑓8e

0.6𝑦9,𝑖+0.5𝑦10,𝑖 < 1;

𝑓11e
2𝑦7,𝑖+2𝑦8,𝑖 + 𝑓12e

0.5𝑦9,𝑖 < 1;

e𝑦2,𝑖−𝑦1,𝑖 < 1, Δℎ−1
𝑖maxe

𝑦3,𝑖 ⩽ 1, Δℎ𝑖mine
−𝑦3,𝑖 ⩽ 1;

𝑤1
−𝑤1𝑤2

−𝑤2e−𝑤1𝑦1,𝑖+𝑤1𝑦2,𝑖−𝑤2𝑦1,𝑖+𝑤2𝑦3,𝑖 ⩽ 1;

𝑓13e
−𝑦2,𝑖+2𝑦7,𝑖+2𝑦8,𝑖+0.5𝑦10,𝑖−𝑦11,𝑖+

𝑓14e
−𝑦2,𝑖+0.5𝑦9,𝑖+0.5𝑦10,𝑖−𝑦11,𝑖 ⩽ 1;

𝑓15e
2𝑦7,𝑖+2𝑦8,𝑖−𝑦12,𝑖 + 0.5e0.5𝑦9,𝑖−𝑦12,𝑖 ⩽ 1;

0.78e−𝑦7,𝑖 + 𝑓14e
0.5𝑦3,𝑖−𝑦7,𝑖−𝑦14,𝑖 ⩽ 1;

𝑓17𝑥
𝑓18
15 e−0.2834𝑦2,𝑖−𝑦8,𝑖 ⩽ 1;

𝑅𝑖e
𝑦3,𝑖−𝑦10,𝑖 + 𝑓9e

2𝑦7,𝑖+2𝑦8,𝑖−𝑦10,𝑖+

𝑓6e
0.5𝑦9,𝑖−𝑦10,𝑖 ⩽ 1;

𝑤−𝑤3
3 (𝜆𝑁𝑖max)

𝑤4𝑤−𝑤4
4 e𝑤3𝑦4,𝑖−𝑤3𝑦11,𝑖−𝑤4𝑦11,𝑖 ⩽ 1;

𝑤−𝑤5
5 𝑃𝑤6

𝑏,𝑖 𝑤
−𝑤6
6 e𝑤5𝑦6,𝑖−𝑤5𝑦13,𝑖−𝑤6𝑦13,𝑖 ⩽ 1;

𝑤−𝑤7
7 𝑤−𝑤8

8 e𝑦1,𝑖−𝑤7𝑦14,𝑖+𝑤8𝑦2,𝑖−𝑤8𝑦14,𝑖 ⩽ 1;

𝑓3e
4𝑦7,𝑖+4𝑦8,𝑖−𝑦9,𝑖 + 𝑓4e

𝑦3,𝑖+2𝑦7,𝑖+2𝑦8,𝑖−𝑦9,𝑖 ⩽ 1;

e𝑦15,𝑖−𝑦1,𝑖 + e𝑦2,𝑖−𝑦1,𝑖 ⩽ 1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 8;
𝜆𝑁 > 0, 𝜆𝑃 > 0, 𝜆𝑏 > 0,

𝜆𝑁 + 𝜆𝑃 + 𝜆𝑏 = 1, 𝑤1 + 𝑤2 = 1, 𝑤3 + 𝑤4 = 1,

𝑤5 + 𝑤6 = 1, 𝑤7 + 𝑤8 = 1, 𝑤𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 8.
由引理 3和引理 5可知, 问题TGP2是凸规划问

题.

5 结结结 论论论

对于热轧操作优化问题,以最小化等相对功率富

余量、等轧制力和板形良好作为目标函数建立了钢铁

热轧操作优化模型. 由于问题模型参数之间相互耦

合,不能判断凸凹性,不易找到问题的全局最优解,因

此利用超越几何规划,将操作优化模型转化为超越几

何规划模型.由于基于超越几何规划的操作优化模型

本身含有对数项,不能像几何规划那样直接通过 e变

换转化成凸规划,根据超越几何规划操作优化模型的

基本结构特点, 通过数学变换和理论分析,将基于超

越几何规划的操作优化问题等价转化成凸规划问题,

即原问题等价转化为凸规划问题,从而利用凸规划软

件获得最优解,为操作优化问题获得最优解提供一种

新的方法.
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