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摘 要: 许多实际系统可以表示为不连续非线性块状结构模型, 其不连续非线性部分常采用符号函数参数化,

该处理方法适用于递推参数辨识, 但自适应控制器的设计较为困难. 鉴于此, 针对一类含有不连续非线性环节的

Hammerstein模型,采用一系列线性分段函数参数化不连续非线性环节,提出自校正控制方法. 根据线性分段函数的

逆函数特性,求解自适应控制律.理论分析证明了闭环系统的稳定性,仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: Many actual systems can be represented as discontinuous nonlinear block oriented models. Switch functions

are often applied to describe discontinuous parts. However, this formulation seems only suitable for recursive parameter

estimation but not appropriate for adaptive controller design. Therefore, a self tuning control scheme is proposed for a class

of Hammerstein model with discontinuous nonlinearity, which is parameterized by a number of piecewise-linear functions.

The adaptive control law is derived from the inversion of the piecewise-linear function. Theoretical analysis proves the

stability of the closed-loop system. The simulation results show the effectiveness of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

线性动态系统的自适应控制和参数辨识方法日

趋成熟[1-2]. 近年来,非线性块状结构模型已受到广泛

关注, 包括Hammerstein (简称H)模型[3]、Wiener(W)

模型[4]和Hammerstein-Wiener(H-W)模型[5].现阶段,

学者多假定非线性环节由多项式函数描述[6-9], 但是

实际系统中, 经常存在不连续的非线性, 如死区非线

性、继电非线性等. 这类不连续的非线性很难用多项

式描述来近似,很多学者针对具有不连续非线性的块

状结构模型, 提出参数辨识和控制器设计方法.不连

续H模型的参数辨识研究相对成熟. 文献 [10-13]讨

论了死区非线性. 文献 [14]讨论了一类比死区环节非

线性程度更强的由 6个未知量参数化的不连续非线

性,其非线性程度比死区要强,研究难度相对更大.

目前,针对不连续H模型控制器设计的研究相对

较少,难点在于如何参数化非线性环节才能确保控制

律的可实现性. 大部分工作在参数化非线性环节用到

了符号函数[10-14],这种方法适用于参数辨识,但给控

制器设计带来了困难.参数辨识与控制器设计的根本

出发点是不同的,对于参数向量或信息向量中的符号

函数,前者根据已知输入值估计输出值,解必然存在;

后者根据期望输出值求取符号函数的逆函数,解不一

定存在.

为了解决上述难题,文献 [15]采用一系列线性分

段函数拟合不连续非线性函数[16], 提出了基于极点

配置的控制器设计方法. 首先离线辨识模型参数,然

后基于辨识模型,设计死区逆补偿环节和线性极点配

置控制器. 采用上述控制策略,闭环系统不具有自适
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应能力,自适应控制技术能够有效地处理参数不确定

动态系统的控制问题[17]. 文献 [18-21]针对含有不连

续非线性环节的H模型,采用特定的非线性环节参数

化方法,提出了自适应控制器设计方法. 稳定性结果

表明,闭环系统跟踪误差上界与参数辨识结果和噪声

方差同时有关. 这种控制器设计方法以牺牲闭环系

统的跟踪精度换取闭环系统的自适应能力,即使在不

考虑噪声的情况下, 跟踪误差仍然不能保证为零, 且

模型参数化方法仅适用于特定的非线性, 如在文献

[19-21]中,作者假定不连续非线性环节关于原点严格

对称.

鉴于上述研究所存在的不足, 本文针对含有不

连续非线性环节的H模型,提出自校正控制器设计方

法. 线性部分由ARX模型描述,不连续非线性部分由

一系列线性分段函数拟合[16]. 采用递推最小二乘辨

识算法进行参数估计,根据确定性等价原则设计一步

超前控制律,并给出参数辨识收敛性和闭环系统稳定

性结果.理论分析表明采用所提出的方法, 闭环系统

跟踪误差上界仅与噪声方差有关. 仿真结果表明了所

提出方法的有效性.

1 模模模型型型描描描述述述

不连续非线性函数 𝑣(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡))如图 1所示,

Hammerstein非线性块状模型如图 2所示. H模型由

两部分组成, 其中 𝑓(⋅)是静态非线性的模块, 𝐺(𝑧−1)

是动态线性的模块. 整个系统中, 只有输出信号 𝑦(𝑡)

和输入信号𝑢(𝑡)是可测的,系统的中间信号 𝑣(𝑡)和外

加噪声 𝜉(𝑡)都是不可测的.
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图 1 不连续非线性函数 𝑣(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡))
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图 2 Hammerstein非线性块状模型

假定线性模块为离散时不变单输入单输出系统

𝑦(𝑡) = 𝐺(𝑧−1)𝑣(𝑡) +𝑁(𝑧−1)𝜉(𝑡), (1)

𝐺(𝑧−1) =
𝐵(𝑧−1)

𝐴(𝑧−1)
=

𝑏1𝑧
−1 + 𝑏2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑚𝑧−𝑚

1 + 𝑎1𝑧−1 + 𝑎2𝑧−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑧−𝑛
, (2)

𝑁(𝑧−1) =
1

𝐴(𝑧−1)
=

1

1 + 𝑎1𝑧−1 + 𝑎2𝑧−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑧−𝑛
, (3)

其中 𝑧−1𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡− 1).

与文献 [14]类似,本文讨论如图 1所示的一类不

连续非线性环节. 这里不再采用 6个待辨识量ℎ+
1 , ℎ−

1 ,

ℎ+
2 , ℎ−

2 , ℎ+
3 , ℎ−

3 参数化不连续非线性函数, 而是采用

如下一系列线性分段函数对该类不连续非线性环节

进行拟合[16]:

𝑣(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡)) = 𝒍(𝑢(𝑡),𝒖)T𝒇 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙1(𝑢(𝑡),𝒖)

𝑙2(𝑢(𝑡),𝒖)
...

𝑙𝑝(𝑢(𝑡),𝒖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
T ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑓1

𝑓2
...

𝑓𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (4)

其中: 𝒇 = [𝑓1, 𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑝]T为不连续非线性函数
𝑓(𝑢(𝑡))的参数; 辅助向量𝒖 = [𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝]

T为一

系列与输入信号𝑢(𝑡)有关的节点, 据先验信息适当

选定; 𝒍(𝑢(𝑡),𝒖) = [𝑙1(𝑢(𝑡),𝒖), 𝑙2(𝑢(𝑡),𝒖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑝(𝑢(𝑡),
𝒖)]T为一系列函数表达式,各元素定义为

𝑙1(𝑢(𝑡),𝒖) =

⎧⎨⎩
𝑢2 − 𝑢(𝑡)

𝑢2 − 𝑢1
, 𝑢1 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢2;

0, 𝑢2 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢𝑝.

𝑙𝑗(𝑢(𝑡),𝒖) =

⎧⎨⎩

0, 𝑢1 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢𝑗−1;

𝑢(𝑡)− 𝑢𝑗−1

𝑢𝑗 − 𝑢𝑗−1
, 𝑢𝑗−1 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢𝑗 ;

𝑢𝑗+1 − 𝑢(𝑡)

𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗
, 𝑢𝑗 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢𝑗+1;

0, 𝑢𝑗+1 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢𝑝;

𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1.

𝑙𝑝(𝑢(𝑡),𝒖) =

⎧⎨⎩
0, 𝑢1 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢𝑝−1;

𝑢(𝑡)− 𝑢𝑝−1

𝑢𝑝 − 𝑢𝑝−1
, 𝑢𝑝−1 ⩽ 𝑢(𝑡) < 𝑢𝑝.

(5)

选择式 (4)和 (5)参数化不连续非线性环节,确保

参数向量或信息向量中不出现符号函数 sgn(⋅)[10-14],

从而可以避免其逆函数无解的可能性[20-21]. 本文的

线性分段函数参数化方法适于在线求解关于 𝑣(𝑡)和

𝑢(𝑡)的逆函数𝑢(𝑡) = 𝑓−1(𝑣(𝑡)), 以得到控制律𝑢(𝑡).

下面详细说明求解线性分段逆函数的思想.线性分段

函数 (4)的逆函数[16]为

𝑢(𝑡) = 𝑓−1(𝑣(𝑡)) = 𝒍(𝑣(𝑡),𝒇)T𝒖 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙1(𝑣(𝑡),𝒇)

𝑙2(𝑣(𝑡),𝒇)
...

𝑙𝑝(𝑣(𝑡),𝒇)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
T ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑢1

𝑢2

...

𝑢𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (6)
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其中: 𝒇 = [𝑓1, 𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑝]T; 𝒖 = [𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝]
T;

𝒍(𝑣(𝑡),𝒇) = [𝑙1(𝑣(𝑡),𝒇), 𝑙2(𝑣(𝑡),𝒇), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑝(𝑣(𝑡),𝒇)]T,

其各元素定义为

𝑙1(𝑣(𝑡),𝒇) =

⎧⎨⎩
𝑓2 − 𝑣(𝑡)

𝑓2 − 𝑓1
, 𝑓1 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓2;

0, 𝑓2 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓𝑝.

𝑙𝑗(𝑣(𝑡),𝒇) =

⎧⎨⎩

0, 𝑓1 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓𝑗−1;

𝑣(𝑡)− 𝑓𝑗−1

𝑓𝑗 − 𝑓𝑗−1
, 𝑓𝑗−1 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓𝑗 ;

𝑓𝑗+1 − 𝑣(𝑡)

𝑓𝑗+1 − 𝑓𝑗
, 𝑓𝑗 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓𝑗+1;

0, 𝑓𝑗+1 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓𝑝;

𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1.

𝑙𝑝(𝑣(𝑡),𝒇) =

⎧⎨⎩
0, 𝑓1 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓𝑝−1;

𝑣(𝑡)− 𝑓𝑝−1

𝑓𝑝 − 𝑓𝑝−1
, 𝑓𝑝−1 ⩽ 𝑣(𝑡) < 𝑓𝑝.

(7)

控制目标是在任意时刻 𝑡, 对式 (1)∼ (4)描述的

H模型, 基于观测值设计反馈控制器, 以确保如下跟

踪误差准则函数是极小化的:

𝐽 [𝑢(𝑡)] =

E{[𝑦(𝑡+ 1)− 𝑦∗(𝑡+ 1)]2∣𝐹𝑡}. (8)

在给出主要结果前,首先对H系统作如下假设.

假设 1 外加干扰 {𝜉(𝑡)}为适应于 {𝐹𝑡−1}的独
立同分布高斯白噪声,有

E[𝜉(𝑡)∣𝐹𝑡−1] = 0, a.s.; (9)

E[𝜉2(𝑡)∣𝐹𝑡−1] = 𝜎2(𝑡) ⩽ 𝜎̄2 < ∞, a.s.; (10)

lim
𝑁→∞

sup
1

𝑁

𝑁∑
𝑡=1

𝜉2(𝑡) < ∞, a.s.. (11)

其中: {𝐹𝑡−1}为 𝑡 − 1时刻及其以前的观测值生成的

𝜎-代数, 𝐹0包含所有的初始状态信息.

假设 2 𝐵(𝑧−1)是最小相位的.

假设 3 阶次𝑛和𝑚上界已知.

假设 4 控制信号 {𝑢(𝑡)}适应于 {𝐹𝑡}.

假设 5 为了获得唯一的参数估计值,需要假定

模型的一部分增益已知,固定增益方法并不唯一.

假设 6 {𝑦∗(𝑡)}表示一系列参考输入信号,是一

个确定性的有界序列或者一个随机性的𝐹𝑡−1可观测

有界序列,并且与噪声序列 {𝜉(𝑡)}相互独立.

注 1 对于上述假设进行如下说明: 假设 1是噪

声的常见形式;假设 2确保控制器的稳定性;假设 3表

明线性系统的结构已知,即本文工作是估计系统的参

数,而不需要估计系统的结构;假设 4和假设 6确保自

适应反馈律的有效性;假设 5的提出是因为对于常数

𝛼,任何辨识方法都无法区分 (𝑓(⋅), 𝐺(𝑧−1))和 (𝛼𝑓(⋅),

𝐺(𝑧−1)/𝛼)[10]. 因此,为了得到唯一的参数估计值,模

型一部分增益需要固定. 现有文献主要采用如下 3

种处理方法: 1)假定线性部分增益为固定值[15-16],

如
𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖 = 1 +

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖; 2)假定非线性部分的首项为固

定值[6-9],如 𝑓1 = −1; 3)假定线性部分的首项为固定

值[12],如 𝑏1 = 1. 可以任选一种上述假定方法,它们都

不失一般性.

2 主主主要要要结结结果果果

给出文中数学符号的含义: 𝐼为单位阵, T为矩

阵的转置, ∣𝑋∣ = det[𝑋]为矩阵𝑋的行列式, 范数

∣∣𝑋∣∣2 = tr[𝑋𝑋T], 𝜆max[𝑋]和𝜆min[𝑋]为矩阵𝑋最大

和最小特征值.

根据式 (1)∼ (5),可得

𝑦(𝑡) + 𝑎1𝑦(𝑡− 1) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑦(𝑡− 𝑛) =

𝑏1𝑓(𝑢(𝑡− 1)) + 𝑏2𝑓(𝑢(𝑡− 2)) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝑏𝑚𝑓(𝑢(𝑡−𝑚)) + 𝜉(𝑡) =

[𝑏1𝑓1, 𝑏1𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏1𝑓𝑝]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙1(𝑢(𝑡− 1),𝒖)

𝑙2(𝑢(𝑡− 1),𝒖)
...

𝑙𝑝(𝑢(𝑡− 1),𝒖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

[𝑏2𝑓1, 𝑏2𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏2𝑓𝑝]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙1(𝑢(𝑡− 2),𝒖)

𝑙2(𝑢(𝑡− 2),𝒖)
...

𝑙𝑝(𝑢(𝑡− 2),𝒖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+ ⋅ ⋅ ⋅+

[𝑏𝑚𝑓1, 𝑏𝑚𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑓𝑝]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙1(𝑢(𝑡−𝑚),𝒖)

𝑙2(𝑢(𝑡−𝑚),𝒖)
...

𝑙𝑝(𝑢(𝑡−𝑚),𝒖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+ 𝜉(𝑡).

(12)

引入参数向量和信息向量分别为

𝜃 = [−𝑎1,−𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎𝑛, 𝑏1𝑓1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑓𝑝]
T, (13)

𝜑(𝑡) = [𝑦(𝑡− 1), 𝑦(𝑡− 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑡− 𝑛),

𝑙1(𝑢(𝑡− 1),𝒖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑝(𝑢(𝑡−𝑚),𝒖)]T. (14)

将式 (12)改写为线性回归形式

𝑦(𝑡) = 𝜑T(𝑡)𝜃 + 𝜉(𝑡). (15)

注 2 系统 (15)虽然是线性回归形式,但与常规

的线性系统不同:一方面,参数向量中含有 [𝑏1𝑓1, 𝑏1𝑓2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚𝑓𝑝]乘积项;另一方面,信息向量中含有分段函

数 [𝑙1(𝑢(𝑡−1),𝒖), 𝑙2(𝑢(𝑡−2),𝒖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑝(𝑢(𝑡−𝑚),𝒖)]T.

引入参数估计值 𝜃(𝑡), 𝑦(𝑡+1) = 𝜑T(𝑡+1)𝜃(𝑡)便

为输出估计值.当参数辨识有效时, 根据确定性等价

原则[1],极小化式 (8),可得一步超前控制律
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𝑦∗(𝑡+ 1) = 𝜑T(𝑡+ 1)𝜃(𝑡). (16)

采用最小二乘算法在线递推更新参数估计值

𝜃(𝑡) = 𝜃(𝑡− 1) +
𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)𝑒(𝑡)

1 + 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)
, (17)

𝑃 (𝑡) = 𝑃 (𝑡− 1)− 𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)

1 + 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)
, (18)

𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡)− 𝜑T(𝑡)𝜃(𝑡− 1), (19)

𝜃(𝑡) = [−𝑎̂1(𝑡),−𝑎̂2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎̂𝑛(𝑡), 𝑏̂1(𝑡)𝑓1(𝑡),

𝑏̂2(𝑡)𝑓2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏̂𝑚(𝑡)𝑓𝑝(𝑡)]
T, (20)

𝜑(𝑡) =

[𝑦(𝑡− 1), 𝑦(𝑡− 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑡− 𝑛), 𝑙1(𝑢(𝑡− 1),𝒖),

𝑙2(𝑢(𝑡− 1),𝒖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑝(𝑢(𝑡−𝑚),𝒖)]T. (21)

其中: [𝜑(0), 𝜃(0), 𝑃 (0)]为算法的初始条件, 𝑃 (0)=𝜌𝐼,

0 < 𝜌 < ∞.

注 3 根据假设 5, 利用奇异值分解方法, 从 𝜃(𝑡)

中分离出 [𝑏̂1(𝑡), 𝑏̂2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏̂𝑚(𝑡)]和 [𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑓𝑝(𝑡)]. 具体参见文献 [6-9,12,15-16].

注 4 文献 [6,9]认为, 𝑓(𝑢(𝑡))是多项式描述的非

线性函数, 根据一步超前控制律 (16), 求解关于𝑢(𝑡)

的高阶方程, 得到控制信号.本文讨论不连续的非线

性 (4), 求解控制信号的方式与文献 [6,9]不同, 结合

式 (6)和 (16)求取控制信号𝑢(𝑡).

控制信号𝑢(𝑡)的求解步骤如下.

Step 1: 根据式 (16),定义期望的中间信号为

𝑣(𝑡) =

{𝑦∗(𝑡+ 1) + 𝑎̂1(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑎̂2(𝑡)𝑦(𝑡− 1) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝑎̂𝑛(𝑡)𝑦(𝑡+ 1− 𝑛)− 𝑏̂2(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑙1(𝑢(𝑡− 1),𝒖)−
− 𝑏̂2(𝑡)𝑓2(𝑡)𝑙2(𝑢(𝑡− 1),𝒖)− ⋅ ⋅ ⋅−
𝑏̂𝑚(𝑡)𝑓𝑝(𝑡)𝑙𝑝(𝑢(𝑡−𝑚+ 1),𝒖)}/𝑏̂1(𝑡).
Step 2: 定义 𝒇 = [𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑝(𝑡)]T, 根据

式 (6),求解当前期望的输入信号

𝑢(𝑡) = 𝑓−1(𝑣(𝑡)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙1(𝑣(𝑡),𝒇)

𝑙2(𝑣(𝑡),𝒇)
...

𝑙𝑝(𝑣(𝑡),𝒇)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
T ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑢1

𝑢2

...

𝑢𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

注 5 当参数估计值 𝑏̂1(𝑡) = 0时,无法求解𝑢(𝑡),

因此估计值 𝑏̂1(𝑡)需要进行修正. 定义

𝑟(𝑡) = tr[𝑃−1(𝑡)], (22)

有

𝑟(0) =
𝑛+𝑚𝑝

𝜌
. (23)

在求解控制信号𝑢(𝑡)时, 为了确保 𝑏̂1(𝑡)不为零,

利用 𝑏̄1(𝑡)代替 𝑏̂1(𝑡),有

𝑏̄1(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑏̂1(𝑡), ∣𝑏̂1(𝑡)∣ ⩾ 1

(lg 𝑟(𝑡))
1/2

;

𝑏̂1(𝑡) +
sgn(𝑏̂1(𝑡))

(lg 𝑟𝑡−1)
1/2

, ∣𝑏̂1(𝑡)∣ < 1

(lg 𝑟(𝑡))
1/2

.

(24)

其中

sgn(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑥 ⩾ 0;

− 1, 𝑥 < 0.
(25)

注意到, 如果当 𝑡 → ∞时 𝑟(𝑡) → ∞, 则 𝑏̄1(𝑡)会

一致收敛到 𝑏̂1(𝑡),不会影响控制器设计.

下面讨论 𝑟(𝑡)的性质. 根据式 (22),可得

𝑟(𝑡) ⩾ 𝑛+𝑚𝑝

𝜌
+

T∑
𝑖=0

𝑦2(𝑡− 1) =

𝑛+𝑚𝑝

𝜌
+

T∑
𝑖=0

(𝜃T𝜑(𝑡− 1))
2
+

2

T∑
𝑖=0

𝜃T𝜑(𝑡− 1)𝜉(𝑡− 1) +

T∑
𝑖=0

𝜉2(𝑡− 1). (26)

根据文献 [2]引理 2.8可得,存在 𝑐 > 0,对于任意

𝛿 > 0,有

𝑟(𝑡) ⩾

𝑛+𝑚𝑝

𝜌
+

T∑
𝑖=0

(𝜃T𝜑(𝑡− 1))
2
+

𝑐
{ T∑

𝑖=0

(𝜃T𝜑(𝑡− 1))
2
} 1

2+𝛿

+

T∑
𝑖=0

𝜉2(𝑡− 1). (27)

由假设 1可得,当 𝑡 → ∞时, 𝑟(𝑡) → ∞,因此上述

修改方法是合理的.

下面给出递推参数辨识收敛性和闭环系统稳定

性的主要结果.引入变量

𝜃(𝑡) = 𝜃(𝑡)− 𝜃, (28)

𝑦(𝑡) = 𝜑T(𝑡)𝜃(𝑡− 1), (29)

𝑉 (𝑡) = 𝜃T(𝑡)𝑃−1(𝑡)𝜃(𝑡), (30)

𝑄(𝑡) = 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡). (31)

引理 1 采用参数递推辨识算法 (17)∼ (21),有
∞∑
𝑖=1

𝜑T(𝑖)𝑃 (𝑖)𝜑(𝑖)

𝑟(𝑖)
< ∞, a.s.. (32)

证证证明明明 由式 (22),可得

𝑟(𝑡) =

𝜆1[𝑃
−1(𝑡)] + 𝜆2[𝑃

−1(𝑡)] + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆𝑛+𝑚𝑝[𝑃
−1(𝑡)] ⩽

(𝑛+𝑚𝑝)𝜆max[𝑃
−1(𝑡)], (33)

∣𝑃−1(𝑡)∣ =
𝜆1[𝑃

−1(𝑡)]𝜆2[𝑃
−1(𝑡)] ⋅ ⋅ ⋅𝜆𝑛+𝑚𝑝[𝑃

−1(𝑡)] ⩽

𝜆𝑛+𝑚𝑝
max [𝑃−1(𝑡)] ⩽ 𝑟𝑛+𝑚𝑝(𝑡). (34)
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由式 (18),可得

𝑃−1(𝑡− 1) = 𝑃−1(𝑡)− 𝜑(𝑡)𝜑T(𝑡) =

𝑃−1(𝑡)[𝐼 − 𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡)𝜑T(𝑡)]. (35)

对式 (35)两边取行列式,有

𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡) =
∣𝑃−1(𝑡)∣ − ∣𝑃−1(𝑡− 1)∣

∣𝑃−1(𝑡)∣ . (36)

对式 (36)两边除以 𝑟(𝑡),并从 1∼ ∞积分,可得
∞∑
𝑡=1

𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡)

𝑟(𝑡)
=

∞∑
𝑡=1

∣𝑃−1(𝑡)∣ − ∣𝑃−1(𝑡− 1)∣
∣𝑃−1(𝑡)∣𝑟(𝑡) ⩽

∞∑
𝑡=1

w ∣𝑃−1(𝑡)∣
∣𝑃−1(𝑡−1)∣

d𝑥

∣𝑃−1(𝑡)∣1+ 1
𝑛+𝑚𝑝

⩽

∞∑
𝑡=1

w ∣𝑃−1(𝑡)∣
∣𝑃−1(𝑡−1)∣

d𝑥

𝑥1+ 1
𝑛+𝑚𝑝

=
w ∣𝑃−1(∞)∣
∣𝑃−1(0)∣

d𝑥

𝑥1+ 1
𝑛+𝑚𝑝

=

− (𝑛+𝑚𝑝)𝑥− 1
𝑛+𝑚𝑝 ∣∣𝑃−1(∞)∣

∣𝑃−1(0)∣ =

(𝑛+𝑚𝑝)
[ 1

{𝑃−1(0)} 1
𝑛+𝑚𝑝

− 1

{𝑃−1(∞)} 1
𝑛+𝑚𝑝

]
< ∞,

a.s.. (37)

引理 1得证. □

引理 2 系统 (1)∼ (5)满足假设 1∼假设 6,采用

递推辨识算法 (17)∼ (21),有如下性质成立:

lim
𝑡→∞

sup
𝜃T(𝑡)𝑃−1(𝑡)𝜃(𝑡)

𝑟(𝑡)
< ∞, a.s.; (38)

lim
𝑡→∞

T∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖)

𝑟(𝑖)
< ∞, a.s.. (39)

证证证明明明 由式 (16)、(18)、(25)和 (26),可得

𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡)− 𝜑T(𝑡)𝜃(𝑡− 1) =

− 𝜑T(𝑡)𝜃(𝑡− 1) + 𝜉(𝑡) = −𝑦(𝑡) + 𝜉(𝑡). (40)

引入增益

𝐿(𝑡) =
𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)

1 + 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)
=

𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)

1 +𝑄(𝑡)
. (41)

联立式 (18)和 (41),有

𝑃 (𝑡) = 𝑃 (𝑡− 1)− 𝐿(𝑡)𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1) =

[𝐼 − 𝐿(𝑡)𝜑T(𝑡)]𝑃 (𝑡− 1) ⇒
[𝐼 − 𝐿(𝑡)𝜑T(𝑡)] = 𝑃 (𝑡)𝑃−1(𝑡− 1) ⇒
𝑃−1(𝑡) = [1 +𝑄(𝑡)]𝑃−1(𝑡− 1). (42)

联立式 (17)和 (41),有

𝜃(𝑡) = 𝜃(𝑡− 1) + 𝐿(𝑡)𝑒(𝑡) =

𝜃(𝑡− 1) + 𝐿(𝑡)[−𝜑T(𝑡)𝜃(𝑡− 1) + 𝜉(𝑡)] =

[𝐼 − 𝐿(𝑡)𝜑T(𝑡)]𝜃(𝑡− 1) + 𝐿(𝑡)𝜉(𝑡) =

𝑃 (𝑡)𝑃−1(𝑡− 1)𝜃(𝑡− 1) + 𝐿(𝑡)𝜉(𝑡). (43)

进而有

𝑃−1(𝑡)𝜃(𝑡) =

𝑃−1(𝑡− 1)𝜃(𝑡− 1) + 𝑃−1(𝑡)𝐿(𝑡)𝜉(𝑡). (44)

根据式 (43)和 (44),可得

𝑉 (𝑡)− 𝑉 (𝑡− 1) =

𝜃T(𝑡)𝑃−1(𝑡)𝜃(𝑡)− 𝜃T(𝑡− 1)𝑃−1(𝑡− 1)𝜃(𝑡− 1) =

[𝜃(𝑡− 1) + 𝐿(𝑡)𝑒(𝑡)]T[𝑃−1(𝑡− 1)𝜃(𝑡− 1)+

𝑃−1(𝑡)𝐿(𝑡)𝜉(𝑡)]− 𝜃T(𝑡− 1)𝑃−1(𝑡− 1)𝜃(𝑡− 1) =

− 1

1 +𝑄(𝑡)
𝑦2(𝑡) +

𝑄(𝑡)

1 +𝑄(𝑡)
𝜉2(𝑡) +

2𝑦(𝑡)𝜉(𝑡)

1 +𝑄(𝑡)
, (45)

其中 𝑦(𝑡)和𝑄(𝑡)都是𝐹𝑡−1可测的, 且均与 𝜉(𝑡)不相

关. 对式 (45)两边在条件𝐹𝑡−1下取期望, 根据假设 1

可得

𝐸[𝑉 (𝑡)∣𝐹𝑡−1] ⩽

𝑉 (𝑡− 1)− 1

1 +𝑄(𝑡)
𝑦2(𝑡) +

𝑄(𝑡)

1 +𝑄(𝑡)
𝜎̄2. (46)

可见,
[ 1

1 +𝑄(𝑡)

]
非负,根据式 (18),可得

1− 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡) =

1

1 + 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)
=

1

1 +𝑄(𝑡)
. (47)

根据式 (47),可得
𝑄(𝑡)

1 +𝑄(𝑡)
= 1− 1

1 +𝑄(𝑡)
= 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡). (48)

引入

𝑊 (𝑡) =
𝑉 (𝑡)

𝑟(𝑡)
, (49)

根据式 (22)得到 𝑟(𝑡)是非递减的,因此有

𝐸[𝑊 (𝑡)∣𝐹𝑡−1] ⩽
𝑉 (𝑡− 1)

𝑟(𝑡)
− 1− 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡)

𝑟(𝑡)
𝑦2(𝑡)+

𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡)

𝑟(𝑡)
𝜎̄2 ⩽

𝑊 (𝑡)− 1− 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡)

𝑟(𝑡)
𝑦2(𝑡)+

𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡)

𝑟(𝑡)
𝜎̄2. (50)

根据引理 1可得, 式 (50)右边最后 1项从 𝑡 = 1

到 𝑡 = ∞积分是有界的.

根据上述分析, 对式 (50)使用鞅收敛定理[1], 可

得𝑊 (𝑡)以概率 1趋近于某一个有界随机数,即

𝑊 (𝑡) = 𝑉 (𝑡)/𝑟(𝑡) =

𝜃T(𝑡)𝑃−1(𝑡)𝜃(𝑡)

𝑟(𝑡)
→ 𝑊 (0) < ∞, a.s.. (51)

由式 (31)、(35)和 (48)可知

1− 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡)𝜑(𝑡) =
1

1 +𝑄(𝑡)

是正数且有界. 因此, 对式 (50)使用鞅收敛定理还可

以得到

lim
𝑡→∞

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖)

𝑟(𝑖)
< ∞, a.s.. (52)
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引理 2得证. □

注 6 由上述分析可以得到参数收敛性结论

(38). 但若要得到更加严格的参数收敛性结论

lim
𝑁→∞

𝑁∑
𝑡=1

∣∣𝜃(𝑡)∣∣2 < ∞, a.s., 则需要对关于𝑃 (𝑡)的

条件数附加更强的假定,如假定 lim
𝑡→∞

sup
𝜆max𝑃 (𝑡)

𝜆min𝑃 (𝑡)
<

∞, a.s.成立,但这样的假设过于严格.文献 [22]对一

般的最小二乘算法进行改进,提出了一种条件数监控

方法替代标准的𝑃 (𝑡)以更新式 (18),不再需要假定条

件数有界,即

𝑃 ′(𝑡) = 𝑃 (𝑡− 1)− 𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)

1 + 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)
, (53)

𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡− 1)(1 + 𝜑T(𝑡)𝑃 (𝑡− 1)𝜑(𝑡)). (54)

如果 𝑟(𝑡)𝜆max[𝑃
′(𝑡)] ⩽ 𝐾(0 < 𝐾 < ∞),则有

𝑃 (𝑡) = 𝑃 ′(𝑡), (55)

否则有

𝑃 (𝑡) =
𝐾𝑃 ′(𝑡)

𝑟(𝑡)𝜆max[𝑃 ′(𝑡)]
, (56)

其中𝐾为选定的阈值, 以保证关于𝑃 (𝑡)的条件数始

终有界. 当使用式 (53)∼ (56)替代标准的𝑃 (𝑡)更新式

(18)时,不需要严格的有界条件数假定即可得到参数

收敛性结论. 改进算法证明过程与本文引理 2相似,

限于篇幅,不再赘述[22].

定理 1 系统 (1)∼ (5)满足假设 1∼假设 6. 对于

闭环系统 (15), 采用自校正控制算法 (16)∼ (21)或者

(16)、(17)、(19)∼ (21)、(53)∼ (56), 得到如下性质成

立:

1)系统输出跟踪误差收敛

lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

[𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖)− 𝜉(𝑖)]
2
= 0, a.s.. (57)

2)系统中所有信号均有界

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

[𝑢2(𝑖) + 𝑣2(𝑖) + 𝑦2(𝑖)] < ∞, a.s.. (58)

证证证明明明 通过式 (26)和 (27)可以证明, 当 𝑡 → ∞
时, 𝑟(𝑡) → ∞, 因此对式 (52)使用Kronecker引理[1],

可得

lim
𝑡→∞

𝑡

𝑟(𝑡)

1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖) = 0, a.s.. (59)

由假设 2可知, H系统的线性部分是稳定的, 因

此对闭环系统 (15)使用文献 [1]的引理B3.3, 可以推

断

1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑣2(𝑖) ⩽ 𝑑1
𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖) + 𝑑2, a.s., (60)

其中 𝑑𝑖为有界正数.

由式 (15)、(16)、(22)、(28)、(29)、假设 1和假设 6

可得

𝑟(𝑡)

𝑡
⩽ 𝑑3

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖) + 𝑑4 =

𝑑3
𝑡

𝑡∑
𝑖=1

[𝑦∗(𝑖)− 𝑦(𝑖) + 𝜉(𝑖)]
2
+ 𝑑4 ⩽

𝑑5
𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖) + 𝑑6, a.s.. (61)

根据式 (59)和 (61),可得

0 = lim
𝑡→∞

1
𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖)

𝑟(𝑡)

𝑡

⩾ lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖)

𝑑5
𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖) + 𝑑6

⩾ 0,

a.s.. (62)

所以有

lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖) =

lim
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

[𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖)− 𝜉(𝑖)]
2
= 0, a.s.. (63)

由于

E{[𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖)− 𝜉(𝑖)]
2∣𝐹𝑡−1} =

E{(𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖))2 + 2𝑦∗(𝑖)𝑣(𝑡)−
2𝑦(𝑡)𝑣(𝑡) + 𝑣2(𝑡)∣𝐹𝑡−1} =

E{(𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖))2∣𝐹𝑡−1}+ 0− 2𝜎2(𝑡) + 𝜎2(𝑡) =

E{(𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖))2∣𝐹𝑡−1} − 𝜎2(𝑡), a.s.. (64)

根据式 (63)和 (64),可得

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

E{[𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖)]2∣𝐹𝑡−1} =

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝜎2(𝑖) ⩽ 𝜎̄2, a.s.. (65)

根据式 (65)和假设 6可得,在任意采样时刻,信号 𝑦(𝑡)

都是有界的,即

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑦2(𝑖) < ∞, a.s.. (66)

再次使用文献 [1]的引理B3.3, 可得系统的所有

信号都是有界的,即

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑣2(𝑖) < ∞, a.s., (67)

lim
𝑡→∞

sup
1

𝑡

𝑡∑
𝑖=1

𝑢2(𝑖) < ∞, a.s.. (68)

定理 1得证. □

3 仿仿仿真真真实实实验验验

为了验证所提出方法的有效性, 进行仿真实验.

实验中, H非线性模块的线性环节由如下ARX模型

描述:
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𝑦(𝑡) =
𝐵(𝑧−1)

𝐴(𝑧−1)
𝑣(𝑡) +

1

𝐴(𝑧−1)
𝜉(𝑡).

其中

𝐴(𝑧−1) = 1− 1.41𝑧−1 + 0.47𝑧−2,

𝐵(𝑧−1) = 1.15𝑧−1 − 0.18𝑧−2.

3.1 第第第 1组组组对对对比比比实实实验验验

假定不连续非线性环节如图 1所示,有

𝑣(𝑡) =

⎧⎨⎩
1.1(𝑢(𝑡)− 0.1) + 0.21, 𝑢(𝑡) ⩾ 0.1;

0, − 0.2 ⩽ 𝑢(𝑡) < 0.1;

0.8(𝑢(𝑡) + 0.2)− 0.36, 𝑢(𝑡) < −0.2.

第 1组对比实验比较不同辅助向量对控制性能

的影响.

实验 1 辅助向量𝒖 = [𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝]
T选取为

𝒖 = [−1,−0.6,−0.205,−0.195, 0.095, 0.105, 0.5, 1]T.

实验 2 辅助向量𝒖 = [𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝]
T选取为

𝒖 = [−1,−0.8,−0.6,−0.4,−0.205,−0.195, 0, 0.095,

0.105, 0.3, 0.5, 0.7, 1]T.

对比实验其他条件均相同,外加扰动为 20 db高

斯白噪声. 采用本文自校正控制算法 (16)∼ (21), 算

法初始条件取为 𝜃(0) = 0.01 × (1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1)T, 𝜑(0) =

(0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)T, 𝑃 (0) = 105.

仿真实验进行 400个采样时刻,前 200个采样时

刻输出设定值为 1, 后 200个采样时刻为−1. 系统输

出曲线如图 3所示. 控制结束时, 两组实验的跟踪

误差标准差 𝜀 =

√√√⎷ 1

𝑡− 1

𝑡∑
𝑖=1

(𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖))2分别为实

验 1的 𝜀 = 0.207 8和实验 2的 𝜀 = 0.418 3.

!"#$
%&1
%&2

0 1 2 3 4

t/10 s
2

0

1

2

-1

-2

y
t(
)

图 3 第 1组对比实验系统输出曲线

由仿真结果可见,实验 2辅助向量选取得更加密

集,线性化程度更高,对于模型的近似程度更大,因此

控制效果也相对更好.对比两组实验的待辨识参数可

见,实验 1的 𝜃(𝑡)为 18维向量,实验 2为 28维向量,实

验 1的计算复杂度相对较低.

通过第 1组对比实验可知,辅助向量对于控制性

能有较大影响.为了获得满意的控制效果,应该同时

考虑辅助向量密集度和计算复杂度,折衷选取辅助向

量.

3.2 第第第 2组组组对对对比比比实实实验验验

由于死区非线性是图 2不连续非线性的一个特

例,讨论死区非线性

𝑣(𝑡) =

⎧⎨⎩
1.25(𝑢(𝑡)− 0.2), 𝑢(𝑡) ⩾ 0.2;

0, − 0.2 ⩽ 𝑢(𝑡) < 0.2;

1.25(𝑢(𝑡) + 0.2), 𝑢(𝑡) < −0.2.

第 2组对比实验比较本文方法与文献 [21]自适

应控制方法的控制效果.

实验 3 采用本文思想设计自校正控制器,辅助

向量𝒖 = [𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝]
T选取为

𝒖 = [−1,−0.7,−0.4,−0.205,−0.195, 0, 0.195,

0.205, 0.4, 0.7, 1]T.

其他条件与第 1组仿真对比实验相同.

实验 4 采用文献 [21]思想设计自校正控制器.

其他条件与第 1组仿真对比实验相同.

仿真实验进行 400个采样时刻,前 200个采样时

刻输出设定值为 1, 后 200个采样时刻为−1. 系统输

出曲线如图 4所示. 控制结束时, 两组实验的跟踪

误差标准差 𝜀 =

√√√⎷ 1

𝑡− 1

𝑡∑
𝑖=1

(𝑦(𝑖)− 𝑦∗(𝑖))2分别为实

验 3的 𝜀 = 0.162 3和实验 4的 𝜀 = 0.181 2. 仿真结果

表明,本文的模型参数化方法和自校正控制算法在处

理含有死区不连续非线性环节的H模型时,控制效果

优于文献 [21]的方法.

0 1 2 3 4

t/10 s
2

0

1

2

-1

-2

y
t(
)

!"#$
%&3
%&4

图 4 第 2组对比实验系统输出曲线

4 结结结 论论论

含有不连续非线性环节的H模型控制问题具有

一定的研究意义,这类块状模型广泛存在于实际工业

控制系统中, 直接影响系统性能的提高, 常规的控制

算法不能很好地解决这一问题.鉴于此, 本文采用一

系列线性分段函数参数化不连续非线性环节,使用递

推最小二乘辨识算法进行参数估计,根据确定性等价

原则设计一步超前自校正控制规律,并给出参数辨识

收敛性和闭环系统稳定性结果.理论分析表明, 采用

本文方法,闭环系统跟踪误差上界仅与噪声方差有关.

仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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