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摘 要: 控制复杂网络在很多领域都有着重要的应用价值. 将控制复杂网络所需的最少节点集合称为最小驱动点集.

针对网络的最小驱动点集并不唯一, 提出一种随机匹配方法来获取网络中不同的最小驱动点集, 并分析最小驱动点

集集合的平均度分布以及节点在最小驱动点集集合中的出现频率. 研究发现, 多数网络的最小驱动点集分布紧密, 其

节点构成与网络度分布有关; 同时, 网络中节点的控制重要性与其入度密切相关. 所得到的相关结论对于复杂网络的

控制具有重要的研究意义.
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Abstract: Controllability of complex networks has important application value in many areas. The minimum driver node

set is defined as the minimum nodes required to the control complex network. However, the minimum driver node set of

most of network is not unique. Therefore, a random matching method is proposed to obtain different minimum driver node

set of a network. Then, the method analyzes the average degree distribution of the collection of minimum driver node sets,

and the frequency appears in the collection of the node. It is found that the minimum driver node sets of most networks

are distributed tightly. The composition of a driver node set is closely related with the degree distribution of network. The

control importance of the node in a network is closely related to the in-degree of node. These conclusions have important

research meaning for the controllability of the complex network.
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0 引引引 言言言

现实生活中, 许多事物及其之间的关系都可以

建模为网络, 对这种日益复杂的网络系统的结构及行

为分析是理解其内在规律的前提. 已有很多工作讨

论了复杂网络的结构特征[1-3]、建模规律[4-6]和动态行

为[7-9], 但对于如何控制复杂网络的动态行为, 仍然知

之甚少. 近期Liu等[10]提出了一种分析复杂网络可控

性的方法, 通过计算最大匹配给出网络的最小驱动点

集 (MDS); 在其基础上, Nepusz等[11]给出了针对网络

边动力学的边控制方法; Yan等[12]探索了网络控制能

量的上下界; Wang等[13]研究了如何通过增边减少网

络的驱动节点集个数使其更容易被控制.

因为网络的最大匹配一般不是唯一的[14], 所以

复杂网络的MDS也不是唯一的. 显然, 对于不同的

MDS, 其拓扑性质如平均度、节点度分布也是不同的,

因此有必要深入考察系统所有可能MDS的拓扑特

征, 并分析其对系统可控性的影响. 然而, 计算网络所

有的MDS是#P完全问题[14], 这使得对于大规模复

杂网络而言, 精确获得所有MDS的计算复杂度极高.

因此, 为了分析网络所有MDS的拓扑特征, 本文设计
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了一种MDS随机抽样方法, 在匹配过程中随机选择

未被匹配的节点, 从而得到网络不同的控制配置.

基于所提出的算法, 本文分析了若干实际网络

和模型网络的MDS的结构特征. 首先, 给出了网络

MDS的平均度分布, 发现无论网络的基本拓扑如

何, 其MDS的平均度均呈现正态分布; 然后, 分析了

MDS集合中的驱动节点构成及节点在MDS集合中

的出现频度, 探索了高频出现的核心驱动节点的拓扑

特征.

1 基基基于于于随随随机机机抽抽抽样样样的的的最最最小小小驱驱驱动动动节节节点点点集集集获获获取取取

方方方法法法

对于有向图, 匹配边集是指没有共同起点和共同

终点的边的集合. 对于一个节点, 若匹配边的终点指

向此节点, 则称其为匹配节点, 否则称其为非匹配节

点. 含有最多边数的匹配边集称为最大匹配边集.

文献 [10]提出了最小输入原理, 将网络𝐺记为

𝐺(𝑉,𝐸), 𝑉 和𝐸分别为网络的节点集合和边集合, 并

证明了若网络𝐺(𝐴)中存在一个完备匹配, 则要控制

网络𝐺(𝑉,𝐸)所需的最小驱动节点数𝑛𝐷 为 1; 否则,

等于网络中最大匹配对应的非匹配节点的数量. 驱动

节点即为非匹配节点.

计算网络的最大匹配集常用的匹配算法是

Hopcroft-Karp算法[15]. 其核心就是寻找可增广路, 从

当前匹配𝑀 (如果没有匹配, 则取初始匹配为𝑀 = 𝜙)

出发, 检查每一个未盖点, 然后从它出发寻找可增广

路. 若找到可增广路, 则沿着这条可增广路进行扩充,

直到不存在可增广路为止.

注意到当求解网络最大匹配时, 一般而言, 有两

个因素影响最终的匹配结果: 一个是节点的检查顺

序, 算法依次检查每一个未覆盖节点, 所以先检查的

节点有很大可能作为匹配节点, 不同的匹配次序会导

致不同的匹配结果; 另一个是节点寻找增广路的顺

序, 选择哪一个可增广路决定了最终的匹配结果. 为

了分析网络驱动节点集的性质, 本文设计了一个随机

化匹配算法. 主要思路是: 在寻找增广路时, 从未匹

配点集合中随机抽取一个, 然后从它出发寻找可增广

路; 对于未匹配点的多个增广路, 随机选取一个进行

扩充, 直到不存在可增广路为止, 如图 1所示. 算法的

具体步骤如下.

Step 1: 令网络𝐺(𝑉,𝐸)的初始匹配𝑀 为空.

Step 2: 根据当前匹配𝑀 , 计算未匹配节点集

𝑉𝑢𝑚, 从𝑉𝑢𝑚 中随机抽取节点𝑛, 寻找从𝑛开始的所有

增广路集合𝑃 .

Step 3: 从𝑃 中随机找到一个增广路 𝑝, 并扩展该

增广路, 得到新匹配𝑀 ′, 令𝑀 = 𝑀 ′.

Step 4: 重复 Step 2和Step 3, 直到找不到增广路

为止. 𝑀 即为网络最大匹配, 未匹配节点为最小驱动

节点集.

图 1 随机匹配算法

2 实实实验验验及及及分分分析析析

为了说明问题的普遍性, 本文选择了不同领域

表 1 网络最小驱动节点集的统计结果

网络分类 网络名称 𝑁 𝐿 Γ𝐷 ⟨𝑘⟩ [⟨𝑘𝐷𝑟
min

⟩, ⟨𝑘𝐷𝑟
max

⟩]

WWW Polblogs 1 224 16 718 0.34 27.32 [10.60, 13.84]

Social- Communication UCIonline 1 899 20 296 0.32 21.38 [5.86, 7.83]

P2P-1 10 876 39 994 0.55 7.36 [6.87, 6.97]
Internet P2P-2 8 846 31 839 0.58 7.20 [6.817, 6.91]

P2P-3 8 717 31 525 0.58 7.23 [6.76, 6.86]

Power Grid USpowerGrid 4 941 13 188 0.12 5.34 [2.63, 2.82]

Trust Wiki-Vote 7 115 103 689 0.67 28.98 [9.66, 9.66]

Other Florida 128 2 106 0.23 32.91 [20.77, 29.57]

Neuronal C.elegans 306 2 345 0.19 15.79 [4.69, 6.97]

Grassland 88 137 0.52 3.11 [2.65, 2.70]

Littlerock 183 2 494 0.54 27.26 [1, 1]Food Web
Seagrass 49 226 0.27 9.22 [7.08, 9.38]

Ythan 135 601 0.51 8.90 [6.826, 7.928]

Regulatory TRN-Yeast-1 4 441 12 873 0.96 5.80 [5.846, 5.847]
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的 14个真实数据集[10]进行实验分析, 涉及信任网

络、食物网络、电力网络、神经网络、引用网络、万

维网、因特网、社会交际网络和社会组织网络等多

个领域. 表 1给出了采用随机化匹配算法对网络进

行 10 000次的实验结果. 其中: 𝑁 表示网络的节点数,

𝐿表示网络边数, ⟨𝑘⟩表示网络平均度, 𝜆𝐷 表示驱动节

点比例, ⟨𝑘𝐷𝑟
min

⟩表示求出的所有MDS中平均度最小

值, ⟨𝑘𝐷𝑟
max

⟩表示平均度最大值.

一个明显的结果是网络的MDS具有丰富的节

点构成. 从驱动节点集平均度变化范围可以看出, 多

数网络的MDS具有多种可能的选择; 与整个网络

的平均度相比, 有些网络如TRN-Yeast-1和Seagrass

的 ⟨𝑘𝐷𝑟
max

⟩甚至大于网络的平均度. 对于ER网络, 多

数驱动节点集的平均度均显著大于网络的平均度. 这

表明尽管网络中多数的驱动节点集可能主要是由低

度节点构成的[10], 但网络中仍可找到由中度和高度节

点构成的最小驱动节点集, 这种驱动节点集的多样性

对于网络控制具有重要的意义.

为了进一步说明MDS的拓扑特征, 本文分析了

这些最小驱动点集的平均度分布. 一个有趣的结果是,

几乎所有网络的驱动节点集平均度均呈现近似正态

分布, 如图 2所示. 这意味着在所有可能的驱动节点

所构成的高维空间中, MDS的分布极为“紧密”.

图 2 网络最小驱动点集的平均度分布

为了考察节点在网络控制中的重要性, 本文分析

了节点在MDS中出现频次, 如图 3所示. 由图 3可见,

对于BA网络和典型的实际网络, 低度节点在驱动节

点集合中出现频度较多, 这与文献 [10]的结论基本一

致. 但是, 低度节点在驱动节点集中的出现频度没有

明显差异, 如P2P-1和 PolBlog等数据集, 10%左右的

低度节点基本覆盖了驱动节点集集合, 存在一个“稠

密”区域, 在这个区域中, 网络的控制性相当灵活, 可

选择多种节点组合进行控制.

图 3 网络各节点在最小驱动点集集合中出现的次数

对于ER随机网络, 节点的出现频次不存在任何

的倾向性, 基本呈现与度分布相似的正态分布. 高度

节点和低度节点作为驱动节点的机会基本均等, 这说

明在ER网络中, 既可找到主要由低度和中度节点构

成的MDS, 也可能会找到主要由中度节点和高度节

点构成的MDS, 这与文献 [10]的结论明显不同.

由图 3中的结果可以看出, 节点出现频次的分布

与网络的节点度分布非常类似. 解释上述结果的一个

可能的原因是, 节点在MDS的出现频次是由度分布

决定的. BA网络和实际网络基本呈现幂律分布, 网络

中低度节点占多数, 所以MDS主要由低度节点构成;

而ER随机网络中节点的度分布基本均衡, 低度节点

和高度节点在网络中不存在多数优势, 所以MDS中

的驱动节点构成也不存在任何倾向性.

为了验证这个结论, 本文统计了核心驱动节点集

的平均度, 如图 4所示.

图 4 核心驱动节点的平均度与网络平均度

由图 4可以看出, 低度节点占优势的网络如BA、

P2P、Polblog和 Powergrid等, 其核心驱动节点平均度

明显低于网络的平均度, 而节点度分布较均衡的网络
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如ER、Seagrass和Grassland等, 其核心驱动节点的平

均度与网络平均度基本相等. 这也说明了网络最小驱

动节点集的构成与整个网络的节点构成具有密不可

分的关系.

3 结结结 论论论

复杂网络的控制是具有普遍意义的问题. 为了控

制网络达到期望的状态, 需要从部分节点输入控制信

号, 这些节点称为最小驱动点集. 对于大多数网络, 最

小驱动点集不是唯一的. 本文通过随机匹配的方法,

分析了网络中多个最小驱动点集的拓扑性质.

本文发现的一个重要现象是多数网络都存在大

量的最小驱动点集, 并且这些最小驱动点集的节点构

成极为相似. 因此, 当最小驱动点集中高频出现的核

心驱动节点受到攻击或发生故障无法输入信号时, 将

会影响网络中多数的最小驱动点集, 从而显著地降低

网络的可控性. 综上所述, 是否能够有效地保护这些

核心驱动节点是保证网络有效控制的关键.

另一方面, 探索最小驱动节点集的节点构成对

于网络控制也具有重要意义. 本文发现, 节点在最小

驱动节点集中出现的频率与网络度分布具有紧密的

关联, 对于低度节点占多数的网络, 高频出现的驱动

节点一般倾向于低度节点, 而在度分布较均衡的网络

如ER随机网, 高频出现的驱动节点便没有这种倾向

性, 这表明MDS的节点构成与网络的节点构成具有

明显的关联.

本文的研究不仅为复杂网络控制的研究提供了

新的研究视角, 也提出了若干新的问题. 将来的研究

方向包括分析网络所有最小驱动点集的拓扑特征, 寻

找满足控制约束的特定的最小驱动节点集, 以及研究

哪种最小驱动点集具有较好的控制鲁棒性等.
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