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摘 要: 针对一类具有外界扰动的严格反馈非线性系统,将Backstepping技术、预设性能控制和鲁棒控制相结合,提

出一种预设性能鲁棒控制器设计方法. 通过误差转换,建立系统等效误差模型,利用Backstepping和鲁棒控制逐步递

推选择适当的Lyapunov函数设计预设性能鲁棒控制器. 该控制策略兼顾系统的暂态和稳态性能,仿真实例表明了所

提出设计方法的有效性.
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Abstract: By combining Backstepping technique, prescribed performance and robust control, a prescribed performance

robust controller is investigated for a class of strict-feedback nonlinear systems with external disturbances. Firstly an

equivalent error model is established by means of error transformation. The prescribed performance robust controller is

designed step-by-step by choosing appropriate Lyapunov functions and utilizing Backstepping and robust control techniques.

The transient and steady state performance is considered in the control strategy. The simulation results show the effectiveness

of the proposed method.
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0 引引引 言言言

预设性能控制 (PPC)问题是当前控制界的研究

热点之一,其主要思想是在保证系统稳定的基本前提

下, 同时兼顾系统的暂态和稳态性能,目前已取得一

定的研究成果[1-4].

对于一个实际的控制系统,仅具有稳定性是不够

的,还需要考虑其他一些性能.文献 [5]研究了线性不

确定组合系统鲁棒分散输出渐近跟踪输出问题,基于

Lyapunov方程正定解的存在性,给出了输出反馈跟踪

控制器的设计方法,对于系统中所有允许的不确定性,

所涉及的控制器均使系统的输出渐近跟踪给定的参

考信号.文献 [6]研究了一类具有不确定性扰动输入

的多输入多输出仿射型非线性系统渐近跟踪指定输

出问题,利用神经网络技术给出其状态和输出反馈控

制器设计方法. 以上成果都是将注意力放在系统稳态

性能上, 没有考虑系统的暂态性能,如最大超调量和

收敛速度等. PPC问题是指在保证跟踪误差收敛到一

个预先设定区域的同时,保证收敛速度和超调量满足

预先设定的条件.如:文献 [7]针对一类反馈线性化系

统设计了预设性能自适应控制器; 文献 [8]针对一类

状态不可观测的仿射型非线性系统,利用性能函数、

误差变换和神经网络给出了具有预设性能的输出反

馈控制器设计方法.

本文将预设性能控制与Backstepping技术相结

合, 针对一类具有外界扰动的严格反馈非线性系统,

提出一种非线性系统预设性能控制器设计方法.同
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时, 受文献 [9-10]的启发, 首次将预设性能控制与鲁

棒控制相结合,保证系统暂态和稳态性能满足预先设

定要求的同时,要求系统也具有一定的鲁棒干扰抑制

性能.

1 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识

1.1 系系系统统统描描描述述述

考虑一类具有外界扰动的严格反馈非线性系统⎧⎨⎩
𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡)) + 𝑔𝑖(𝑥̄𝑖(𝑡))𝑥𝑖+1(𝑡) + 𝑤𝑖(𝑡),

𝑥̇𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑥(𝑡)) + 𝑔𝑛(𝑥(𝑡))𝑢+ 𝑤𝑛(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡).

(1)

其中: 𝑥̄𝑖(𝑡) = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖]
T ∈ 𝑅𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 −

1; 𝑥(𝑡) = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ 𝑅𝑛; 𝑢 ∈ 𝑅和 𝑦 ∈ 𝑅分别

为系统的状态、输入和输出向量; 𝑓𝑖(⋅)和 𝑔𝑖(⋅)为已知
连续的光滑函数; 𝑤𝑖(𝑡)为外部扰动信号.

假设 1 假设 𝑔𝑖(⋅)为严格正或严格负的连续函
数,且 𝑓𝑖(⋅)与 𝑔𝑖(⋅)一阶可导.

假设 2 期望轨迹 𝑦𝑟(𝑡)及其一阶、二阶导数

𝑦̇𝑟(𝑡)、̈𝑦𝑟(𝑡)均为已知连续且有界函数.

根据期望轨迹, 设计预设性能鲁棒𝐻∞控制器,

控制目标如下:

1)保证输出信号 𝑦(𝑡)跟踪期望轨迹 𝑦𝑟(𝑡), 保证

闭环系统中所有信号有界;

2)保证输出跟踪误差 𝑒1(𝑡) = 𝑦(𝑡)− 𝑦𝑟(𝑡)满足预

先设定的性能函数,即满足预先设定的暂态和稳态性

能;

3)保证系统具有一定的鲁棒𝐻∞干扰抑制性能.

1.2 预预预设设设性性性能能能函函函数数数

定义 1[1] 连续函数 𝜌(𝑡) : 𝑅+ → 𝑅+, 若同时满

足如下两个条件:

1) 𝜌(𝑡)是正的且严格递减;

2) lim
𝑡→∞

𝜌(𝑡) = 𝜌∞ > 0.

本文选取如下函数作为预设性能函数:

𝜌(𝑡) = (𝜌0 − 𝜌∞)e−𝑙𝑡 + 𝜌∞, (2)

其中 𝜌0、𝜌∞、𝑙为预先设定的正常数.本文的控制目

标可以通过如下不等式实现:

−𝑀𝜌(𝑡) < 𝑒1(𝑡) < 𝜌(𝑡), 𝑒1(𝑡) ⩾ 0, (3)

或

−𝜌(𝑡) < 𝑒1(𝑡) < 𝑀𝜌(𝑡), 𝑒1(𝑡) < 0, (4)

其中 0 ⩽ 𝑀 ⩽ 1为设计参数.

注 1 式 (2)中的 𝜌∞表示预设的最大容许稳态

误差, 𝑙表示跟踪误差的收敛速度,同时跟踪误差的最

大超调量小于等于𝑀𝜌0. 另外,在式 (3)和 (4)中,假设

0< ∣𝑒1(0)∣<𝜌0成立,所以,通过选择合适的 𝜌0、𝜌∞、𝑙

可以保证系统的稳态误差收敛到一个预先设定的区

域内,即保证其最大超调量和收敛速度满足预先设定

的要求.

1.3 误误误差差差变变变换换换

为了易于实现本文的控制目标,将式 (3)和 (4)所

示的不等式约束转换成等式约束的形式. 引入如下形

式的误差变换:

𝑒1(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑆(𝜀), (5)

其中 𝜀为新的转换误差. 𝑆(𝜀)具有如下性质:

1)𝑆(𝜀)光滑, 可逆严格递增, 因此, 可将式 (5)等

效变换为

𝜀(𝑡) = 𝑆−1
(𝑒1(𝑡)
𝜌(𝑡)

)
= 𝑇

(𝑒1(𝑡)
𝜌(𝑡)

)
; (6)

2)存在

−𝑀 < 𝑆(𝜀) < 1, 𝑒1(𝑡) ⩾ 0, (7)

或

−1 < 𝑆(𝜀) < 𝑀, 𝑒1(𝑡) < 0. (8)

选取具有如下典型形式的𝑆(𝜀):

𝑆(𝜀) =
e𝜀 −𝑀e−𝜀

e𝜀 + e−𝜀
, 𝑒1(𝑡) ⩾ 0, (9)

或

𝑆(𝜀) =
𝑀e𝜀 − e−𝜀

e𝜀 + e−𝜀
, 𝑒1(𝑡) ⩽ 0, (10)

可以求得

𝜀(𝑡) =

0.5 ln
(
𝑀 +

𝑒1(𝑡)

𝜌(𝑡)

)
− 0.5 ln

(
1− 𝑒1(𝑡)

𝜌(𝑡)

)
. (11)

式 (6)两边同时对时间求一阶导数,有

𝜀̇(𝑡) =
𝑒̇1(𝑡)− 𝜌̇(𝑡)𝑆(𝜀)

𝜌(𝑡)
(∂𝑆
∂𝜀

) . (12)

定义

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡)− 𝑦(𝑖−1)
𝑟 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (13)

根据式 (13),建立原系统 (1)的误差模型⎧⎨⎩

𝑒̇𝑖(𝑡) =

𝑓𝑖(𝑒𝑖(𝑡)) + 𝑔𝑖(𝑒𝑖(𝑡))𝑒𝑖+1(𝑡) + 𝑤𝑖(𝑡),

𝑒̇𝑛(𝑡) =

𝑓𝑛(𝑒𝑛(𝑡)) + 𝑔𝑛(𝑒𝑛(𝑡))𝑢(𝑡) + 𝑤𝑛(𝑡).

(14)

其中

𝑒𝑖(𝑡) = [𝑒1(𝑡), 𝑒2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑖(𝑡)]T ∈ 𝑅𝑖,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1,

𝑦𝑖(𝑡) = [𝑦𝑟(𝑡), 𝑦
(1)
𝑟 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑖−1)

𝑟 (𝑡)]T,

𝑓𝑖(𝑒𝑖) = 𝑓𝑖(𝑒𝑖(𝑡) + 𝑦𝑖(𝑡)) + 𝑔𝑖(𝑒𝑖(𝑡)+

𝑦𝑖(𝑡))𝑦
(𝑖)
𝑟 (𝑡)− 𝑦(𝑖)𝑟 (𝑡),

𝑔𝑖(𝑒𝑖) = 𝑔𝑖(𝑒𝑖(𝑡) + 𝑦𝑖(𝑡)).
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根据式 (5)的误差变换,将式 (12)代入 (14),建立

原系统 (1)的等效误差模型⎧⎨⎩

𝜀̇(𝑡) =

𝜙{𝑓1(𝑒1)− 𝜌̇(𝑡)𝑆(𝜀)+

𝑔1(𝑒1(𝑡))𝑒2(𝑡) + 𝑤1(𝑡)},
𝑒̇𝑖(𝑡) =

𝑓𝑖(𝑒𝑖(𝑡)) + 𝑔𝑖(𝑒𝑖(𝑡))𝑒𝑖+1(𝑡) + 𝑤𝑖(𝑡),

𝑒̇𝑛(𝑡) =

𝑓𝑛(𝑒𝑛(𝑡)) + 𝑔𝑛(𝑒𝑛(𝑡))𝑢(𝑡) + 𝑤𝑛(𝑡).

(15)

其中: 𝜙 = 1
/
𝜌
(∂𝑆
∂𝜀

)
, 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1.

2 预预预设设设性性性能能能鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器设设设计计计

将 预 设 性 能 与 鲁 棒 控 制 相 结 合, 利 用

Backstepping技术,设计系统 (1)的预设性能鲁棒控制

器.首先定义虚拟状态变量 𝜍𝑖和虚拟控制量 𝑎𝑁,𝑖 (2 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑛),且满足

𝜍𝑖 = 𝑒𝑖 − 𝑎𝑖−1. (16)

考虑系统外部扰动𝑤𝑖, 则系统 (15)可以等效变

换为 ⎧⎨⎩

𝜀̇ = 𝜙(𝑓1 + 𝑔1𝑎1 + 𝑔1𝜍2 − 𝜌̇𝑆 + 𝑤1),

𝜍𝑖 = 𝑓𝑖 + 𝑔𝑖𝑎𝑖 + 𝑔𝑖𝜍𝑖+1 + 𝑤𝑖 − 𝑎̇𝑖−1,

𝜍𝑛 = 𝑓𝑛 + 𝑔𝑛𝑢+ 𝑤𝑛 − 𝑎̇𝑛−1,

𝑧 = 𝜀,

(17)

其中 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1.

令

𝑤(𝑡) = [𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛]
T,

𝑧(𝑡)表示系统的控制输出.

注 2 为了书写和表示方便,省略系统 (17)的所

有时间变量 𝑡, 并将 𝑓𝑖(𝑒𝑖)、̄𝑔𝑖(𝑒𝑖)、𝑆(𝜀)、𝑤𝑖(𝑡)简记为

𝑓𝑖、̄𝑔𝑖、𝑆、𝑤𝑖.

利用Backstepping技术对预设性能鲁棒控制器

进行设计,首先给出系统具有鲁棒𝐻∞干扰抑制性能

的定义.

定义 2[11] 对于系统 (17), 若存在控制律𝑢(𝑡)和

李亚普诺夫函数𝑉 (𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛), 且从干扰𝑤(𝑡)到控

制输出 𝑧(𝑡)的𝐿2增益小于一个给定的正常数 𝛾,即

𝑉 (𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛)− 𝑉 (0) ⩽
w 𝑇

0
(𝛾2∥𝑤∥2 − ∥𝑧∥2)d𝑡,

(18)

其中𝑇 > 0. 则称该系统内部稳定,且具有鲁棒𝐻∞干

扰抑制性能.

基于Backstepping技术逐步对预设性能鲁棒控

制器进行设计,过程如下.

Step 1 考虑式 (17)中的第 1个子系统, 选择如

下形式的Lyapunov函数:

𝑉1(𝜀) =
1

2
𝜀2. (19)

定义

𝐻1 = 𝑉̇1(𝜀) +
1

2
(∥𝑧∥2 − 𝛾2∥𝑤1∥2). (20)

对𝑉1(𝜀)求导,可得

𝐻1 =

1

2
∥𝑧∥2 − 𝛾2

2
∥𝑤1∥2+

𝜍1(𝑓1 + 𝑔1𝑎1 + 𝑔1𝜍2 − 𝜌̇𝑆 + 𝑤1) =

1

2
𝜀2 − 𝛾2

2
𝑤2

1 + 𝜍1(𝑓1 + 𝑔1𝑎1 + 𝑔1𝜍2 − 𝜌̇𝑆 + 𝑤1) =

−
(𝛾
2
𝑤1 − 𝜍1

𝛾

)2

− 𝛾2

4
𝑤2

1+

𝜍1(Γ1𝜀+ 𝑓1 + 𝑔1𝑎1 + 𝑔1𝜍2 − 𝜌̇𝑆).

为了使第 1个子系统稳定,设计虚拟控制量 𝑎1为

𝑎1 =
1

𝑔1
(−Γ1𝜀− 𝑓1 − 𝑐1𝜍1 + 𝜌̇𝑆). (21)

其中: Γ1 =
1

2𝜙
+

𝜙

𝛾2
, 𝑐1为设计参数. 因此, 𝐻1可以表

示为

𝐻1 =

−
(𝛾
2
𝑤1 − 𝜍1

𝛾

)2

− 𝛾2

4
𝑤2

1 − 𝑐1𝜍
2
1 + 𝑔1𝜍1𝜍2. (22)

Step 𝒊 (2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1) 与Step 1推导过程相似,

定义函数

𝑉𝑖(𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑖) =

𝑉𝑖−1(𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑖−1) +
1

2
𝜍2𝑖 , (23)

𝐻𝑖 = 𝑉̇𝑖(𝜀) +
1

2
∥𝑧∥2 − 𝛾2

2

𝑖∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗 . (24)

设计虚拟控制量

𝑎𝑖 =

1

𝑔𝑖

(
− 𝜍𝑖

𝛾2
− 𝑓𝑖 − 𝑔𝑖−1𝜍𝑖−1 − 𝑐𝑖𝜍𝑖 + 𝑎̇𝑖−1

)
. (25)

将式 (25)代入 (24),得到

𝐻𝑖 =

−
𝑖∑

𝑗=1

[(𝛾
2
𝑤𝑗 − 𝜍𝑗

𝛾

)2

+
𝛾2

4
𝑤2

𝑗 + 𝑐𝑗𝜍
2
𝑗

]
+ 𝑔𝑖𝜍𝑖𝜍𝑖+1.

(26)

Step𝒏 定义如下函数:

𝑉𝑛(𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛) = 𝑉𝑛−1 +
1

2
𝜍2𝑛. (27)

得到

𝐻𝑛 =

𝑉̇𝑛(𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛) + 1

2
∥𝑧∥2 − 𝛾2

2

𝑛∑
𝑗=1

𝑤2
𝑗 =
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−
𝑛∑

𝑗=1

[(𝛾
2
𝑤𝑗 − 𝜍𝑗

𝛾

)2

+
𝛾2

4
𝑤2

𝑗

]
−

𝑛−1∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝜍
2
𝑗 + 𝑔𝑛−1𝜍𝑛−1𝜍𝑛+

𝜍𝑛

( 𝜍𝑛
𝛾2

+ 𝑓𝑛 + 𝑔𝑛𝑢− 𝑎̇𝑛−1

)
.

设计实际控制量为

𝑢 =

1

𝑔𝑛

(
− 𝜍𝑛

𝛾2
− 𝑓𝑛 − 𝑔𝑛−1𝜍𝑛−1 − 𝑐𝑛𝜍𝑛 + 𝑎̇𝑛−1

)
. (28)

将式 (28)代入𝐻𝑛,有

𝐻𝑛 =

−
𝑛∑

𝑗=1

[(𝛾
2
𝑤𝑗 − 𝜍𝑗

𝛾

)2

+
𝛾2

4
𝑤2

𝑗 + 𝑐𝑗𝜍
2
𝑗

]
< 0. (29)

选择系统 (17)的李亚普诺夫函数

𝑉 (𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛) = 2𝑉𝑛(𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛), (30)

计算得到

𝑉̇ (𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛) = 2𝐻𝑛 − 𝛾2(∥𝑧∥2 − ∥𝑤∥2). (31)

因为𝐻𝑛 < 0,所以

𝑉̇ (𝜀, 𝜍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜍𝑛) ⩽ 𝛾2(∥𝑤∥2 − ∥𝑧∥2). (32)

注 3 式 (32)表明, 基于Backstepping方法构造

李亚普诺夫推导出的鲁棒控制律𝑢, 使得误差系统

(17)对于所有有界干扰是内部稳定的,即从外部扰动

到输出具有小于 𝛾的𝐿2增益.

注 4 对于误差模型 (17), 采用控制律 (21)、(25)

和 (28), 可以保证闭环系统中所有误差信号 𝜀, 𝜍2,⋅ ⋅ ⋅ ,

𝜍𝑛有界, 进而保证转化误差 𝜀(𝑡)满足预先设定的暂

态、稳态性能要求.根据𝑆−1(𝜀)的存在性, 不难证明

原系统 (1)中所有的信号有界, 同时其跟踪误差满足

预先设定的要求.

综上所述,得到如下定理.

定理 1 对于原系统 (1),满足假设 1和假设 2,采

用式 (5)的误差变换, 给定某一常数 𝛾 > 0和设计参

数 𝑐𝑖 ⩾ 0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),利用预设性能鲁棒控制律
式 (21)、(25)和 (28), 可以保证原系统中所有信号有

界,进而保证原系统的跟踪误差满足预先设定的暂态

和稳态性能,同时可以使系统满足给定的𝐻∞干扰抑

制性能指标要求.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

考虑某一严格反馈非线性系统⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2

1 + 𝑥2 + 𝑤1,

𝑥̇2 = − sin(𝑥1)− 2𝑥2 + 𝑢+ 𝑤2,

𝑦 = 𝑥1.

(33)

根据定理 1,设计系统 (33)预设性能鲁棒控制器. 为了

验证设计方法的有效性,将仿真结果与不考虑预设性

能的Backstepping控制器的仿真结果进行比较 (选取

相同的仿真参数). 仿真参数如下:

期望输出为

𝑦𝑟(𝑡) = sin(2𝑡),

初始状态为

𝑥(0) = [0.6, 0]T,

性能函数为

𝜌(𝑡) = (1− 10−2)e−0.5𝑡 + 10−2,

设计参数为

𝑐1 = 1, 𝑐2 = 1, 𝛾 = 2,

𝑤1 = 0.01 cos(𝑡), 𝑤2 = 0.05 sin(𝑡).

图 1∼图 4分别为两种控制器作用下的跟踪输

出误差曲线和实际输出响应曲线. 由仿真曲线可见,

本文所设计的控制器能够保证系统的稳态和暂态性

能满足预先设定的要求,且具有一定的鲁棒干扰抑制

性能.
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图 1 跟踪误差响应曲线 (无预设性能)
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图 2 输出响应曲线 (无预设性能)
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图 3 跟踪误差响应曲线 (预设性能)
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图 4 输出响应曲线 (预设性能)

4 结结结 论论论

本文针对一类具有外界扰动的严格反馈非线性

系统, 利用Backstepping技术、预设性能和鲁棒控制

等技术, 基于Lyapunov稳定性理论提出了一种预设

性能鲁棒控制器设计方法. 该控制器兼顾了系统的暂

态和稳态性能,即保证系统稳态误差收敛到一个预先

设定的指定区域的同时, 保证系统在外扰作用下, 具

有一定的鲁棒干扰抑制性能.该成果为研究具有一般

形式的非线性系统预设性能控制问题提供了一种新

的思路和方法.
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