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摘 要: 首先,采用反双曲正弦函数设计一种三阶扩张状态观测器,利用Lyapunov函数证明三阶扩张状态观测器误

差系统渐近稳定;然后,利用反双曲正弦函数选取扩张状态观测器初始阶段的参数,以抑制微分峰值现象;最后,通过

仿真实验结果,表明了所提出的三阶扩张状态观测器能够获取二阶系统各状态变量和非线性扰动高精度的估计值,

而且能够较好地抑制微分峰值.
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Abstract: Firstly, a third-order extended state observer(ESO) with an inverse hyperbolic sine function is designed. The

stability of a third-order ESO error system is proved with the Lyapunov function. Then, the ESO parameters’ values

during the initial phase are determined with the inverse hyperbolic sine function in order to restrain the derivative peaking

phenomenon. Finally, the simulation results show that the ESO can obtain higher precision estimations of all the state

variables and non-linear disturbance and restrain the derivative peaking well.

Key words: inverse hyperbolic sine function；extended state observer；Lyapunov function；derivative peaking

phenomenon

0 引引引 言言言

在设计状态反馈控制系统时,通常需要获取系统

的各状态变量, 但是, 在许多情况下它们无法直接测

量, 如果系统包含不确定性和未知扰动,则系统各状

态变量的测量将更加困难.目前, 通常利用各种状态

观测器估计系统的状态变量,一般状态观测器的构造

不仅需要控制输入和系统输出,而且需要系统状态方

程的相关矩阵, 因此, 状态观测器的实现往往比较困

难.文献 [1]提出了扩张状态观测器 (ESO)的概念.扩

张状态观测器根据被控对象的实际输出信号 𝑦(𝑡)和

控制输入𝑢(𝑡),实时估计出对象的状态变量以及作用

于被控对象的扰动总和,而扰动总和是一个扩张的状

态变量.利用扩张状态观测器可将非线性、不确定性

系统近似线性化和确定化,它是自抗扰控制器的一个

核心.近年来, ESO已得到了广泛的应用[2-6].

根据检索的结果,目前,专门研究扩张观测器的

文献并不多见.文献 [6]对利用 fal( )和 fhan( )函数的

经典扩张观测器进行了系统论述.文献 [7]设计了一

种线性高增益扩张观测器,通过选取充分大的增益参

数来保证估计精度.文献 [8]提出了一种三阶离散的

线性ESO结构,并进行了稳定性分析.文献 [9]利用非

连续的分段Lyapunov函数进行二阶扩张状态观测器

的误差分析与估计, 并用多Lyapunov函数方法证明

了系统的稳定性.

本文应用反双曲正弦函数构造一种三阶扩张状

态观测器以及设定ESO初始阶段的参数.首先,分析

了反双曲正弦函数的一些特性; 然后, 利用反双曲

正弦函数设计二阶系统的扩张状态观测器, 并利用

Lyapunov函数证明了三阶ESO观测误差系统渐近稳

定;最后,研究了利用反双曲正弦函数设定ESO初始

阶段的参数, 以有效抑制微分峰值现象.数字仿真实

验验证了该扩张状态观测器的有效性.
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1 反反反双双双曲曲曲正正正弦弦弦函函函数数数的的的特特特性性性

反双曲正弦函数 arsh𝑥为奇函数, 且光滑连续.

由于 lim
𝑥→∞

(arsh𝑥)′ = 0, 当 ∣𝑥∣很大时, 函数值接近饱

和.由泰勒中值定理可知,在𝑥 = 0的邻域内,即 ∣𝑥∣很
小时, arsh𝑥 ≈ 𝑥, 它近似为线性函数. 在函数 𝑎0 ⋅
arsh(𝑏0𝑥)中, 参数 𝑎0和 𝑏0可调节 arsh𝑥的函数值和

变化率.反双曲正弦函数可使得ESO具有理想的状态

估计效果,系统响应快速而平稳.

2 扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器的的的设设设计计计和和和分分分析析析

2.1 扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器的的的设设设计计计

设二阶系统为{
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) + 𝑏𝑢(𝑡).
(1)

其中: 𝑏 > 0;假设 𝑓(𝑥1, 𝑥2)为系统的未知非线性扰动

函数,且 𝑓(𝑥1, 𝑥2)有界; 𝑢(𝑡)为系统控制输入.

令𝑥3(𝑡) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3(𝑡)为扩张状态变量,并记

𝑥̇3(𝑡) = 𝑤(𝑡), 𝑦(𝑡)为系统输出,则原系统 (1)扩张为[5]⎧⎨⎩
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥3(𝑡) + 𝑏𝑢,

𝑥̇3(𝑡) = 𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡).

(2)

构造系统 (2)的一个三阶扩张状态观测器为⎧⎨⎩

𝑒1(𝑡) = 𝑧1(𝑡)− 𝑦(𝑡),

𝑧̇1(𝑡) = 𝑧2(𝑡)− 𝑎1𝑒1(𝑡),

𝑧̇2(𝑡) =

𝑧3(𝑡)− 𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2𝑒1(𝑡)) + 𝑏𝑢(𝑡),

𝑧̇3(𝑡) = −𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3𝑒1(𝑡)).

(3)

其中: 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0, 𝑏2 > 0, 𝑎3 > 0, 𝑏3 > 0,通常取 𝑏2

和 𝑏3接近于 1.适当选取参数 𝑎1、𝑎2、𝑎3, 则扩张状态

观测器 (3)可以精确估计出系统 (2)的所有状态变量

𝑥1(𝑡)、𝑥2(𝑡)以及𝑥3(𝑡), 即 𝑧1(𝑡)→ 𝑥1(𝑡), 𝑧2(𝑡)→ 𝑥2(𝑡),

𝑧3(𝑡) → 𝑥3(𝑡),且𝑥3(𝑡) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2).

2.2 扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器误误误差差差系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性证证证明明明

如果令 𝑒1(𝑡) = 𝑧1(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 𝑧1(𝑡) − 𝑥1(𝑡),

𝑒2(𝑡) = 𝑧2(𝑡) − 𝑥2(𝑡), 𝑒3(𝑡) = 𝑧3(𝑡) − 𝑥3(𝑡),不妨假定

𝑥̇3(𝑡) = 𝑤(𝑡)为常值,即 𝑥̇3(𝑡) = 𝑤0,则扩张状态观测

器系统 (3)与系统 (2)的误差方程为⎧⎨⎩
𝑒̇1(𝑡) = 𝑒2(𝑡)− 𝑎1𝑒1(𝑡),

𝑒̇2(𝑡) = 𝑒3(𝑡)− 𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2𝑒1(𝑡)),
𝑒̇3(𝑡) = −𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3𝑒1(𝑡))− 𝑤0.

(4)

下面证明ESO的误差系统 (4)在平衡点处渐近

稳定[10].

误差系统 (4)可转化为

𝑒̇(𝑡) = −𝑨(𝒆(𝑡))𝒆(𝑡), (5)

其中

𝑨(𝒆(𝑡)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎1 −1 0

𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

0 −1

𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (6)

式 (6)中,显然
arsh(𝑏2𝑒1(𝑡))

𝑒1(𝑡)
> 0,

arsh(𝑏3𝑒1(𝑡))

𝑒1(𝑡)
> 0且

有界. 当满足下列条件时:

𝑎1𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

− 𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

> 0, (7)

可得到主对角线元素均为正数的矩阵𝑫,即

𝑫=

⎡⎢⎣ 1 ℎ(𝑒1(𝑡)) + 𝛿1 −𝛾

−ℎ(𝑒1(𝑡))− 𝛿1 𝛾 𝑔(𝑒1(𝑡))+ 𝛿2

𝛾 −𝑔(𝑒1(𝑡))− 𝛿2 𝛾

⎤⎥⎦,
(8)

使得𝑫𝑨(𝒆(𝑡))为正定对称阵.式(8)中: 𝛾、𝛿1、𝛿2均为

无穷小的正数,且

ℎ(𝑒1(𝑡)) =

𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2 ⋅ 𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

𝑎1𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2 ⋅ 𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

− 𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3 ⋅ 𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

,

𝑔(𝑒1(𝑡)) =

1

𝑎1𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2 ⋅ 𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

− 𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3 ⋅ 𝑒1(𝑡))
𝑒1(𝑡)

.

取误差系统 (4)的Lyapunov函数为

𝑉 (𝑡) =
w 𝑡

0
(𝑫𝑨(𝒆(𝜏))𝑒(𝜏), 𝒆̇(𝜏))d𝜏 + 𝐶 =w 𝑡

0
{− [𝑎𝑒1(𝜏)− 𝑒2(𝜏)]

2 −
𝛾[𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2𝑒1(𝜏))− 𝑒3(𝜏)]

2−
𝛾[𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3𝑒1(𝜏)) + 𝑤0]

2}d𝜏 + 𝐶. (9)

其中: 𝑡 > 0,常数𝐶为充分大的正数.

在系统 (4)的平衡点局部, 𝑉 (𝑡)中第 1项的被积

函数值为有界,因此,只要常数𝐶取为足够大的正数,

就可以保证𝑉 (𝑡) > 0. Lyapunov函数 (9)的导数为

𝑉̇ (𝑡) = − [𝑎𝑒1(𝑡)− 𝑒2(𝑡)]
2−

𝛾[𝑎2 ⋅ arsh(𝑏2𝑒1(𝑡))− 𝑒3(𝑡)]
2−

𝛾[𝑎3 ⋅ arsh(𝑏3𝑒1(𝑡)) + 𝑤0]
2 ⩽ 0, (10)

仅当系统 (4)为其零解时, 𝑉̇ (𝑡) = 0.故系统 (4)在其平

衡点处渐近稳定.

根据反双曲正弦函数的特性,在 𝑒1(𝑡)=0的邻域

内, 有 arsh(𝑏2𝑒1(𝑡)) ≈ 𝑏2𝑒1(𝑡), arsh(𝑏3𝑒1(𝑡)) ≈ 𝑏3𝑒1(𝑡).

因此,式 (7)可以近似转化为 𝑎1𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3 > 0. 仿真

研究表明,只要式 (3) ESO的参数满足该条件,就可以

保证误差系统 (4)渐近稳定.
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3 ESO微微微分分分峰峰峰值值值现现现象象象的的的抑抑抑制制制
当ESO状态的初始值与系统状态变量初始值的

误差较大时,在ESO初始时刻附近,系统的微分信号

估计和加速度信号估计会出现较大的峰值, 峰值是

由于微分作用的高增益造成的. 选取充分大的增益

系数,会使线性高增益ESO存在更大的微分峰值.在

ESO的初始值与被观测系统状态的初始值存在较大

误差的情况下, ESO普遍存在微分峰值现象[7,11]. 如

果利用峰值信号来确定系统控制输入量,则将影响系

统的控制效果,可能造成系统发散,甚至损坏系统中

的某些元件[7]. 文献 [7]和 [11]利用变系数法来抑制

微分器及ESO峰值现象.

为了消除ESO微分峰值,在ESO初始运行阶段,

本文利用反双曲正弦函数来设定式 (3) ESO中的参数

值 𝑎2、𝑎3,即

𝑎2 =

{
𝑐1 ⋅ arsh(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1;

𝑑1, 𝑡 > 1;
(11)

𝑎3 =

{
𝑐2 ⋅ arsh(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1;

𝑑2, 𝑡 > 1.
(12)

式 (11)和 (12)中, 𝑑1和 𝑑2为ESO在观测具体系

统时的可调参数,由于该ESO的鲁棒性,通常 𝑑1和 𝑑2

都有较大的取值范围.只要保证在ESO运行的初始阶

段 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1中, 𝑐1 ⋅ arsh(𝑡)和 𝑐2 ⋅ arsh(𝑡)的值较小即
可,因此 𝑐1和 𝑐2的取值有较大的灵活性,它们的不同

取值都能较好地消除微分峰值现象.式 (11)和 (12)同

样适用于其他ESO的参数设置,以消除微分峰值.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

下面进行利用ESO对二阶系统估计的仿真实

验.仿真实验分两步:第 1步不抑制微分峰值现象;第

2步利用式 (11)和 (12)抑制微分峰值,并检验ESO的

估计效果.

设二阶系统模型为⎧⎨⎩
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 1.0sign(sin(0.5𝑡)) + 𝑏𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡).

(13)

假设非线性扰动 𝑓(𝑡) = 1.0sign(sin(0.5𝑡))未知,

已知输入𝑢(𝑡) = sin(0.5𝑡), 𝑏 = 2.采用系统 (3)构造三

阶ESO.

Step 1 式 (3) ESO的参数值 𝑎2、𝑎3取固定值,进

行仿真实验[11].在式 (3)的ESO中,参数 𝑎1 = 20, 𝑏2 =

1.2, 𝑏3 = 1.5. ESO的 𝑎2 = 300, 𝑎3 = 1000. 系统 (13)

的初始状态为 [0.1, 0], ESO的初始值为 [0, 0, 0], 则系

统状态𝑥2(𝑡)及其ESO估计如图 1所示. 由图 1可知,

在初始阶段,系统状态𝑥1(𝑡)的微分𝑥2(𝑡)的ESO估计

出现了一定的峰值现象.
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图 1 系统状态𝑥2及其ESO估计值

非线性扰动 𝑓(𝑡) = 1.0sign(sin(0.5𝑡))为系统状

态𝑥2(𝑡)微分值的一部分.该步的仿真实验表明,在初

始阶段, 系统扩张状态𝑥3(𝑡)的ESO估计也出现了较

大的峰值现象.

另外,通过对比实验发现,在同样的系统中,如果

采用文献 [6]设计的 fhan( )函数形式的经典扩张观测

器, 则在初始阶段, 系统状态𝑥2(𝑡)和𝑥3(𝑡)的ESO估

计都将出现较大峰值现象.

Step 2 进行抑制ESO峰值和检验估计效果的

仿真实验. 二阶系统的模型与上述实验相同. 式 (3)

ESO的 𝑎2、𝑎3分别由式 (11)和 (12)确定,其中取 𝑐1 =

𝑐2 = 100. ESO其他参数均保持不变. 则系统状态

𝑥1(𝑡)的估计误差值如图 2所示; 系统状态𝑥2(𝑡)及其

ESO估计值如图 3所示; 系统状态𝑥2(𝑡)的估计误差

值如图 4所示;系统状态𝑥3(𝑡)及其ESO估计值如图 5

所示;系统状态𝑥3(𝑡)的估计误差值如图 6所示.

由图 2可知,状态𝑥1(𝑡)的估计精度较高,在初始

阶段之后,状态𝑥1(𝑡)的ESO估计误差小于 1.0×10−3.

由图 3和图 4可知, 状态𝑥2(𝑡)的估计精度也较高, 在
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图 2 系统状态𝑥1的估计误差值
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图 3 系统状态𝑥2及其ESO估计值
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图 4 系统状态𝑥2的估计误差值
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图 5 系统状态𝑥3及其ESO估计值
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图 6 系统状态𝑥3的估计误差值

初始阶段之后,状态𝑥2(𝑡)估计误差小于 4.5×10−2,而

且有效抑制了状态𝑥2(𝑡)的峰值. 非线性扰动 𝑓(𝑡)为

方波信号,由图 5和图 6可知, ESO能快速精确地观测

未知方波扰动量.除方波的间断点之外, 观测 𝑓(𝑡)的

稳态误差小于 1× 10−5,而且有效抑制了状态𝑥3(𝑡)的

峰值. 总之, 利用式 (11)和 (12)选取ESO初始阶段参

数 𝑎2、𝑎3,能较好地抑制速度和加速度微分峰值现象,

同时, ESO能够获得较高的系统状态变量估计精度.

5 结结结 论论论

反双曲正弦函数是光滑连续函数,具有快速响应

特性.本文设计了一种利用反双曲正弦函数构造的三

阶扩张状态观测器,并且ESO观测误差系统在平衡点

处渐近稳定.仿真实验表明,该ESO能够精确观测二

阶系统的状态变量和加速度非线性扰动,系统响应快

速而平稳.同时,利用反双曲正弦函数设定ESO初始

阶段的参数 𝑎2、𝑎3,能够有效地抑制微分峰值现象.利

用反双曲正弦函数设计ESO以及抑制微分峰值现象,

具有重要的参考意义和工程应用价值.
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