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摘 要: 针对模型确认中的确认度量问题,构造实验观测数据经验概率分布的置信包络. 通过计算其与模型响应概

率分布之间距离的上/下确界,给出基于概率分布距离确认度量的置信区间. 通过构造与实验观测数据有关的协方差

矩阵,给出基于概率分布距离的多响应模型确认度量及其置信区间的求解方式. 该度量利用了模型输出与实验观测

的完整概率分布信息,并且考虑了各模型响应间的相关性. 算例仿真结果表明其确认错误率低于现有的其他两种确

认度量.

关键词: 模型确认；概率分布距离；置信区间；多响应确认度量
中图分类号: O327；TH113 文献标志码: A

Multiple response model validation metric based on distance of
probability distribution
ZHAO Liang, YANG Zhan-ping
(Institute of Electronic Engineering，China Academy of Engineering Physics，Mianyang 621900，China．Correspondent:

ZHAO Liang，E-mail：swjtu zhaoliang@126.com)

Abstract: For the metric for model validation, the confidence interval of the validation metric is presented by calculating the

infimum and supremum of the distance between the empirical probability distribution of model response and the confidence

interval of the experimental distribution. Besides, a multiple response validation metric based on the distance of probability

distribution is proposed with its confidence interval by constructing experimental covariance matrix. The metric makes use

of the whole data distribution and considers the correlation among multiple model responses. Simulation results show that

the validation error rate of the proposed metric is lower than other two metrics.
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0 引引引 言言言

建模仿真是如今科学、工业领域中广泛采用的

一种科研、设计方法, 由建模仿真得到的结果通常

是相关领域决策的重要依据. 在一些涉及重大安全

性、可靠性的问题中,建模仿真所得结果的准确性是

人们尤为关心的问题,模型确认就是针对该问题而提

出的一个重要研究方向[1]. 如George Box[2]所说:“现

实中的所有模型都是错的,但有些模型是有用的”,模

型确认并非以“对”或“错”的形式评判一个模型,而

是评估模型在其预期应用环境下的准确性是否足够,

在这一过程中需要克服的困难包括: 如何量化以不确

定性形式表示的模型响应与实验观测之间的差异;如

何将基于这种量化结果的判断外推至缺乏实验观测

的模型预期应用环境,并给出相应的置信度等. 虽然,

国外已经开展了大量有关模型确认的研究[1, 3-5],但距

离在实际问题中进行严格意义的模型确认仍有差距,

相比之下,国内在这方面的研究仍处于起步阶段.

确认度量是模型确认中的重要环节, 是对含有

不确定性的模型响应与实验观测之间差异的量化.目

前,研究人员已经在模型确认中提出或应用了多种形

式的确认度量[6-14], 它们各有特点; 但由于模型确认

本身尚缺乏统一的认识,实际模型确认过程中在确认

度量的选择上表现出很大的主观性和随意性. 本文结

合模型确认的基本需求总结了确认度量应具备的性

质,以此为依据分析了目前具有代表性的几类确认度

量, 提出一种新的多响应确认度量, 并通过算例仿真

收稿日期: 2014-03-16；修回日期: 2014-07-06.

基金项目: 中国工程物理研究院科学技术发展基金项目 (2012B0403058)；十二五行业预研项目 (426010401).

作者简介: 赵亮 (1983−),男,博士生,从事模型验证与确认的研究；杨战平(1966−),男,研究员,博士生导师,从事复杂

系统建模与仿真等研究.



第 6期 赵 亮等: 基于概率分布距离的多响应模型确认度量 1015

验证了所提出度量的有效性.

1 对对对现现现有有有确确确认认认度度度量量量的的的分分分析析析

1.1 确确确认认认度度度量量量的的的要要要求求求

早期评价一个模型所采用的“图形对比”的方式

仅仅能够提供对其准确性的定性评估,而模型确认中

的确认度量要求给出模型响应与实验观测之间差异

的客观量化结果. 本文以 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒)表示这种量化结

果.其中: 𝑥𝑚为模型响应数据, 𝑥𝑒为实验观测数据. 此

处结合科学、工程领域在模型确认中的需求[6, 13-14],

将确认度量所应具有的性质总结如下:

1)给出客观的量化结果,排除分析人员主观因素

的影响;

2)能反映模型响应与实验观测数据的整体之间

的差异;

3) 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒)具备数学上定义度量时所要求的性

质: 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒) ⩾ 0, 当且仅当𝑥𝑚 = 𝑥𝑒时, 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒)

= 0;

4)确认度量能够提供与实验观测数量相联系的

置信水平;

5)判断模型准确性的标准独立于确认度量;

6)当模型的不确定性增加时,确认度量不倾向于

接受模型;

7)确认度量不仅能够对模型响应和实验观测进

行“单点”比较,也能将“多点”的数据合并起来进行

比较.

性质 7)中的“单点”比较是指单变量输出模型

在一个确认点的响应与该确认点的实验观测之间的

比较, 其反映的是模型输出的局部准确性. 所谓“多

点”比较则包括单变量输出模型在不同确认点的响应

与对应的实验观测之间的比较,或者多变量输出模型

在一个确认点的多个变量的响应与该确认点的实验

观测之间的比较. 将这种能进行“多点”比较的度量

称为多响应确认度量,它可以评估模型的整体准确性,

这一点是工程设计中尤为看重的[10-11, 14].

1.2 目目目前前前的的的几几几类类类确确确认认认度度度量量量

目前比较有代表性的确认度量主要有两类,一类

为假设检验类型,具体采用的方法包括经典假设检验

法[7-11]和贝叶斯因子法[8, 11].其中经典假设检验法通

常基于实验观测与模型响应同分布的假设构造检验

统计量, 根据实验观测数据计算统计量, 并由此判断

是否拒绝原假设.其关注点在于已有的证据是否能拒

绝模型正确的假设, 但没有足够证据拒绝一个模型

并不等同于该模型是准确的.相比之下, 基于贝叶斯

假设检验的贝叶斯因子法主要估计模型正确的信任

度 (后验概率),将有关模型是否准确的两个假设的后

验概率之比作为确认度量,其关注点在于是否接受而

非拒绝模型.但是,如前文所述,对确认度量的第 1要

求是给出模型响应与实验观测间差异的客观量化结

果,而非带有主观性的“模型正确的信任度”. 总而言

之,假设检验类的确认度量在回答模型是否准确时难

以提供对模型准确程度的客观量化,这与对确认度量

的要求之间存在差距. 同时,由于假设检验类的确认

度量以“拒绝模型”或“接受模型”的形式作为度量结

果,当存在“多点”数据时,如何合理整合各“点”所得

的度量结果是存在困难的.

另一类确认度量可归为距离类型, 这类方法根

据模型响应和实验观测数据的均值[4, 12-13] 或概率分

布之间的距离[14]来量化两者的差异, 更符合确认度

量所要求的客观量化差异的性质.此类度量的关键

在于选择合适的数据特征作为距离的计算对象. 如

果只是比较模型响应和实验观测的数据均值, 或是

类似的仅仅反映了数据某项趋势的特征参数, 则并

不能保证所得的度量结果反映了模型响应和实验数

据的整体之间的差异. 在不易确定数据的哪些特征

是重要的时, 以模型响应和实验观测两者分布的距

离作为确认度量是较好的选择, 因为概率分布中包

含了几乎所有的数据信息.另外, 以概率分布的差异

作为确认度量也符合“𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒) ⩾ 0, 当且仅当𝑥𝑚

= 𝑥𝑒时, 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒) = 0”这一数学上对度量的要求,并

且 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒)不会随模型的不确定性增加而减小, 即

不确定性增加不会使确认度量倾向于接受模型.这类

确认度量的不足在于没有提供与实验观测数量相联

系的置信水平, 且在进行多响应确认时采用概率积

分变换的方式将所有实验数据无差异地转换到概率

域[14],这样做未考虑到不同模型响应之间的相关性.

通过上述总结可以发现,基于概率分布距离的确

认度量相比于假设检验类型以及其他距离类型的确

认度量更符合 1.1节所述要求, 但相对于完整的确认

度量应有的性质仍存在不足, 即缺乏置信区间, 且多

响应确认不够合理. 本文通过构造实验观测数据经验

分布的置信包络,计算其与模型响应分布差异之间的

上/下确界, 给出基于概率分布距离的确认度量与实

验观测数量相联系的置信区间;再通过构造与实验观

测数据有关的协方差矩阵, 给出一种基于“单点”概

率分布距离的多响应确认度量.该确认度量考虑了

各“点”数据间的相关性,能在“多点”情况下给出模

型响应与实验观测之间整体差异的量化结果.算例仿

真结果验证了本文方法的合理性和有效性.
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2 改改改进进进的的的基基基于于于概概概率率率分分分布布布距距距离离离的的的确确确认认认度度度量量量

2.1 确确确认认认度度度量量量的的的置置置信信信区区区间间间

基于概率分布距离的确认度量如图 1所示. 文献

[14]通过计算模型响应与实验观测的经验概率分布

之间的差异面积 (图 1中阴影部分),可给出对模型准

确性的量化结果[14], 此处的“面积”可视为距离的一

种特例.
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图 1 基于概率分布距离的确认度量示意图

图 1中𝐹𝑚(𝑥)为在某一确认点处模型响应值所

构成的经验概率分布, 在不需要考虑计算代价的情

况下模型输出可以足够多,从而得到类似图 1中的平

滑𝐹𝑚(𝑥)曲线. 𝐹 𝑒(𝑥)为同一确认点由实验观测得到

的经验累积概率分布,由于实验观测数据通常是有限

的, 使𝐹 𝑒(𝑥)呈现明显的阶梯状. 该度量的数学表达

式为

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒) =
w +∞
−∞
∣𝐹 𝑒(𝑥)− 𝐹𝑚(𝑥)∣d𝑥, (1)

其本质是Wasserstein距离的一种特例.

为了给出式 (1)所示确认度量的置信区间, 需要

考虑实验观测数据的样本不确定性, 它源于有限的

实验观测样本不足以反映总体变化的情况.本文采用

Kolmogorov-Smirnov置信包络,对实验观测数据的这

种不确定性进行量化,其满足以下定理.

定定定理理理 1 有一组不确定性变量的观测样本数

据, 其经验概率分布函数为𝐹 𝑒(𝑥), 则在置信水平

(1− 𝛼)× 100%下,观测样本的概率包络为

𝐹 𝑒(𝑥) = min(1,max(0, 𝐹 𝑒(𝑥) + 𝜀)), (2)

𝐹 𝑒(𝑥) = min(1,max(0, 𝐹 𝑒(𝑥)− 𝜀)). (3)

其中: 𝐹 𝑒(𝑥)为概率分布𝐹 𝑒(𝑥)的上界; 𝐹 𝑒(𝑥)为概率

分布𝐹 𝑒(𝑥)的下界; 由𝐹 𝑒(𝑥)和𝐹 𝑒(𝑥)围成的概率包

络决定了一族概率分布函数𝐹 (𝑥), 且满足𝐹 𝑒(𝑥) ⩽
𝐹 (𝑥) ⩽ 𝐹 𝑒(𝑥); 𝜀为Kolmogorov-Smirnov置信包络的

临界统计[14],且只与置信水平 (1− 𝛼)× 100%和样本

数 𝑝有关.

得到实验观测数据在 (1−𝛼)×100%置信水平下

的Kolmogorov-Smirnov置信包络后, 确认度量 𝑑(𝑥𝑚,

𝑥𝑒)在同样置信水平下的置信区间可表示为[
inf

𝑓𝑒(𝑥)∈KS

w +∞
−∞
∣𝑓𝑚(𝑥)− 𝑓𝑒(𝑥)∣d𝑥,

sup
𝑓𝑒(𝑥)∈KS

w +∞
−∞
∣𝑓𝑚(𝑥)− 𝑓𝑒(𝑥)∣d𝑥

]
, (4)

其中KS表示由式 (2)和 (3)所得的置信包络. 式 (4)所

示的置信区间只与置信水平 (1−𝛼)× 100%和实验观

测的样本数 𝑝有关. 式 (4)的求解可转化为以下优化

问题:

find 𝒙, max
w +∞
−∞
∣𝐹 𝑒(𝑥)− 𝐹𝑚(𝑥)∣d𝑥;

s.t. size(𝒙) = 𝑝, 𝐹 𝑒(𝑥) ∈ KS. (5)

find 𝒙, min
w +∞
−∞
∣𝐹 𝑒(𝑥)− 𝐹𝑚(𝑥)∣d𝑥;

s.t. size(𝒙) = 𝑝, 𝐹 𝑒(𝑥) ∈ KS. (6)

通过遗传算法之类的方法可获取其最优值.式 (5)和

(6)中: 𝒙为Kolmogorov-Smirnov置信包络内可能的

实验观测数据向量, size(⋅)为计算向量中元素个数的
算子.

2.2 “““多多多点点点”””情情情况况况下下下的的的确确确认认认度度度量量量

式 (1)中的确认度量利用两个累积概率分布表示

所有模型响应和实验观测所包含的信息, 它只适用

于“单点”确认的情况. 当数据来自𝑛(𝑛 > 1)个确认

点, 或者数据对应模型的𝑛个输出变量时, 如何利用

所有数据给出有关模型整体准确性的量化结果是多

响应确认度量需要解决的问题.为此提出确认度量的

形式如下:

𝑀2 = 𝑫T𝑾−1𝑫. (7)

其中: 𝑫为由式 (1)所得的度量值 𝑑𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)
组成的向量, 𝑑𝑖分别对应各确认点/各模型输出变量

的“单点”确认值; 𝑾 为一正定阵,取

𝑾 = cov(𝑿𝑒), (8)

𝑿𝑒为 𝑝 × 𝑛维的实验观测矩阵, 𝑝为各确认点/各模

型输出变量对应的实验观测数目.式 (5)中的确认度

量𝑀2通过实验观测数据的协方差矩阵𝑾 反映了

各“单点”度量值 𝑑𝑖之间的联系,并且是尺度无关的,

这一点对于多变量输出模型的确认非常重要,因为这

种模型不同的输出变量通常具有不同的属性,分别对

应不同的尺度,所以衡量此类模型整体准确性的确认

度量应是尺度无关的.

注意到可能存在各确认点/各模型输出变量对

应的实验观测数目不同, 或者 𝑝 ⩽ 𝑛的情况, 从而导

致𝑾−1为奇异矩阵.为了避免这种情况并充分利用

所有实验观测数据, 此处给出另一种矩阵𝑾 的构造

方法. 第 𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)个确认点/模型输出变量
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的“单点”度量 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑒)可通过下式离散化求解:

𝑑𝑖(𝑥
𝑚, 𝑥𝑒) =

𝑁∑
𝑗=1

∣𝐹 𝑒
𝑖 (𝑥𝑖𝑗)− 𝐹𝑚

𝑖 (𝑥𝑖𝑗)∣ ⋅Δ𝑥𝑖𝑗 =

𝑁∑
𝑗=1

𝐴𝑖(𝑥𝑖𝑗) ⋅Δ𝑥𝑖𝑗 −
𝑁∑
𝑗=1

𝐵𝑖(𝑥𝑖𝑗) ⋅Δ𝑥𝑖𝑗 . (9)

其中

𝐴𝑖(𝑥𝑖𝑗) =

⎧⎨⎩ 𝐹 𝑒
𝑖 (𝑥𝑖𝑗), 𝐹

𝑒
𝑖 (𝑥𝑖𝑗) ⩾ 𝐹𝑚

𝑖 (𝑥𝑖𝑗);

−𝐹 𝑒
𝑖 (𝑥𝑖𝑗), 𝐹

𝑒
𝑖 (𝑥𝑖𝑗) < 𝐹𝑚

𝑖 (𝑥𝑖𝑗);

𝐵𝑖(𝑥𝑖𝑗) =

⎧⎨⎩ 𝐹𝑚
𝑖 (𝑥𝑖𝑗), 𝐹

𝑒
𝑖 (𝑥𝑖𝑗) ⩾ 𝐹𝑚

𝑖 (𝑥𝑖𝑗);

−𝐹𝑚
𝑖 (𝑥𝑖𝑗), 𝐹

𝑒
𝑖 (𝑥𝑖𝑗) < 𝐹𝑚

𝑖 (𝑥𝑖𝑗).

式 (9)将概率分布𝐹𝑚
𝑖 (𝑥)和𝐹 𝑒

𝑖 (𝑥)的定义域划分

为足够小的𝑁个区间, 各区间宽度为Δ𝑥𝑖𝑗 , 𝑥𝑖𝑗取各

区间的中点. 注意到式 (9)中的
𝑁∑
𝑗=1

𝐵𝑖(𝑥𝑖𝑗) ⋅ Δ𝑥𝑖𝑗包

含了在计算 𝑑𝑖(𝑥
𝑚, 𝑥𝑒)时所用到的实验观测数据的

所有信息, 通过改变𝑁 , 可以将其划分为任意数量

的𝐵𝑖(𝑥𝑖𝑗) ⋅Δ𝑥𝑖𝑗的组合.由此可得到一种有关实验观

测数据的𝑁 × 𝑛维矩阵为

𝒀 𝑒 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵1(𝑥11)Δ𝑥11 𝐵2(𝑥21)Δ𝑥21 ⋅ ⋅ ⋅
𝐵1(𝑥12)Δ𝑥12 𝐵2(𝑥22)Δ𝑥22 ⋅ ⋅ ⋅

...
...

. . .

𝐵1(𝑥1𝑁 )Δ𝑥1𝑁 𝐵2(𝑥2𝑁 )Δ𝑥2𝑁 ⋅ ⋅ ⋅

→

←

𝐵𝑛(𝑥𝑛1)Δ𝑥𝑛1

𝐵𝑛(𝑥𝑛2)Δ𝑥𝑛2

...

𝐵𝑛(𝑥𝑛𝑁 )Δ𝑥𝑛𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (10)

该矩阵的行数𝑁不受实验观测数目的限制,任何情况

下均可使𝑁 > 𝑝,以此构造的协方差矩阵为

𝑾 = cov(𝒀 𝒆), (11)

在确保𝑾−1非奇异的同时也能反映各 𝑑𝑖之间联系.

式 (7)中多响应确认度量的置信区间同样基于各

确认点处实验观测数据的Kolmogorov-Smirnov置信

包络进行表示,即

[ inf
𝐹 𝑒

𝑖 (𝑥)∈KS𝑖

𝑫T𝑾−1𝑫, sup
𝐹 𝑒

𝑖 (𝑥)∈KS𝑖

𝑫T𝑾−1𝑫]. (12)

其中: KS𝑖表示第 𝑖个确认点的 𝑝个实验观测数

据在 (1 − 𝛼) × 100%置信水平下的Kolmogorov-

Smirnov置信包络, 该置信区间与置信水平和各确

认点的实验观测数量有关. 类似于第 2.1节,通过以下

优化问题对式 (12)进行求解:

find 𝑿𝑒, max 𝑫T𝑾−1𝑫;

s.t. 𝐹 𝑒
𝑖 (𝑥) ∈ KS𝑖. (13)

find 𝑿𝑒, min 𝑫T𝑾−1𝑫;

s.t. 𝐹 𝑒
𝑖 (𝑥) ∈ KS𝑖. (14)

其中𝑿𝑒为各确认点的Kolmogorov-Smirnov置信包

络内可能的实验观测数据向量所构成的矩阵:

由式 (7)所得的确认度量值𝑀2是模型响应和实

验观测的概率分布之间整体差异的一种客观量化结

果.显然𝑀2 ⩾ 0,当且仅当所有模型响应和实验观测

完全一致时才有𝑀2 = 0. 在实际的模型确认问题中,

还需要回答𝑀2小于何阈值时才可以说明模型的准

确性是足够的. 该阈值的设定取决于模型使用者对模

型偏差的接受程度、数据的分布类型以及所要求的显

著性水平等因素, 因为模型“足够准确”的要求本身

就是相对于特定条件而言的. 正如第 1.1节所述,对确

认度量的要求之一就是判断模型准确性的阈值与确

认度量值应是相互独立的,即模型确认中判断模型是

否准确的阈值并非确认度量的研究内容,故本文不讨

论所提出的确认度量的阈值问题.

3 算算算例例例分分分析析析

例例例 1 采用文献 [6]中的算例验证本文方法,所

有实验观测数据都由下式产生:

𝑦𝑒(𝑥, 𝜃) = sin(𝑥− 0.5π𝜃) + cos(𝜃 + 0.25π)+

0.2𝑥+ 𝜀𝑒. (15)

其中: 𝑥(0 ⩽ 𝑥 ⩽ 8)为确定性输入; 𝜃为实验参数,

取固定值 1.5;观测误差 𝜀𝑒服从正态分布𝑁(0, 𝜎2
𝑒).为

了检验确认度量能否分辨出正确模型, 分别构建两

个模型: 模型 1与式 (15)完全一致, 其参数 𝜃 = 1.5,

即 𝑦𝑚1 (𝑥) = 𝑦𝑒(𝑥, 𝜃 = 1.5);模型 2则将参数 𝜃取为 1.2,

即 𝑦𝑚2 (𝑥) = 𝑦𝑒(𝑥, 𝜃 = 1.2),以模拟参数存在一定错误

的模型.

!"#$%&

'( )*%&2

!"#$ +,-.95%

'( )* +,-.95%2

0 1 2 3 4 5 6 7 8

-1.5

-0.5

0.5

1.5

x

y

图 2 实验观测与模型响应对比图

图 2描述了由式 (15), 模型 1和模型 2所得的实

验观测及模型响应的均值和 95%置信区间, 其中观

测误差的标准差𝜎𝑒 = 0.08. 由于模型 1与式 (15)完全
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一致,图 2中模型 1的响应与由式 (15)产生的实验观

测重合.由图 2可以看出,参数 𝜃错误的模型 2的响应

与实验观测数据存在偏差, 但在𝑥的部分取值区域,

如𝑥 ∈ [4, 7],两者有一定重合.

在𝑥 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 7这 6个确认点各产生 5个实验

观测数据以及 20个模型响应数据. 表 1为模型 1和模

型 2在各确认点通过式 (1)和 (4)所得到的确认度量

及对应的 95%置信区间.

由表 1可见,模型 1的确认度量值在所有确认点

均小于模型 2, 说明基于概率分布距离的确认度量

能够分辨这两个模型的好坏.需要说明的是, 虽然模

型 1与产生实验观测数据的式 (15)完全一致,但由于

观测误差 𝜀𝑒的存在,模型 1的确认度量没有出现 0值.

同时也注意到,这两个模型的确认度量的 95%置信区

间在部分确认点处存在重叠 (与图 2中模型响应与实

验观测数据重叠的趋势一致), 说明有限实验观测数

据所存在的样本不确定性有可能使模型 1的确认度

量大于模型 2的确认度量,从而导致在模型确认上出

现错误.

下面通过统计蒙特卡罗实验中的确认错误率来

比较几种度量的“多点”确认能力. 假设感兴趣的模

型应用涵盖多个确认点处的模型响应, 由式 (15)在

多个确认点各产生 5个实验观测数据, 模型 1和模

型 2相应地各产生 20个模型响应数据,计算模型 1和

模型 2的确认度量值,将此过程重复 10 000次. 表 2为

在不同确认点数据组合的条件下,本文确认度量与文

献 [6, 14]中基于均值距离的度量和 u-pooling度量所

得到的确认错误率的比较结果,其中本文度量 1和度

量 2分别采用式 (8)和 (11)的协方差矩阵.

表 2中选择的几种“多点”数据组合中都包含了

确认点𝑥 = 4, 6. 图 2显示模型 1和度量 2的响应在这

两个确认点处存在较严重的重叠.由表 2的结果可以

看出, 当“多点”数据包含的确认点数量小于各确认

点的实验观测数量时,本文度量 1和度量 2的确认错

误率小于基于均值距离的度量和 u-pooling度量.这

是因为本文度量 1和度量 2利用了各确认点数据的

完整概率分布,并考虑了其相关性. 当“多点”数据包

含的确认点数量大于等于确认点的实验观测数量时,

本文度量 1失效. 这是因为确认点数量大于单个确

认点对应的实验观测数量, 导致式 (8)求逆时出现了

奇异矩阵.本文度量 2, 均值距离度量和 u-pooling度

量不受上述实验观测数量的限制, 它们的确认错误

率随“多点”数据的增加而逼近于 0. 本文度量 2在各

种“多点”实验观测数据组合下的确认错误率均不高

于其他度量,体现出本文确认度量的有效性.

表 1 不同确认点的“单点”确认度量及置信区间

模型1 模型2
确认点

确认度量 确认度量的 95%置信区间 确认度量 确认度量的 95%置信区间

𝑥 = 2 0.046 4 [0.021 0, 0.092 6] 0.716 8 [0.637 7, 0.792 9]

𝑥 = 3 0.046 2 [0.020 7, 0.089 8] 0.550 4 [0.474 8, 0.631 7]

𝑥 = 4 0.045 7 [0.020 6, 0.092 1] 0.111 4 [0.042 7, 0.182 4]

𝑥 = 5 0.046 3 [0.021 1, 0.092 5] 0.199 1 [0.127 1, 0.278 6]

𝑥 = 6 0.045 8 [0.020 1, 0.089 0] 0.098 0 [0.034 3, 0.174 5]

𝑥 = 7 0.047 3 [0.021 5, 0.094 9] 0.330 3 [0.249 2, 0.409 4]

表 2 不同度量进行“多点”确认的错误率

模型预期应用所包含的确认点 本文度量 1 本文度量 2 均值距离度量 u-pooling度量

𝑥 = 4, 6 0.047 5 0.050 2 0.054 0 0.325 0

𝑥 = 4, 5, 6 0.015 3 0.007 3 0.025 0 0.057 8

𝑥 = 3, 4, 5, 6 0.011 0 0.002 9 0.012 8 0.030 5

𝑥 = 2, 3, 4, 5, 6 0.507 8 0.002 0 0.005 1 0.002 8

𝑥 = 2, 3, 4, 5, 6, 7 0.487 0 0 0.000 7 0

例例例 2 采用美国桑迪亚国家实验室提出的热传

导模型确认挑战问题[16]验证本文确认度量. 该问题

以特定环境下材料的温度响应为具体对象,探讨模型

确认过程中需要解决的关键问题.问题中描述材料温

度响应的模型为

𝑇 (𝑘, 𝜌𝐶, 𝑇0, 𝐿, 𝑞;𝑥, 𝑡) =

𝑇0 +
𝑞𝐿

𝑘

[𝑘𝑡/𝜌𝐶
𝐿2

+
1

3
− 𝑥

𝐿
+

𝑥2

2𝐿2
−

6∑
𝑛=1

2

π2𝑛2
exp

(
− 𝑛2π2𝑘𝑡

𝐿2𝜌𝐶
cos

(
𝑛π

𝑥

𝐿

))]
. (16)
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其中: 𝑘为材料的导热系数, 𝜌𝐶为体热容, 𝑇0为初始

温度 (25∘C), 𝐿为材料的厚度, 𝑞为热流密度, 𝑡为时间.

这里前两者为材料特性参数,具有不确定性. 问题同

时给出了多个确认点的实验观测数据,分别称为整体

确认 (EN)数据和认证确认 (AC)数据,如图 3所示. 研

究该挑战问题需要回答的内容之一是使用所给的材

料特性数据描述参数 𝑘和 𝜌𝐶的不确定性, 并根据所

提供的实验观测数据评估模型的准确性.

图 3 实验观测对应的不同确认点

在部分有关该挑战问题的研究[17]中, 直接以正

态分布描述模型 (16)的不确定性参数 𝑘和 𝜌𝐶, 但由

图 4可以看出, 𝑘与温度𝑇 之间具有相关性. 此处采用

回归分析的方式考察 𝑘与𝑇 之间的联系,可得

𝑘(𝑇 ) = 0.050 35 + 2.479× 10−5𝑇 +𝑁(0, 0.004 7).

(17)

对式 (17)所示的回归方程进行显著性检验, 结果显

示了方程中自变量𝑇 的回归系数“显著的”非零, 由

此证实了 𝑘与𝑇 之间的相关性. 虽然严格的模型确

认是区别于模型修正的[1],但忽略 𝑘与𝑇 的相关性势

必导致模型预测中存在较大的不确定性, 故在该开

放性的挑战问题中,本文针对不确定性参数 𝑘的温度

依赖性进行了多种方式的模型修正[14, 18]. 本文采用

式 (17)描述 𝑘的温度依赖性,通过其与模型 (16)的迭

代得到有关材料温度的模型响应分布.将这种考虑了

参数温度依赖性的模型称为修正模型,将式 (16)称为

原始模型.

图 4 模型参数 𝑘的材料特性数据

下面采用本文提出的确认度量来比较原始/修

正模型与实验观测数据的差异. 该挑战问题给出了

EN数据对应模型参数𝐿和 𝑞的 4种配置,在每种配置

下,从 0∼ 1 000 s每间隔 100 s各测量了 4次材料温度,

将 0 s时的材料温度视为初始温度𝑇0,则EN数据包含

了 4× 10个确认点,每个确认点有 4次实验观测.通过

原始/修正模型在这 4× 10个确认点处各产生 50次的

模型响应,再利用式 (7)对这两个模型进行“多点”确

认, 确认度量的 95%置信区间可由式 (12)得到, 具体

结果如表 3所示.

前文已经介绍过本文所提出的确认度量是与尺

度无关的, 由表 3可见, 修正模型的确认度量小于原

始模型,这说明修正模型与EN实验数据的差异更小.

类似地,基于AC数据对原始/修正模型进行“多点”确

认,结果如表 4所示. 由表 4可见,修正模型的响应更

接近实验观测数据,该结论与文献 [14, 18]一致.

表 3 原始/修正模型基于EN数据的“多点”确认度量

参数 原始模型 修正模型

确认度量 1.52e+04 5.46e+03

确认度量的 95%置信区间 [1.35e+04, 1.67e+04] [2.76e+03, 7.21e+03]

表 4 原始/修正模型基于AC数据的“多点”确认度量

参数 原始模型 修正模型

确认度量 2.30e+04 7.83e+03

确认度量的 95%置信区间 [1.96e+04, 2.61e+04] [5.75e+03, 8.92e+03]

注意本文讨论该算例的目的并非想说明式 (17)

是针对该问题所给模型的理想修正方式,而是通过这

样一个精心设计的模型确认问题,验证本文所提出的

确认度量的有效性. 由表 3和表 4中的数据可知,基于

该挑战问题所给的“多点”确认数据, 本文确认度量

更倾向于接受修正模型. 该结论与其他采用同样模型

修正方式的研究者所得的结论是一致的,这表明本文

提出的确认度量实现了将“多点”模型响应和实验观

测数据整合在一起以量化模型与实验之间整体匹配

程度的目标.
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4 结结结 论论论

本文总结了模型确认中的确认度量所需的性质,

以此为依据分析了具有代表性的几类确认度量,指出

距离类确认度量相比于假设检验类确认度量更符合

实际需求. 本文通过构造实验观测数据经验分布的置

信包络, 计算出其与模型响应分布之间差异的上/下

确界, 并给出了基于概率分布距离的确认度量与实

验观测数量相联系的置信区间. 除此以外,通过构造

与实验观测数据有关的协方差矩阵, 提出了一种基

于“单点”概率分布距离的多响应确认度量. 该确认

度量考虑了各“点”数据间的相关性,能在“多点”情

况下给出模型响应与实验观测之间整体差异的量化

结果,符合文中所总结的“确认度量所需的性质”. 最

后,通过算例仿真中与其他确认度量的比较验证了本

文度量的有效性.
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