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摘 要: 提出一种带两类正态变异的多目标粒子群算法,其中一类变异有助于在非劣解的邻域内发现新的非劣解,

另一类变异可以分散粒子群. 将搜索过程分为 3个阶段,在每个阶段引导粒子的选择采用不同的针对性策略.数值结

果表明,所提出的算法能够显著提高解的多样性和收敛性．
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Multi-objective particle swarm optimization with two normal mutations
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Abstract: A particle swarm algorithm with two types of normal mutations is proposed for the multi-objective problem. One

of variations contributes to discover new Pareto optimal solutions in the neighborhoods of these existing solutions, the other

can disperse the swarm. The searching process is divided into three stages, and those particles which guide the others are

selected with different targeted strategies in each stage. Numerical results show that the algorithm can significantly improve

the diversity and convergence of the Pareto optimal solution.
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0 引引引 言言言

多目标规划的求解是近十多年算法研究的热点

问题之一.虽然多目标规划与单目标规划的求解方

式和对解的评价有显著的差异, 但有些单目标规划

的方法经过适当的改变后可以求解多目标问题.例

如, Deb等[1]基于遗传算法提出的NSGA II, Li[2]结合

PSO算法和非支配排序的思想提出的NSPSO算法.

基于 PSO的多目标优化算法一般包含 3个有机

结合的模块: 1)单个非劣解的搜索方法,用来获得大

量的备选非劣解; 2)有限量的非劣解集 (外部存储)的

选择与维护方法; 3)对非劣解搜索的引导机制.

对 3个模块中的一个或者多个进行改进, 可以

提高算法的性能. Coello等[3-4]提出的自适应网格、

Sierra等[5]采用的拥挤距离和 𝜀占优机制、𝜀非支配排

序[6]等都是针对模块 2)的改进.对于模块 3), 有随机

选择、根据非支配解的分布密度进行选择以及在选择

之后进行某种加权平均、对引导粒子的速度或位置进

行变异等方法[7-9].各种改进的PSO算法构成了模块

1)的多种选择.

本文提出一种带两类正态变异的多目标粒子群

(MN-PSO)算法.带两类正态变异的粒子群算法具有

较强的搜索能力, 当应用于多目标问题时, 较强的搜

索能力依然可以发挥作用.外部存储的维护方法是先

加入新的非劣解, 如果非劣解个数超过最大值,则在

间距最小的非劣解中删除一个.引导粒子的选择分阶

段采用不同的策略.对测试函数ZDT1∼ZDT4的计

算表明, MN-PSO算法在收敛性和多样性两方面都有

较为明显的提高.
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1 带带带两两两类类类正正正态态态变变变异异异的的的粒粒粒子子子群群群算算算法法法

1.1 标标标准准准粒粒粒子子子群群群算算算法法法

在标准粒子群算法中, 单个粒子 𝑖有位置𝑋𝑖(𝑡)

和速度𝑉𝑖(𝑡)属性, 可记住自己所经历的最优位置

𝑃𝑖(𝑡)和群体的最优位置𝑃𝑔(𝑡).

粒子群算法的更新公式表示如下:

𝑉𝑖(𝑡+ 1) = 𝜔(𝑡)𝑉𝑖(𝑡) + 𝑐1𝑟1(𝑃𝑖(𝑡)−𝑋𝑖(𝑡))+

𝑐2𝑟2(𝑃𝑔(𝑡)−𝑋𝑖(𝑡)), (1)

𝑋𝑖(𝑡+ 1) = 𝑋𝑖(𝑡) + 𝑉𝑖(𝑡+ 1). (2)

其中: 𝑡是计算的步数,惯性因子𝜔(𝑡)随 𝑡增加可以调

整; 学习因子 𝑐1和 𝑐2一般保持不变; 𝑟1和 𝑟2是 (0,1)

之间的随机数,服从均匀分布.

PSO算法实际上是通过𝑃𝑔(𝑡)和𝑃𝑖(𝑡)引导粒子

进行随机搜索, 找到新的备选粒子.更新公式对粒子

群有一种聚合作用,当所有粒子都进入一个局部最优

点的充分小邻域之后将陷入其中,从而丧失进一步的

搜索能力,形成所谓的“早熟”.

1.2 带带带两两两类类类正正正态态态变变变异异异的的的粒粒粒子子子群群群算算算法法法

带两类正态变异的粒子群算法 (N-PSO)将粒子

的更新过程分为两个阶段.第 1阶段执行 PSO更新算

法, 即按式 (1)和 (2)产生新一代的粒子.在第 2阶段

引入两类变异操作:第 1类变异以𝑃𝑔为中心、按方差

为𝜎1𝐼 (𝐼为单位矩阵)的正态分布大量投点, 在这些

点 (包含𝑃𝑔(𝑡))中找出最优者作为新的𝑃𝑔(𝑡),目的是

在全局最优点附近直接寻找更好的解;第 2类变异是

随机选取若干粒子,分别以其为中心、𝜎2为方差进行

正态变异,避免粒子群“早熟”.第 2阶段结束后进入

下一步循环.

N-PSO算法:

1)初始化.令 𝑡 = 1,在决策空间中随机产生𝑁个

粒子𝑋𝑖(𝑡),速度为𝑉𝑖(𝑡),计算目标函数值

𝐹𝑖(𝑡) = 𝐹 (𝑋𝑖(𝑡)),

确定𝑃𝑖(𝑡)和𝑃𝑔(𝑡),这里 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁 .

2)按式 (1)和 (2)进行更新.计算𝑉𝑖(𝑡+1)和𝑋𝑖(𝑡

+ 1),更新𝑃𝑖(𝑡+ 1)和𝑃𝑔(𝑡+ 1).

①以𝑃𝑔(𝑡+1)为中心,按方差为𝜎1𝐼的正态分布

投𝑚1个点, 即取随机变量𝑌 ∼ 𝑁(𝑃𝑔(𝑡 + 1), 𝜎1𝐼)的

𝑚1个随机点, 在这𝑚1个随机点中, 如果存在比𝑃𝑔(𝑡

+ 1)更好的粒子,则以它替代𝑃𝑔(𝑡 + 1).其中: 𝐼为单

位矩阵, 𝜎1可以动态调整.

②在除𝑃𝑔(𝑡)之外的其他粒子中随机选择𝑚2个

粒子,记为𝑃 ′
1(𝑡), 𝑃 ′

2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 ′
𝑚2

(𝑡),在𝑚2个随机变量

𝑍 ∼ 𝑁(𝑃 ′
𝑖 (𝑡+1), 𝜎2)中,各取一个随机点代替原粒子.

③更新𝑃𝑖(𝑡+1)和𝑃𝑔(𝑡+1).对第 2类变异产生

的新粒子𝑃𝑗(𝑡+ 1)按下式更新速度:

𝑉𝑗(𝑡+ 1) = 𝑃𝑔(𝑡+ 1)−𝑋𝑗(𝑡+ 1). (3)

如果 𝑡 ⩽ 𝑡max, 则转入 2); 如果 𝑡 > 𝑡max, 则计算

终止.

在求解单目标问题时, 对角矩阵𝜎2可以保持不

变,例如可以取为求解正方体的每维边长的十分之一

左右.由于随着计算精度的不断提高, 搜索范围将相

应缩小, 𝜎1需要随计算步数的增加而变小.

2 带带带两两两类类类正正正态态态变变变异异异的的的多多多目目目标标标粒粒粒子子子群群群算算算法法法

由于多目标规划的求解目标与单目标不同,在将

算法应用于多目标规划时,第 1类变异的方差可以不

调整,就计算经验而言, 𝜎1取为求解矩形体的最小边

长的 3%左右是合适的.当求单目标规划时,在第 1类

变异产生的多个粒子中只选取适应值最好的一个,其

他粒子直接丢弃; 而当求多目标问题时, 两类变异所

产生的每个粒子都要作为备选解,并与外部存储中已

有的非劣解进行比较.

2.1 外外外部部部存存存储储储的的的维维维护护护与与与更更更新新新

外部存储起初为空集, 粒子群算法运行一步之

后, 产生𝑁个粒子, 第 1类变异产生𝑚1个粒子, 第 2

类变异产生𝑚2个粒子,将这𝑁+𝑚1+𝑚2个粒子作为

备选解,有条件地逐个加入到外部存储中.当外部存

储是空集时,粒子直接加入,同时外部存储的个数𝑁ex

从 0变为 1;当𝑁ex > 0时,如果外部存储中不存在比

备选粒子占优的粒子,则将备选粒子加入到外部存储

中.外部存储的所有粒子按目标空间的映像进行字典

排序,新插入的粒子也按顺序插在特定位置.

外部存储最多保留的粒子数为𝑁EX,并维护一个

相邻粒子之间的距离数组

𝑑 = [𝑑1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ], 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁EX − 1,

其中 𝑑𝑖为第 𝑖个粒子与第 𝑖 + 1个粒子在目标空间中

的映像的距离.当外部存储中的粒子数达到𝑁EX时,

符合条件的粒子依旧加入.但加入之后立刻删除一个

粒子,被删除的粒子是相邻距离最小的两个粒子中的

一个.即如果 𝑑𝑖最小, 并且 𝑑𝑖−1 < 𝑑𝑖+1, 则应该删除

第 𝑖个粒子;反之,删除第 𝑖+ 1个粒子.这里存在一种

特殊情况: 如果要删除的粒子是外部存储中的第一个

或最后一个粒子, 则删除与它相邻的粒子, 因为删除

第一个或最后一个粒子将收缩解的范围.

2.2 引引引导导导机机机制制制

根据迭代的步数将计算过程分为前期 (前 40步

左右)、中期 (前期结束到迭代总次数的一半)和后期.

在算法进行的前期, 粒子 𝑖的位置𝑋𝑖(𝑡)和速度

𝑉𝑖(𝑡)按式 (1)和 (2)计算, 然后进行两类变异操作. 在
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进行𝑃𝑖和𝑃𝑔的选择时,利用支配关系“≺”代替单目
标算法中的大小关系“<”进行比较计算.算法前期操

作的目的是发挥N-PSO算法的搜索优势,找到一些尽

可能精确的非劣解.在算法前期操作结束时, 𝑃𝑔和部

分甚至全部的𝑃𝑖可能都是 Pareto最优解,通过支配关

系“≺”可能已经无法更新.

进入中期后,利用外部存储的距离数组产生密度

指标

𝜌𝑖 = min{𝑑𝑖−1 + 𝑑𝑖, 𝑐}, 𝜌1 = 𝑑1, 𝜌𝑁ex = 𝑑𝑁ex−1.

其中: 𝑐应用于ZDT3这种前沿不连续的情况,结合目

标空间的范围和外部存储的最大规模,容易选择合适

的 𝑐; 𝜌𝑖越小,密度越大.

从外储非劣解密度最低处选择一个非劣解来

替代𝑃𝑔.同时, 随机选取一半的𝑃𝑖, 从外储非劣解密

度最低处选择等量个数的非劣解分别替代𝑃𝑖.这时,

𝑃𝑔和𝑃𝑖的作用已经从引导局部搜索转变为引导粒子

改变搜索区域.

当算法的中期运行结束时,通常已经得到收敛性

较好的解, 但这时的解分布一般不够均匀, 有些解还

不够精确.为了提高解的收敛性和多样性, 考虑粒子

群算法中𝑃𝑔和𝑃𝑖的引导作用的差别: 𝑃𝑔是真正的引

导粒子,其他粒子在它的拉动下向它聚集; 𝑃𝑖的作用

要温和很多, 它主要是使第 𝑖个粒子向𝑃𝑔移动时, 产

生一些偏差, 使各个粒子最终落到𝑃𝑔周围的不同的

方向上.

在计算过程的后期, 𝑃𝑖的选择方法与中期相同,

而𝑃𝑔采用一种摆动的方法, 𝑃𝑔(𝑡)左 4次右 4次地摆

动,使粒子群在搜索区域“遍历”,具体方法如下:

对于 𝑡,如果

𝑡 >
𝑇

2
, mod

𝑡

8
< 4,

则在外部存储的非劣解中随机选择一个排在𝑃𝑔(𝑡)前

面,并将第一维坐标小于𝑃𝑔(𝑡)且第一维坐标值在 0.5

以上的非劣解指定为𝑃𝑔(𝑡+ 1).如果满足条件的非劣

解不存在,则指定外部存储的第一个非劣解;类似地,

对于 𝑡,如果

𝑡 >
𝑇

2
, mod

𝑡

8
⩾ 4,

则在外部存储的非劣解中随机选择一个排在𝑃𝑔(𝑡)后

面,并将第一维坐标大于𝑃𝑔(𝑡)且第一维坐标值在 0.5

以上的非劣解指定为𝑃𝑔(𝑡+ 1).如果满足条件的非劣

解不存在, 则指定外部存储的最后非劣解.这样做的

目的是保证在计算的后期,所有粒子还能大范围地进

行移动和搜索.

3 性性性能能能验验验证证证

为了验证多目标优化算法的性能, 选择经典的

多目标优化测试函数ZDT1∼ZDT4进行计算并比较,

采用Deb提出的收敛性 𝛾和多样性Δ[1,7]作为评价指

标.需要注意的是, 即使每个非劣解都在Pareto前沿

上, 𝛾也不一定等于 0, 这里 𝛾是基于前沿上的 500个

点计算的.

3.1 对对对比比比算算算法法法与与与参参参数数数设设设置置置

用于对比的多目标优化算法包括NSGA II[1]、

AEPSO[7]、𝜀DMOPSO[8]和MN-PSO.其中: NSGA II

算法和AEPSO算法的种群规模为 100, 迭代次数为

250, 函数评价为 25 000, Pareto解集的规模为 100;

𝜀DMOPSO[8]的迭代次数为 200, 其他参数与前两种

算法相同; MN-PSO算法的种群规模为 40, 第 1类变

异一次产生 40个变异点,第 2类变异一次随机选取 8

个点进行变异, 产生 8个新粒子, 一次迭代共涉及 88

个粒子, 迭代次数为 280, 函数评价略低于 25 000.第

1类和第 2类正态变异的方差分别为
1

30
𝐼和

1

8
𝐼 , 𝐼

为问题空间维数的单位矩阵,测试问题ZDT1∼ZDT3

为 30维, ZDT4为 10维.

3.2 实实实验验验结结结果果果

对测试问题ZDT1∼ZDT4分别进行 30次独立

计算 , 比较各类算法所得解的收敛度和多样度的

平均值和方差.其中: NSGA II的结果来自文献 [1],

AEPSO的结果来自文献 [7], 𝜀DMOPSO的结果来自

文献 [8]. 4种算法的收敛度 𝛾的实验结果如表 1所示,

多样性Δ的实验结果见表 2.

表1 收敛性 𝛾

算法 属性 ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4

均值 0.033 4 0.072 3 0.114 5 0.513 0
NSGAⅡ

方差 0.004 7 0.031 6 0.007 9 0.118 4

均值 0.001 0 0.000 7 0.004 6 0.498 0
AEPSO

方差 0.000 0 0.000 0 0.000 0 1.936 0

均值 0.003 9 0.006 1 0.001 7 0.006 3
𝜀DMOPSO

方差 4.61e-7 4.58e-6 6.13e-8 9.42e-7

均值 0.001 2 0.000 8 0.001 3 0.001 2
MN-PSO

方差 2.59e-9 2.68e-10 3.89e-9 1.79e-9

表 2 多样性Δ

算法 属性 ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4

均值 0.390 3 0.430 7 0.738 5 0.702 6
NSGAⅡ

方差 0.001 8 0.004 7 0.019 7 0.064 6

均值 0.557 4 0.519 0 0.551 8 0.803 6
AEPSO

方差 0.001 4 0.000 9 0.000 8 0.070 7

均值 0.37 0.35 0.32 0.41
𝜀DMOPSO

方差 2.36e-5 2.27e-6 1.68e-4 1.02e-5

均值 0.086 0 0.083 2 0.180 6 0.092 5
MN-PSO

方差 5.58e-5 8.02e-5 0.005 2 3.26e-4

MN-PSO的计算结果优于文献 [8]中列举的 6种

算法对ZDT1∼ZDT4求解的多样性Δ, 也优于文献

[9]的结果. MN-PSO算法求解问题ZDT1∼ZDT4的

一次求解图像如图 1∼图 4所示, 包括最终的 100 个
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非劣解在目标空间中的映像、相邻点之间的距离以及

对应的Pareto前沿.
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图 1中: 𝛾 = 0.001 126, Δ = 0.080 87;图 2中: 𝛾 =

0.000 783, Δ = 0.088 93; 图 3中: 𝛾 = 0.001 305, Δ =

0.117 2;图 4中: 𝛾 = 0.001 063, Δ = 0.116 9.

4 结结结 论论论

本文提出了带两类正态变异的多目标粒子群算

法,该算法保持了求解单目标规划的较强的搜索能力,

并通过在算法运行的不同阶段采用不同的引导策略

使解的多样性得到较为显著的提高. MN-PSO算法的

参数较多,每个参数的精确作用、如何组合取值最优,

以及可以按什么条件动态调整还需进一步研究.
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