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摘 要: 针对周期参考信号下的不确定离散时间系统,提出一种离散重复控制方法,利用死区函数设计新型的吸引

律,将干扰补偿、抑制措施 “嵌入”吸引律,构造理想误差动态,并基于此导出重复控制器. 为了进行具体的控制器参

数整定和表征闭环系统的误差动态行为,推导出了稳态误差带、单调减区域和绝对吸引层边界的表达式. 所设计的

离散重复控制器能够完全抑制周期对称干扰信号,控制器设计方法也适用于常值调节问题的定位控制.数值仿真及

在电机伺服系统上的实验结果验证了所提出控制方法的有效性.
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Discrete repetitive control using attracting law with dead zone
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Abstract: A discrete-time repetitive control method is proposed for systems with periodic reference signals. A measure of

disturbance-rejection is embedded in the attracting law by using the dead-zone function to form the ideal error dynamics,

by which the discrete-time repetitive controller is derived. For the convenience in adjusting the controller parameters and

describing the error dynamics of the closed-loop system, the expressions for the range of the steady-state error, the boundary

of the monotonically decreasing region and the absolute attractive layer are derived. The developed repetitive controller is

not only effective in rejection of the periodic disturbances, but also applicable to position control with constant regulation

problems. Both numerical simulation and experiment results on a servomechanism are given to verify the feasibility and

effectiveness of the proposed control method.
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0 引引引 言言言

目前控制系统的实现主要是依靠数字计算机,它

比模拟实现技术更易于实现复杂的控制策略,这也是

离散时间系统的控制器设计理论引起人们极大关注

的主要原因之一.滑模控制方法是实际中常用的一种

离散控制器设计方法[1]. 在设计滑模控制器时, 需要

考虑到达条件,到达条件不同,相应的滑模控制器也

不同.文献 [2-4]先后给出了 3种以不等式形式表示的

到达条件,但据其设计控制器时一般比较复杂, 且难

于推广到多变量系统. 文献 [5-7]提出了等式到达条

件的趋近律,与不等式形式给出的到达条件相比,趋

近律更好地描述了系统趋近切换面的运动过程,而且

更容易推得系统的控制律.目前, 趋近律方法已成为

滑模控制器设计的主要方法之一.

通过引入 sgn函数, 文献 [6]给出的离散指数趋

近律使得切换函数步步穿越滑模面, 形成 zigzag滑

动, 并给出了准滑动模态的定义. 文献 [8]分析了文

献 [6]提出的趋近律产生颤振的原因,并检验了关于

准滑模带宽度的估计. 进一步地, 在文献 [9]中给出

了新的准滑动模态定义, 所提出的趋近律放宽了高

氏趋近律每一步穿越滑模面的要求. 文献 [10]在文

献 [6]提出的趋近律中引入解耦干扰观测器, 实现了

干扰估计误差与切换动态的解耦, 提高了控制精度,

并给出了绝对吸引层边界和准滑模带边界的估计.文

献 [11-12]给出了绝对吸引层边界和准滑模带边界更

具体的分析.文献 [9-14]对切换函数边界层的吸引过
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程进行了讨论.文献 [15]提出一种无抖振滑模控制器

设计方法,并通过改变采样周期来提高控制系统的鲁

棒性. 文献 [16]提出一种离散趋近律与等效控制相结

合的控制方法. 文献 [17]对离散趋近律方法进行了分

类研究, 并给出了理想趋近律和鲁棒趋近律的概念.

文献 [18]提出一种基于递归式滑模函数的离散变结

构控制器设计方法,并设计了具有较高估计精度的干

扰估计器. 文献 [19]基于死区离散趋近律,提出一种

准滑模控制策略,消除了高频颤振, 且切换函数能单

调地收敛于死区.

实际工业控制中,系统执行周期跟踪任务时往往

会受到周期性干扰,重复控制方法可实现外部周期性

干扰完全抑制.目前已发表的文献中, 重复控制器多

为基于内模原理的频域设计[20-21]. 文献 [11]采用饱和

趋近律设计离散滑模重复控制器,而文献 [12]提出的

离散滑模重复控制方法是通过断续函数连续化设计

重复控制器.

对于不确定性系统, 采用离散趋近律方法设计

控制器, 所推导出的控制器与不确定性项有关, 因而

实际中无法实现[6]. 因此,需采用理想切换动态方法,

即在原趋近律中 “嵌入”干扰抑制手段, 构造理想的

切换函数动态; 然后由其切换动态方程推导出可实

现的控制器. 实际上,它是考虑了干扰抑制目的用于

处理离散不确定性系统的趋近律方法[11-12,16-17]. 文

献 [22-24]提出的理想误差动态设计方法是采用能够

使跟踪误差本身趋近原点的吸引律,并基于吸引律构

造出一种具有干扰抑制项的理想误差动态.

本文针对输入输出描述的不确定离散时间系统

的控制问题,利用死区函数设计新型的吸引律,将干

扰补偿、抑制措施 “嵌入”吸引律,构造理想误差动态,

并基于此导出重复控制器,使闭环系统具有理想误差

动态所表征的收敛性能和稳态性能.本文推导出了单

调减区域、绝对吸引层和稳态误差带边界的表达式,

并将其用于具体的控制器参数整定和表征闭环系统

的误差动态行为.最后通过数值仿真和在电机伺服系

统上的实验结果验证了 3个边界值和所提出控制方

法的有效性.

1 问问问题题题的的的提提提出出出

考虑如下单输入单输出 (SISO)离散时间系统:

𝑦𝑘+1 +

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝑘+1−𝑖 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑢𝑘+1−𝑖 + 𝑤𝑘+1. (1)

其中: 𝑘时刻的系统控制输入信号𝑢𝑘, 控制输出信号

𝑦𝑘和扰动变量𝑤𝑘均为标量; 𝑤𝑘+1为 𝑘 + 1时刻的系

统干扰信号; 𝑎𝑖和 𝑏𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为系统参数, 且

𝑏1 ∕= 0.

给定参考信号 𝑟𝑘满足周期为𝑁的周期对称特性

𝑟𝑘 = 𝑟𝑘−𝑁 . 定义跟踪误差

𝑒𝑘 = 𝑟𝑘 − 𝑦𝑘. (2)

本文的控制目标是针对周期已知情形下的不确

定离散系统 (1),利用重复控制技术,设计离散重复控

制器. 在保证闭环系统稳定的同时,能够完全抑制周

期对称干扰信号, 实现系统输出信号 𝑦𝑘跟随给定参

考信号 𝑟𝑘的变化.

本文利用理想误差动态设计重复控制器,提出表

征跟踪误差收敛过程的 3个概念. 下面引入稳态误差

带的概念,即

∣𝑒𝑘+1∣ ⩽ ΔSSE, ∀∣𝑒𝑘∣ ⩽ ΔSSE, 𝑘 > 𝑘∗.

其中: 𝑘∗ > 0为正整数, ΔSSE为稳态误差带边界. 跟

踪误差的收敛过程存在一个绝对吸引层,在吸引层边

界外, ∣𝑒𝑘∣单调递减,即

∣𝑒𝑘+1∣ < ∣𝑒𝑘∣, ∀∣𝑒𝑘∣ > ΔAAL,

其中ΔAAL为绝对吸引层边界. 系统误差本身还存

在一个同号单调递减的边界, 当 𝑒𝑘大于这个边界时,

𝑒𝑘同号单调递减,即{
0 < 𝑒𝑘+1 < 𝑒𝑘, ∀𝑒𝑘 > ΔMDR;

𝑒𝑘 < 𝑒𝑘+1 < 0, ∀𝑒𝑘 < −ΔMDR.

其中ΔMDR为单调减区域边界.

实际上, ΔSSE, ΔAAL和ΔMDR的具体取值依赖

于控制器 (第 2节给出)中的可调参数 (𝜌, 𝜀, 𝛿). 选取的

控制器参数不同,上述 3个边界值也不同.

2 死死死区区区吸吸吸引引引律律律及及及重重重复复复控控控制制制器器器

为了实现对周期对称干扰信号的完全抑制,可利

用死区函数设计吸引律,构造具有干扰抑制作用的理

想误差动态,并基于理想误差动态设计重复控制器.

考虑下述离散死区吸引律:

𝑒𝑘+1 = 𝜁𝛿(𝑒𝑘)[(1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀sgn(𝑒𝑘)]. (3)

其中: 𝜀 > 0, 𝛿 > 0, 0 < 𝜌 < 1. 这里的死区函数 𝜁𝛿(⋅)
定义如下:

𝜁𝛿(𝑒𝑘) =

{
1, ∣𝑒𝑘∣ > 𝛿;

0, ∣𝑒𝑘∣ ⩽ 𝛿.
(4)

定定定理理理 1 当𝑤𝑘 = 0时,利用死区吸引律 (3)设计

控制器,则离散系统的跟踪性能由下述 3个边界来表

征:

1)单调减区域边界

ΔMDR =

⎧⎨⎩ 0, 𝜀 ⩽ (1− 𝜌)𝛿;
𝜀

1− 𝜌
, 𝜀 > (1− 𝜌)𝛿.

(5)

2)绝对吸引层边界

ΔAAL =

⎧⎨⎩ 0, 𝜀 ⩽ (2− 𝜌)𝛿;
𝜀

2− 𝜌
, 𝜀 > (2− 𝜌)𝛿.

(6)
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3)稳态误差带边界

ΔSSE =

⎧⎨⎩ 0, 𝜀 ⩽ (2− 𝜌)𝛿;

𝜀

2− 𝜌
, 𝜀 > (2− 𝜌)𝛿.

(7)

注注注 1 当死区吸引律 (3)中的可调参数满足 𝛿 ⩾
𝜀/(1− 𝜌)时, 跟踪误差 𝑒𝑘将单调无抖振、无正负交

替地在有限时间内收敛于原点; 当 𝜀/(2− 𝜌) ⩽ 𝛿 <

𝜀/(1− 𝜌)时,跟踪误差 𝑒𝑘将绝对收敛,出现正负交替

现象, 但最终仍会收敛于原点; 当 0 < 𝛿 < 𝜀/(2− 𝜌)

时,跟踪误差 𝑒𝑘将不会收敛于原点,而是收敛到由这

些参数 (𝜌, 𝜀)确定的一误差带内.可以看出,当 𝛿 ⩾ 𝜀/

(2− 𝜌)时,直接由死区吸引律 (3)构造控制器,其闭环

系统无稳态误差.

由于实际系统中存在不确定性, 死区吸引律 (3)

在实际中无法实现. 基于此,本文构造如下具有干扰

抑制作用的理想误差动态:

𝑒𝑘+1 = 𝜁𝛿(𝑒𝑘)[(1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀sgn(𝑒𝑘)] + 𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1.

(8)

其中: 𝑑∗𝑘+1用于 𝑑𝑘+1的补偿, 𝜀 ⩽ (2 − 𝜌)𝛿. 引入的变

量 𝑑𝑘是为了抑制系统干扰信号𝑤𝑘的周期成分,其定

义如下:

𝑑𝑘 = 𝑤𝑘 − 𝑤𝑘−𝑁 . (9)

令 𝑑𝑘的上、下界分别为 𝑑𝑢和 𝑑𝑙, 以 𝑑∗𝑘 = (𝑑𝑢 +

𝑑𝑙)/2补偿 𝑑𝑘, 因此 ∣𝑑∗𝑘 − 𝑑𝑘∣ ⩽ Δ, 其中Δ = (𝑑𝑢 −
𝑑𝑙)/2.

考虑 𝑒𝑘+1与 𝑒𝑘+1−𝑁的差

𝑒𝑘+1 − 𝑒𝑘+1−𝑁 =

(𝑟𝑘+1 − 𝑦𝑘+1)− (𝑟𝑘+1−𝑁 − 𝑦𝑘+1−𝑁 ) =( 𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑦𝑘+1−𝑖 − 𝑦𝑘+1−𝑁−𝑖)
)
−

( 𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑢𝑘+1−𝑖 − 𝑢𝑘+1−𝑁−𝑖)
)
+

𝑟𝑘+1 − 𝑟𝑘+1−𝑁 − 𝑑𝑘+1, (10)

将式 (8)代入 (10),可得如下重复控制器:

𝑢𝑘 =𝑢𝑘−𝑁 +
1

𝑏1

[
𝜁𝛿(𝑒𝑘)[−(1− 𝜌)𝑒𝑘 + 𝜀sgn(𝑒𝑘)]+

𝑒𝑘+1−𝑁 − 𝑟𝑘+1−𝑁 + 𝑟𝑘+1 − 𝑑∗𝑘+1+

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑦𝑘+1−𝑖 − 𝑦𝑘+1−𝑖−𝑁 )−
𝑛∑

𝑖=2

𝑏𝑖(𝑢𝑘+1−𝑖 − 𝑢𝑘+1−𝑖−𝑁 )
]
. (11)

在实现时, 重复控制算法按照式 (11)进行编程.

具体的控制器参数 (𝜌, 𝛿, 𝜀)可根据表征系统收敛性能

的指标进行整定,而这些指标可以由表征跟踪误差收

敛过程的 3个边界来刻画.

3 鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析

理想误差动态 (8)决定着 𝑒𝑘的动态行为,控制器

参数不同,相应的误差特性也不同.本节将推导出稳

态误差带边界、绝对吸引层边界与单调减区域边界的

表达式,用于具体的控制器参数整定和表征闭环系统

的误差动态行为.

3.1 单单单调调调减减减区区区域域域 (ΔMDR)

在重复控制器 (11)作用下,闭环系统跟踪误差 𝑒𝑘

的单调减区域边界

ΔMDR =⎧⎨⎩

Δ− 𝜀

𝜌
, 0 < 𝜀 ⩽ min{(1− 2𝜌)Δ,Δ− 𝜌𝛿};

Δ, Δ− 𝜌𝛿 < 𝜀 ⩽ (1− 𝜌)𝛿 −Δ;

𝜀+Δ

1− 𝜌
, 𝜀 > max{(1− 2𝜌)Δ, (1− 𝜌)𝛿 −Δ}.

(12)

下面分ΔMDR > 𝛿和ΔMDR ⩽ 𝛿两种情况讨论.

1)考虑ΔMDR > 𝛿情况.

当 𝑒𝑘 > ΔMDR > 𝛿时,式 (4)中 𝜁𝛿(𝑒𝑘) = 1. 由理

想误差动态 (8)和 ∣𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1∣ ⩽ Δ,可得⎧⎨⎩ 𝑒𝑘+1 ⩽ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀+Δ;

𝑒𝑘+1 ⩾ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀−Δ.
(13)

若使 𝑒𝑘同号单调递减,即 0 < 𝑒𝑘+1 < 𝑒𝑘,则需要满足⎧⎨⎩ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀+Δ < 𝑒𝑘;

(1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀−Δ > 0.
(14)

解不等式方程组 (14),可得

𝑒𝑘 > max
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

1− 𝜌

}
. (15)

同理, 当 𝑒𝑘 < −ΔMDR < −𝛿时, 若使 𝑒𝑘同号单调递

增,则 𝑒𝑘需满足

𝑒𝑘 < min
{
− Δ− 𝜀

𝜌
,−𝜀+Δ

1− 𝜌

}
. (16)

因此,单调减区域边界

ΔMDR = max
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

1− 𝜌

}
> 𝛿. (17)

2)考虑ΔMDR ⩽ 𝛿情况.

当ΔMDR < 𝑒𝑘 ⩽ 𝛿时,式 (4)中 𝜁𝛿(𝑒𝑘) = 0. 利用

式 (8),有 𝑒𝑘+1 = 𝑑∗𝑘+1−𝑑𝑘+1. 因为−Δ ⩽ 𝑑∗𝑘+1−𝑑𝑘+1

⩽ Δ,所以ΔMDR < Δ情况不存在. 当 𝑒𝑘 > ΔMDR =

Δ时, 0 < 𝑒𝑘+1 < 𝑒𝑘恒成立.

同理,当−𝛿 ⩽ 𝑒𝑘 < −ΔMDR时,可得到相同的结

果.因此,单调减区域边界

ΔMDR = Δ ⩽ 𝛿. (18)

当 𝑒𝑘 > 𝛿时,有不等式方程组⎧⎨⎩ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀+Δ < 𝑒𝑘;

(1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀−Δ > 0.
(19)

不等式方程组 (19)成立的条件为满足式 (15). 因
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为 𝑒𝑘 > 𝛿,继而 𝑒𝑘 > ΔMDR,所以只要保证

max
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

1− 𝜌

}
⩽ 𝛿, (20)

不等式方程组 (19)恒成立, 即无解. 同理, 当 𝑒𝑘 <

−𝛿时, ΔMDR亦无解.

结合式 (18),可得

ΔMDR = Δ, asmax
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

1− 𝜌

}
⩽ 𝛿. (21)

由式 (17)和 (21),可得

ΔMDR =

⎧⎨⎩
max

{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

1− 𝜌

}
> 𝛿;

Δ, asmax
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

1− 𝜌

}
⩽ 𝛿.

(22)

单调减区域边界ΔMDR的具体表达式依赖于控

制器 (11)中的可调参数 (𝜀, 𝜌, 𝛿)与扰动的界值 (Δ)的

关系.根据式 (22), 当 𝛿 ⩽ 2Δ时, 以 𝜀 = (1 − 2𝜌)Δ进

行分界,可得ΔMDR的表达式为

ΔMDR =

⎧⎨⎩
Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀 ⩽ (1− 2𝜌)Δ;

Δ+ 𝜀

1− 𝜌
, 𝜀 > (1− 2𝜌)Δ.

(23)

当 𝛿 > 2Δ时,可以用 𝜀 = Δ− 𝜌𝛿和 (1− 𝜌)𝛿 −Δ进行

分界,得ΔMDR的表达式为

ΔMDR =

⎧⎨⎩

Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀 ⩽ Δ− 𝜌𝛿;

Δ, Δ− 𝜌𝛿 < 𝜀 ⩽ (1− 𝜌)𝛿 −Δ;

Δ+ 𝜀

1− 𝜌
, 𝜀 > (1− 𝜌)𝛿 −Δ.

(24)

这样,结合式 (23)和 (24)可得 (12).

3.2 绝绝绝对对对吸吸吸引引引层层层(ΔAAL)

跟踪误差 𝑒𝑘的绝对吸引层边界为

ΔAAL =⎧⎨⎩

Δ− 𝜀

𝜌
, 0 < 𝜀 ⩽ min{(1− 𝜌)Δ,Δ− 𝜌𝛿};

Δ, Δ− 𝜌𝛿 < 𝜀 ⩽ (2− 𝜌)𝛿 −Δ;

𝜀+Δ

2− 𝜌
, 𝜀 > max{(1− 𝜌)Δ, (2− 𝜌)𝛿 −Δ}.

(25)

下面分ΔAAL > 𝛿和ΔAAL ⩽ 𝛿两种情况讨论.

1)考虑ΔAAL > 𝛿的情况.

当 𝑒𝑘 > ΔAAL > 𝛿时, 式 (4)中 𝜁𝛿(𝑒𝑘) = 1. 由理

想误差动态 (8)和 ∣𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1∣ ⩽ Δ,可得⎧⎨⎩ 𝑒𝑘+1 ⩽ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀+Δ;

𝑒𝑘+1 ⩾ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀−Δ.
(26)

若使 ∣𝑒𝑘∣单调递减,即−𝑒𝑘 < 𝑒𝑘+1 < 𝑒𝑘,则需要满足⎧⎨⎩ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀+Δ < 𝑒𝑘;

(1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀−Δ > −𝑒𝑘.
(27)

解不等式方程组 (27),得

𝑒𝑘 > max
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

2− 𝜌

}
. (28)

同理,当 𝑒𝑘 < −ΔAAL < −𝛿时,若使 ∣𝑒𝑘∣单调递增,则

𝑒𝑘需满足

𝑒𝑘 < min
{
− Δ− 𝜀

𝜌
,−𝜀+Δ

2− 𝜌

}
.

因此,绝对吸引层的边界

ΔAAL = max
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

2− 𝜌

}
> 𝛿. (29)

2)考虑ΔAAL ⩽ 𝛿的情况.

当ΔAAL < 𝑒𝑘 ⩽ 𝛿时, 式 (4)中 𝜁𝛿(𝑒𝑘) = 0. 依据

ΔAAL的定义和式 (8), 可得−𝑒𝑘 < 𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1 < 𝑒𝑘.

利用 ∣𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1∣ ⩽ Δ,有 𝑒𝑘 > Δ.

同理,当−𝛿 ⩽ 𝑒𝑘 < −ΔAAL时,可得到相同的结

果.因此,绝对吸引层边界

ΔAAL = Δ ⩽ 𝛿. (30)

当 𝑒𝑘 > 𝛿时,有不等式方程组⎧⎨⎩ (1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀+Δ < 𝑒𝑘;

(1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀−Δ > −𝑒𝑘.
(31)

不等式方程组 (31)成立的条件为满足式 (28). 因

为 𝑒𝑘 > 𝛿,继而 𝑒𝑘 > ΔAAL,所以只要保证

max
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

2− 𝜌

}
⩽ 𝛿, (32)

不等式方程组 (31)恒成立,即无解.同理,当 𝑒𝑘 < −𝛿

时, ΔAAL亦无解.

结合式 (30),可得

ΔAAL = Δ, asmax
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

2− 𝜌

}
⩽ 𝛿. (33)

由式 (29)和 (33),可得

ΔAAL =

⎧⎨⎩
max

{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

2− 𝜌

}
> 𝛿;

Δ, asmax
{Δ− 𝜀

𝜌
,
𝜀+Δ

2− 𝜌

}
⩽ 𝛿.

(34)

绝对吸引层边界ΔAAL的具体表达式依赖于控

制器 (11)中的可调参数 (𝜀, 𝜌, 𝛿)与扰动的界值 (Δ)的

关系.根据式 (34), 当 𝛿 ⩽ Δ时,以 𝜀 = (1 − 𝜌)Δ进行

分界,可得ΔAAL的表达式为

ΔAAL =

⎧⎨⎩
Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀 ⩽ (1− 𝜌)Δ;

Δ+ 𝜀

2− 𝜌
, 𝜀 > (1− 𝜌)Δ.

(35)

当 𝛿 > Δ时,可以用 𝜀 = Δ − 𝜌𝛿和 (2 − 𝜌)𝛿 −Δ进行

分界,得ΔAAL的表达式为

ΔAAL =

⎧⎨⎩

Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀 ⩽ Δ− 𝜌𝛿;

Δ, Δ− 𝜌𝛿 < 𝜀 ⩽ (2− 𝜌)𝛿 −Δ;

Δ+ 𝜀

2− 𝜌
, 𝜀 > (2− 𝜌)𝛿 −Δ.

(36)

这样,结合式 (35)和 (36)可得(25).

3.3 稳稳稳态态态误误误差差差带带带 (ΔSSE)

稳态误差带是用来表征闭环系统稳态性能的重

要指标.在重复控制器 (11)作用下,跟踪误差 𝑒𝑘最终
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会稳定在由控制器参数 (𝜌, 𝜀, 𝛿)和扰动的界值 (Δ)确

定的一误差带内.闭环系统的稳态误差带边界为

ΔSSE =⎧⎨⎩

Δ− 𝜀

𝜌
, 0 < 𝜀 ⩽ min

{ (1− 𝜌)(Δ+ 𝜌𝛿)

1 + 𝜌
,Δ− 𝜌𝛿

}
;

Δ, Δ− 𝜌𝛿 < 𝜀 ⩽ (2− 𝜌)𝛿 −Δ;

𝜀+Δ− (1− 𝜌)𝛿,

𝜀 > max
{ (1− 𝜌)(Δ+ 𝜌𝛿)

1 + 𝜌
, (2− 𝜌)𝛿 −Δ

}
.

(37)

下面分ΔSSE > 𝛿和ΔSSE ⩽ 𝛿两种情况讨论.

1)考虑ΔSSE > 𝛿的情况.

当 𝛿 < 𝑒𝑘 ⩽ ΔSSE时, 𝜁𝛿(𝑒𝑘) = 1. 依据ΔSSE的定

义,由理想误差动态 (8)和 ∣𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1∣ ⩽ Δ,可得{
(1− 𝜌)ΔSSE − 𝜀+Δ ⩽ ΔSSE;

(1− 𝜌)𝛿 − 𝜀−Δ ⩾ −ΔSSE.
(38)

解不等式方程组 (38),可得

ΔSSE ⩾ max
{Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀+Δ− (1− 𝜌)𝛿

}
. (39)

同理, 当−ΔSSE ⩽ 𝑒𝑘 < −𝛿时, 可得相同的结果. 因

此, 闭环系统的稳态误差带边界 (选取满足边界取值

条件的最小值)

ΔSSE = max
{Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀+Δ− (1− 𝜌)𝛿

}
> 𝛿. (40)

当 0 ⩽ 𝑒𝑘 ⩽ 𝛿 ⩽ ΔSSE时,根据ΔSSE的定义,有

−ΔSSE ⩽ 𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1 ⩽ ΔSSE.

利用 ∣𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1∣ ⩽ Δ, 可得ΔSSE ⩾ Δ.同理, 当

−ΔSSE ⩽ −𝛿 < 𝑒𝑘时,可得相同的结果.因此,闭环系

统的稳态误差带边界

ΔSSE = Δ > 𝛿. (41)

结合式 (40)和 (41),可得

ΔSSE = max
{Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀+Δ− (1− 𝜌)𝛿,Δ

}
> 𝛿.

(42)

2)考虑ΔSSE ⩽ 𝛿的情况.

当 0 < 𝑒𝑘 ⩽ ΔSSE ⩽ 𝛿时,根据ΔSSE的定义,有

−ΔSSE ⩽ 𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1 ⩽ ΔSSE.

利用 ∣𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1∣ ⩽ Δ,有ΔSSE ⩾ Δ;同理,当−𝛿 ⩽
−ΔSSE ⩽ 𝑒𝑘 < 0时,可得相同的结果.因此,闭环系统

的稳态误差带边界

ΔSSE = Δ ⩽ 𝛿. (43)

由式 (42)和 (43),可得

ΔSSE =

⎧⎨⎩ max
{Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀+Δ− (1− 𝜌)𝛿,Δ

}
> 𝛿;

Δ ⩽ 𝛿.

(44)

稳态误差带边界ΔSSE的具体表达式依赖于控

制器 (11)中的可调参数 (𝜀, 𝜌, 𝛿)与扰动的界值 (Δ)的

关系. 根据式 (44), 当 𝛿 ⩽ Δ时, 以 𝜀 = (1 − 𝜌)(Δ −
𝜌𝛿)/(1 + 𝜌)进行分界,可得ΔSSE的表达式为

ΔSSE =

⎧⎨⎩
Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀 ⩽ (1− 𝜌)(Δ− 𝜌𝛿)

1 + 𝜌
;

𝜀+Δ− (1− 𝜌)𝛿, 𝜀 >
(1− 𝜌)(Δ− 𝜌𝛿)

1 + 𝜌
.

(45)

当 𝛿 > Δ时,可以用 𝜀 = Δ − 𝜌𝛿和 (2 − 𝜌)𝛿 −Δ进行

分界,得ΔSSE的表达式为

ΔSSE =

⎧⎨⎩
Δ− 𝜀

𝜌
, 𝜀 ⩽ Δ− 𝜌𝛿;

Δ, Δ− 𝜌𝛿 < 𝜀 ⩽ (2− 𝜌)𝛿 −Δ;

𝜀+Δ− (1− 𝜌)𝛿, 𝜀 > (2− 𝜌)𝛿 −Δ.

(46)

这样,结合式 (45)和 (46)可得 (37).

注注注 2 由表达式 (12)、(25)和 (37)知, 3个边界的

大小取决于控制器 (11)中的可调参数 (𝜀, 𝜌, 𝛿)和扰动

的界值 (Δ). 在实现时,可首先提出对 3个边界值的要

求, 具体控制器参数的整定工作可根据这些要求和

3个边界的具体表达式进行.

注注注 3 从 𝑑𝑘的定义可以看出,所设计的重复控

制器 (11)可完全抑制周期对称干扰信号; ΔSSE表示

非周期干扰信号的抑制性能水平.

4 基基基于于于理理理想想想误误误差差差动动动态态态的的的反反反馈馈馈控控控制制制

上节所述的离散重复控制方法同样也适用于常

值调节问题.给定参考信号满足 𝑟𝑘 = 𝑟𝑘−1,系统干扰

信号𝑤𝑘的主要成分在稳态时表现为常值干扰, 这时

引入的变量为 𝑑𝑘 = 𝑤𝑘 − 𝑤𝑘−1 (即周期𝑁 = 1的周期

干扰). 将干扰补偿、抑制措施 “嵌入”吸引律 (3),构造

如下理想误差动态:

𝑒𝑘+1 =

𝜁𝛿(𝑒𝑘)[(1− 𝜌)𝑒𝑘 − 𝜀sgn(𝑒𝑘)] + 𝑑∗𝑘+1 − 𝑑𝑘+1, (47)

其中 𝑑∗𝑘+1为 𝑑𝑘+1的补偿值. 下述的反馈控制器可实

现该理想误差动态:

𝑢𝑘 =

𝑢𝑘−1 +
1

𝑏1

[
𝜁𝛿(𝑒𝑘)[−(1− 𝜌)𝑒𝑘 + 𝜀sgn(𝑒𝑘)]+

𝑒𝑘 − 𝑟𝑘 + 𝑟𝑘+1 +

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑦𝑘+1−𝑖 − 𝑦𝑘−𝑖)−
𝑛∑

𝑖=2

𝑏𝑖(𝑢𝑘+1−𝑖 − 𝑢𝑘−𝑖)− 𝑑∗𝑘+1

]
. (48)

在式 (48)作用下,理想误差动态 (47)的收敛性能

分析过程与式 (8)是一致的, 上节推导出的结果可用

于式 (48)的参数整定. 本节所设计的控制器可有效抑

制常值干扰对系统动态性能的影响,而重复控制是针
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对周期对称干扰信号抑制问题提出的.

5 仿仿仿真真真与与与实实实验验验

为了验证所提出离散重复控制方法的有效性,

本文针对电机伺服系统分别进行数值仿真和实验.

该系统包括PC上位机、TMS320F2812 DSP开发板、

ELMO驱动器、电机、电源等. 电机为韩国生产的

APM-SB01AGN, 其检测精度为 6 000线. ELMO驱动

器除了实现电机驱动外, 还承担速度环与电流环控

制 (均采用PI控制算法),其基本参数通过上位机的配

套软件进行设置并由串口下载到驱动器;本文设计的

控制器作为电机三环控制系统中的位置环控制器;其

控制由DSP处理器实现, PC上位机完成算法编程,然

后通过DSP仿真器将控制程序下载到DSP开发板.

通过实验,本文获得的伺服对象数学模型如下:

𝑦𝑘+1 =

1.500 1𝑦𝑘 − 0.498 9𝑦𝑘−1 + 2.158 9𝑢𝑘−
0.511 3𝑢𝑘−1 + 𝑤𝑘+1. (49)

对于由式 (49)表示的伺服系统,控制器 (11)变成

𝑢𝑘 =

𝑢𝑘−𝑁 + 0.463 2[−0.511 3(𝑢𝑘−1−𝑁 − 𝑢𝑘−1)−
1.500 1(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−𝑁 ) + 0.498 9(𝑦𝑘−1−
𝑦𝑘−1−𝑁 ) + 𝑟𝑘+1 − 𝑟𝑘+1−𝑁 + 𝑒𝑘+1−𝑁+

𝜁𝛿(𝑒𝑘)[−(1− 𝜌)𝑒𝑘 + 𝜀sgn(𝑒𝑘)]− 𝑑∗𝑘+1]. (50)

5.1 仿仿仿真真真结结结果果果

在仿真中, 选取参考正弦信号 𝑟𝑘 = 10π ×
sin(2π𝑓𝑇𝑠(𝑘 − 1)) rad,采样周期𝑇𝑠 = 5ms,频率 𝑓 =

0.25Hz. 系统干扰由周期对称干扰信号与非周期干扰

信号组成,具体形式如下:

𝑤𝑘+1 =

− 2sin(2𝑘π/𝑁) + 0.25(−1)fix(
𝑘

800 )+fix( 𝑘
160 )×

sgn(mod(𝑘, 90)− 9). (51)

其中: 𝑁为周期扰动的步数,在实际仿真中选取𝑁 =

800,吸引律中不确定项的界Δ = 0.5.

为了验证闭环系统的绝对吸引层边界ΔAAL、单

调减区域边界ΔMDR和稳态误差带边界ΔSSE的准确

性,考虑 3种情形的控制器参数设置.

情情情形形形 1 当 0 < 𝜀 ⩽ min{(1 − 2𝜌)Δ, (1− 𝜌)(Δ +

𝜌𝛿)/(1 + 𝜌)}, 𝛿 ⩽ Δ时, 单调减区域边界ΔMDR、稳

态误差带边界ΔSSE和绝对吸引层边界ΔAAL均为

(Δ− 𝜀)/𝜌. 控制器参数设置为 𝜌 = 0.4, 𝜀 = 0.08,

𝛿 = 0.2, 此时ΔMDR = ΔSSE = ΔAAL = 1.05, 仿真

结果如图 1所示. 重复控制在第 1个周期中不起作用,

故图中跟踪误差 𝑒𝑘远离边界层.图 2及图 3亦是如此.
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图 1 跟踪误差 𝑒𝑘 (ΔMDR = ΔSSE = ΔAAL)
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图 2 跟踪误差 𝑒𝑘 (ΔMDR > ΔSSE = ΔAAL)
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图 3 跟踪误差 𝑒𝑘 (ΔMDR > ΔSSE > ΔAAL)

情情情形形形 2 当max{(1− 2𝜌)Δ,Δ− 𝜌𝛿} < 𝜀 ⩽ (2−
𝜌)𝛿 − Δ,Δ < 𝛿 ⩽ 2Δ时, 稳态误差带边界ΔSSE和

绝对吸引层边界ΔAAL为Δ, 单调减区域边界ΔMDR

为 (𝜀+Δ)/(1− 𝜌). 控制器参数设置为 𝜌 = 0.4, 𝜀 =

0.3, 𝛿 = 0.8,此时ΔSSE = ΔAAL = 0.5, ΔMDR = 1.33,

仿真结果如图 2所示.

情情情形形形 3 当 𝜀 > max{(1 − 𝜌)Δ, (1 − 𝜌)(Δ + 𝜌𝛿)/

(1+ 𝜌)}, 𝛿 ⩽ Δ时,单调减区域ΔMDR为 (𝜀+Δ)/(1−
𝜌),绝对吸引层边界ΔAAL为 (𝜀+Δ)/(2− 𝜌),稳态误

差带边界ΔSSE为 𝜀 + Δ − (1 − 𝜌)𝛿. 控制器参数设

置为 𝜌 = 0.4, 𝜀 = 0.32, 𝛿 = 0.2, 此时ΔMDR = 1.37,

ΔAAL = 0.51, ΔSSE = 0.7,仿真结果如图 3所示.

5.2 实实实验验验结结结果果果

在实验中, 控制器参数选取为 𝜌 = 0.4, 𝜀 =

0.000 35, 𝛿 = 0.000 4,且对下述 3种情形进行实验.

情情情形形形 4 给定参考信号 𝑟𝑘设置为

𝑟𝑘 =
π

2
× sin(2π𝑓𝑇𝑠(𝑘 − 1)).

其中: 采样周期𝑇𝑠 = 5ms,频率 𝑓 = 0.25Hz. 采用控

制器 (48), 实验中得到 𝑑𝑘的数据 (见图 4), 并取 𝑑𝑘的
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上、下界为±0.001 18,界值Δ = 0.001 18. 由此可知

ΔMDR = (𝜀+Δ)/(1− 𝜌) = 0.002 6,

ΔSSE = ΔAAL = (Δ− 𝜀)/𝜌 = 0.002 1.

跟踪误差 𝑒𝑘在一个采样周期 (𝑇𝑠 = 5ms)之后控制在

8.5 × 10−4 rad左右,且呈周期性 (周期与给定参考信

号 𝑟𝑘相同).
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图 4 采用控制器 (48)时的跟踪性能

情情情形形形 5 给定参考信号 𝑟𝑘设置为正弦信号 (同

上). 采用控制器 (50),实验中得到𝑤𝑘和 𝑑𝑘的数据 (见

图 5), 𝑑𝑘已不具有𝑤𝑘所含有的周期对称干扰信号,且

取 𝑑𝑘的上、下界为±0.000 7, 界值Δ = 0.000 7. 由此

可知

ΔMDR = (𝜀+Δ)/(1− 𝜌) = 0.001 75,

ΔSSE = ΔAAL = (Δ− 𝜀)/𝜌 = 0.000 875.

跟踪误差 𝑒𝑘在一个参考信号周期 (𝑇 = 4 𝑠)之后控制

在 7 × 10−4 rad左右, 周期对称干扰信号得到有效抑

制,进一步提高了控制精度.
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图 5 采用控制器 (50)时的跟踪性能

情情情形形形 6 定位控制实验中电机的参考信号为

𝑟𝑘 =⎧⎨⎩
0, 0 < 𝑘𝑇𝑠 ⩽ 1;

π

2
(3(𝑘𝑇𝑠 − 1)2 − 2(𝑘𝑇𝑠 − 1)3), 1 < 𝑘𝑇𝑠 ⩽ 2;

π

2
, 𝑘𝑇𝑠 > 2.

其中采样周期𝑇𝑠 = 5ms. 采用控制器 (48),实验结果

见图 6. 可以看出,系统定位误差在 10−3 rad左右.
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图 6 采用控制器 (48)时的给定参考信号和位置误差

6 结结结 论论论

本文利用死区函数构造一种具有干扰抑制作用

的理想误差动态,并依据理想误差动态设计离散重复

控制器. 文中推导出能够用于控制器参数整定和表征

系统跟踪误差收敛过程的单调减区域、绝对吸引层和

稳态误差带边界的具体表达式. 这一控制方法也适用

于常值调节问题的反馈控制.数值仿真和在电机伺服

系统上的实验结果表明,所提出的重复控制方法能够

完全抑制周期对称干扰信号.
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