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摘 要: 针对一类耦合参数多变量系统,提出一种耦合多新息随机梯度方法. 通过该方法进行参数辨识并对该方法

进行性能分析.该方法的基本思路在于利用历史新息中包含的信息,将耦合随机梯度算法中的新息项扩展为多新息

向量,从而提升耦合随机梯度算法中单个子系统的辨识效果.仿真结果表明,通过增加新息长度可以提升辨识结果的

收敛速度和精度.
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Abstract: For a kind of coupled parameters multivariable system, the coupled multi-innovation stochastic gradient(C-

MISG) identification method is proposed to estimate the parameters, and its performance analysis is made. The basic

idea of this method is utilizing the historical information to extend the scalar innovation item to an innovation vector to

enhance the identified effect of each subsystem. Simulation results show that increasing the innovation length can enhance

the convergence rate and accuracy of the identified results.
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0 引引引 言言言

近年来,针对多变量系统的建模与辨识的研究受

到了越来越多学者的关注,相应的新方法也层出不穷,

例如随机梯度 (SG)法[1-2]、递阶辨识法[3-4]、多新息

辨识[5-7]、辅助模型辨识[8-9]、递推最小二乘 (RLS)辨

识[10-11]和子空间辨识法[12]等. SG算法和RLS算法是

两种典型的多变量系统辨识算法,相比而言, SG算法

的计算复杂度较低,而RLS算法的收敛速度比 SG算

法快[3].

多新息随机梯度算法 (MISG)是一种将多新息辨

识与 SG算法相结合而得到的辨识方法, 该算法的收

敛速度比 SG算法快, 计算复杂度低于RLS算法.但

是, MISG算法只针对单系统辨识,并不能解决由多个

子系统组成的耦合参数多变量系统的参数辨识问题.

针对可分解为耦合参数子系统的多变量系统的

参数辨识问题,丁锋等提出了部分耦合随机 (P-CSG)

梯度算法[2]和耦合最小二乘 (CLS)算法[11]. P-CSG算

法旨在解决耦合多变量系统非均匀采样的问题, 而

CLS算法则将多变量系统分解为若干个存在耦合参

数的子系统, 并对子系统参数依次辨识, 从而避免

RLS算法中矩阵的求逆运算.通过证明可知, CLS算

法与RLS算法的辨识结果相同.

比较CSG与MICG算法, 不难发现两种算法的

相似点: 利用当前最优的辨识结果来替代其他子系

统或本系统的历史最优辨识结果. CSG算法如前文

所述, 是用当前最优结果替代相邻子系统的前一时

刻的最优辨识结果;而MISG算法是将当前最优的辨

识结果代入历史信息向量, 并替代历史辨识结果,从
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而构成新息向量.但是, 这两种替代效果并不重复,

进而可以将两种算法结合得到耦合多新息随机梯度

(C-MISG)算法.

首先,本文对耦合参数多变量系统进行建模; 然

后,介绍C-MISG算法,并对算法性能进行分析;最后,

通过仿真算例验证C-MISG算法的有效性和可行性,

并对新息长度对收敛效果的影响进行分析.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下多变量线性系统:

𝒀 (𝑡) = ΦT(𝑡)𝜃 + 𝒗(𝑡). (1)

其中: 𝒀 (𝑡) = [𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑚(𝑡)]T ∈ 𝑅𝑚为输出

向量; ΦT(𝑡) = [𝜑T
1 (𝑡), 𝜑

T
2 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑T

𝑚(𝑡)] ∈ 𝑅𝑚×𝑛为

信息向量矩阵, 𝜑T
𝑖 (𝑡) ∈ 𝑅𝑛 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)表示子系

统 𝑖中包含输入数据和输出数据的信息向量; 𝒗(𝑡) =

[𝑣1(𝑡), 𝑣2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑚(𝑡)] ∈ 𝑅𝑚为系统噪声向量; 𝜃 ∈
𝑅𝑛为待辨识参数.根据输入输出变量个数, 系统 (1)

可分解为𝑚个具有相同待辨识耦合参数的子系统,即⎧⎨⎩

𝑦1(𝑡) = 𝜑T
1 (𝑡)𝜃 + 𝑣1(𝑡),

𝑦2(𝑡) = 𝜑T
2 (𝑡)𝜃 + 𝑣2(𝑡),

...

𝑦𝑚(𝑡) = 𝜑T
𝑚(𝑡)𝜃 + 𝑣𝑚(𝑡).

(2)

虽然式 (2)中的每个子系统的参数都可以单独

辨识, 但可能都不适合作为整个系统的辨识结果,

所以辨识的结果应当是各子系统的协调结果, 即系

统 (1)整体的辨识参数.

2 C-MISG算算算法法法
定义多新息误差向量

𝑬𝑖(𝑝, 𝑡) = [𝑒𝑖(𝑡), 𝑒𝑖(𝑡− 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑖(𝑡− 𝑝+ 1)]T ∈ 𝑅𝑝.

其中: 𝑝为新息的长度; 𝑒𝑖(𝑡−𝑘) (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝−1)的

定义为

𝑒𝑖(𝑡− 𝑘) = 𝑦𝑖(𝑡− 𝑘)− 𝜑T
𝑖 (𝑡− 𝑘)𝜃𝑖−1(𝑡), (3)

其中 𝜃𝑖−1(𝑡)为子系统 𝑖.

定义多新息向量的信息矩阵Γ 𝑖(𝑝, 𝑡)和输出向量

𝒀𝑖(𝑝, 𝑡)分别为⎧⎨⎩Γ 𝑖(𝑝, 𝑡) = [𝜑𝑖(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑𝑖(𝑡− 𝑝+ 1)] ∈ 𝑅𝑛×𝑝,

𝒀𝑖(𝑝, 𝑡) = [𝑦𝑖(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑖(𝑡− 𝑝+ 1)]T ∈ 𝑅𝑝.

由式 (3)可知,多新息向量可以表示为

𝑬𝑖(𝑝, 𝑡) =⎧⎨⎩𝒀1(𝑝, 𝑡)− ΓT
1 (𝑝, 𝑡)𝜃𝑚(𝑡− 1), 𝑖 = 1;

𝒀𝑖(𝑝, 𝑡)− ΓT
𝑖 (𝑝, 𝑡)𝜃𝑖−1(𝑡).

(4)

由文献 [13]直接给出系统 (2)中各子系统中向量

的耦合多新息随机梯度 (C-MISG)辨识算法的步骤,

即有

𝜃𝑖(𝑡) = 𝜃𝑖−1(𝑡) +
Γ 𝑖(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑖(𝑡)
𝑬𝑖(𝑝, 𝑡), 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

(5)

𝜃1(𝑡) = 𝜃𝑚(𝑡− 1) +
Γ 1(𝑝, 𝑡)

𝑅1(𝑡)
𝑬1(𝑝, 𝑡); (6)

𝑅𝑖(𝑡) = 𝑅𝑖(𝑡− 1) + ∥Γ 𝑖(𝑡)∥2, 𝑟𝑖(0) = 𝐼. (7)

3 C-MISG算算算法法法性性性能能能分分分析析析
为了分析C-MISG算法的收敛性能,首先引入如

下两条假设和两条引理.

假设 1 各子系统的信息向量Φ𝑖(𝑡)均为持续激

励,且存在常数 0 < 𝛼 ⩽ 𝛽 < ∞和正整数𝑁 ⩾ 𝑛,使

得如下持续激励条件成立:

𝛼𝐼 ⩽ 1

𝑁

𝑁−1∑
𝑖=0

𝜑𝑖(𝑘 + 𝑖)𝜑𝑖(𝑘 + 𝑖)T ⩽ 𝛽𝐼.

假设 2 各子系统的噪声均为零均值白噪声,即

满足

𝐸(𝑣𝑖(𝑡)) = 0;

𝐸{𝑣𝑖(𝑡1)𝑣𝑖(𝑡2)} =

⎧⎨⎩ 0, 𝑡1 ∕= 𝑡2;

𝜎2, 𝑡1 = 𝑡2.

引理 1[14] 若 {𝑥(𝑘)}、{𝑎𝑘}和 {𝑏𝑘}为非负实序
列,且满足𝑥(𝑘+1) ⩽ (1−𝑎𝑘)𝑥(𝑘)+𝑏𝑘, 𝑘 ⩾ 0,其中 𝑎𝑘

∈ [0, 1)且𝑥(0) < ∞,则有 lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) ⩽ lim
𝑡→∞

(𝑏𝑘/𝑎𝑘).

引理 2 根据假设 1, 式 (7)中的𝑅𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)满足𝑛𝑚𝛼(𝑡−𝑁)+ 1 ⩽ 𝑅𝑖(𝑡) ⩽ 𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁 −
1) + 1.

证证证明明明 由假设 1不难得到

𝑚𝑛𝑁𝛼 ⩽
𝑚∑
𝑗=1

𝑁−1∑
𝑖=1

∥𝜑𝑗(𝑡+ 𝑖)∥2 ⩽ 𝑚𝑛𝑁𝛽.

令 ⌊𝑎⌋表示不超过 𝑎的最大整数,则有

𝑅𝑚(𝑡) = 𝑅𝑚(𝑡− 1) +

𝑚∑
𝑗=1

∥𝜑𝑗(𝑡)∥2 =

𝑚∑
𝑗=1

𝑇∑
𝑖=1

∥𝜑𝑗(𝑖)∥2 +𝑅(0) ⩽

𝑚∑
𝑗=1

⌊(𝑡−1)/𝑁⌋∑
𝑘=0

𝑁∑
𝑖=1

∥𝜑𝑗(𝑘𝑁 + 𝑖)∥2 +𝑅(0) ⩽

𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁 − 1) + 1,

𝑅1(𝑡) > 𝑅𝑚(𝑡− 1) = 𝑅𝑚(𝑡− 2) +

𝑚∑
𝑗=1

∥𝜑𝑗(𝑡)∥2 =

𝑚∑
𝑗=1

𝑡−1∑
𝑖=1

∥𝜑𝑗(𝑖)∥2 +𝑅(0) ⩾

𝑚∑
𝑗=1

⌊(𝑡−1)/𝑁⌋−1∑
𝑘=0

𝑁∑
𝑖=1

∥𝜑𝑗(𝑘𝑁 + 𝑖)∥2 +𝑅(0) ⩾

𝑛𝑚𝛼(𝑡−𝑁) + 1.
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由𝑅𝑖(𝑡)定义可知𝑅1(𝑡) ⩽ 𝑅𝑖(𝑡) ⩽ 𝑅𝑚(𝑡), 故存

在𝑛𝑚𝛼(𝑡−𝑁) + 1 ⩽ 𝑅𝑖(𝑡) ⩽ 𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁 − 1) + 1.

详细证明过程可参见文献 [15]中的引理 2以及

文献 [16]. □

定理 1 对于系统 (1)和多新息耦合随机梯度算

法 (5)∼ (7),当满足假设条件时,系统的参数辨识结果

满足 lim
𝑡→∞

E{∥𝜃𝑖(𝑡)∥2} = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

证证证明明明 定义 𝜃𝑖(𝑡) = 𝜃𝑖(𝑡) − 𝜃, 则式 (6)两边分别

减去 𝜃,可得

𝜃𝑚(𝑡) =

𝜃𝑚−1(𝑡) +
Γ𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)
(−ΓT

𝑚(𝑝, 𝑡)𝜃𝑚−1(𝑡) + 𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)) =(
𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT

𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

)
𝜃𝑚−1(𝑡) +

Γ𝑚(𝑝, 𝑡)𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)
,

两边取范数,可得

∥𝜃𝑚(𝑡)∥2 ⩽∥∥∥(𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT
𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

)
𝜃𝑚−1(𝑡)

∥∥∥2

+

2𝜃𝑚−1(𝑡)
(
𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT

𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

)
+

∥∥∥Γ𝑚(𝑝, 𝑡)𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

∥∥∥2

⩽

𝜆max

[(
𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT

𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

)]
∥𝜃𝑚−1(𝑡)∥2+

2𝜃𝑚−1(𝑡)
(
𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT

𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

)
+

∥Γ𝑚(𝑝, 𝑡)𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)∥2
𝑅𝑚(𝑡)

, (8)

取 𝑝 = 𝑁 ,由引理 2和假设 2可得

𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT
𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)
⩽

(
1− 𝑁𝛼

𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁 − 1)

)
𝐼,

E{∥Γ𝑚(𝑝, 𝑡)𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)∥2} ⩽

E{𝜆max[Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT
𝑚(𝑝, 𝑡)]∥𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)∥2} ⩽

𝑝𝛽E{∥𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)∥2} = 𝑝2𝛽𝜎2 = 𝑁2𝛽𝜎2.

对式 (8)两边取期望,可得

E{∥𝜃𝑚(𝑡)∥2} ⩽

𝜆max

[(
𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT

𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

)]
{∥𝜃𝑚−1(𝑡)∥2}+

2E
{
𝜃𝑚−1(𝑡)

(
𝐼 − Γ𝑚(𝑝, 𝑡)ΓT

𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

)
×

Γ𝑚(𝑝, 𝑡)𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)

𝑅𝑚(𝑡)

}
+

E{∥Γ𝑚(𝑝, 𝑡)𝑣𝑚(𝑝, 𝑡)∥2}
[𝑛𝑚𝛼(𝑡−𝑁) + 1]2

⩽(
1− 𝑁𝛼

𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁 − 1)

)
E{∥𝜃𝑚−1(𝑡)∥2}+

𝑁2𝛽𝜎2

[𝑛𝑚𝛼(𝑡−𝑁) + 1]2
. (9)

其中𝜆max[𝐴]为对称矩阵𝐴的最大特征值,令

𝑓(𝛼, 𝛽) = 1− 𝑁𝛼

𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁 − 1)
,

𝑔(𝛼, 𝛽) =
𝑁2𝛽𝜎2

[𝑛𝑚𝛼(𝑡−𝑁) + 1]2
,

则式 (9)可化为

E{∥𝜃𝑚(𝑡)∥2} ⩽ 𝑓(𝛼, 𝛽)E{∥𝜃𝑚−1(𝑡)∥2}+ 𝑔(𝛼, 𝛽).

不难推知

E{∥𝜃𝑚(𝑡)∥2} ⩽

𝑓(𝛼, 𝛽)𝑚E{∥𝜃𝑚(𝑡− 1)∥2}+
𝑚−1∑
𝑖=0

𝑓(𝛼, 𝛽)𝑖𝑔(𝛼, 𝛽).

由引理 1可得

lim
𝑡→∞

E{∥𝜃𝑚(𝑡)∥2} =

lim
𝑡→∞

𝑚−1∑
𝑖=0

𝑓(𝛼, 𝛽)𝑖𝑔(𝛼, 𝛽)

1− 𝑓(𝛼, 𝛽)𝑚
= lim

𝑡→∞
𝑔(𝛼, 𝛽)

1− 𝑓(𝛼, 𝛽)
=

lim
𝑡→∞

𝑁2𝛽𝜎2

[𝑛𝑚𝛼(𝑡−𝑁) + 1]2
𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁 − 1) + 1

𝑁𝛼
=

lim
𝑡→∞

𝑁𝛽𝜎2[𝑛𝛽(𝑡+𝑁 − 1) + 1]

𝛼𝑚[𝑛𝛼(𝑡−𝑁) + 1]2
∼ lim

𝑡→∞
𝑁𝛽𝜎2

𝑛𝑚𝛼3
× 1

𝑡
.

显然,
𝑁𝛽𝜎2

𝑛𝑚𝛼3
为有界变量,且满足 lim

𝑡→∞
1

𝑡
= 0,可

得 lim
𝑡→∞

E{∥𝜃𝑚(𝑡)∥2} = 0,即子系统参数 𝜃𝑚(𝑡)收敛.

根据参数 𝜃𝑚(𝑡)的收敛性分析其他子系统参数

的收敛性能.以 𝜃1(𝑡+ 1)为例,存在如下关系:

lim
𝑡→∞

E{∥𝜃1(𝑡+ 1)∥2} ⩽

lim
𝑡→∞

(
1− 𝑁𝛼

𝑛𝑚𝛽(𝑡+𝑁)

)
E{∥𝜃𝑚(𝑡)∥2}+[ 𝑁

𝑡−𝑁 + 1

]2 𝛽𝜎2

𝑛𝑚𝛼2
.

显然,当 𝑡→∞时,易得 lim
𝑡→∞

E{∥𝜃1(𝑡+ 1)∥2}=0.

以此类推, 可得 lim
𝑡→∞

E{∥𝜃𝑖(𝑡)∥2} = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑚. □

4 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑一个可分解为 4个子系统的多变量系统,各

子系统的表达式为

𝐴(𝑧)𝑦𝑖(𝑡) = 𝐵(𝑧)𝑢𝑖(𝑡) + 𝑣(𝑡),

𝐴(𝑧) = 1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−1 = 1 + 1.65𝑧−1 − 0.85𝑧−2,

𝐵(𝑧) = 1 + 𝑏1𝑧
−1 + 𝑏2𝑧

−1 = 1− 0.31𝑧−1 + 0.53𝑧−2,

𝜃 = [−1.65 0.85 −0.31 0.53].

其中: 输入信号 {𝑢(𝑡)}为零均值单位方差且不相关
激励信号, {𝑣(𝑡)}为白噪声信号且方差为𝜎2 = 0.22,

子系统的数目𝑚 = 4,辨识结果误差值 𝛿 = ∥𝜃(𝑡)− 𝜃∥
/𝜃.分别用不同新息长度下的C-MISG算法对系统进

行参数辨识,辨识步数均为 2 000,最终辨识结果及其

误差值分别如表 1和图 1所示.
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表 1 C-MISG算法

𝑝 𝑎1 𝑎2 𝑏1 𝑏2 𝛿/%

1 −1.127 0.356 −0.306 0.333 37.1

2 −1.428 0.643 −0.311 0.450 15.3

3 −1.531 0.740 −0.314 0.490 8.4

4 −1.579 0.786 −0.315 0.510 5.5

8 −1.586 0.792 −0.316 0.512 4.5

真值 −1.65 0.85 −0.31 0.53

0

0.2

0.4

0.6

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

δ

t /10
3

p = 1

p = 2

p = 3

p = 4

p = 8

图 1 C-MISG算法辨识

从以上图表可看出, 不同新息长度下的收敛速

度不同,当 𝑝=1时, C-MISG算法退化为CSG算法,此

时收敛速度较慢,收敛误差较大.但随着 𝑝值增加, C-

MISG算法的收敛速度加快,收敛误差也降低了很多,

当 𝑝>4时,通过增加新息长度已不能对C-MISG算法

的收敛速度和收敛质量产生较为明显的效果.

5 结结结 论论论

本文提出了C-MISG算法, 并对C-MISG算法的

性能进行了分析.相比于CSG算法, C-MISG算法的

收敛速度和收敛效果有较大的提高.该方法可以推广

至包含有色噪声干扰的耦合参数多变量系统的参数

辨识等问题.
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