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摘 要: 研究受乘性过程噪声干扰的离散马氏跳线性系统状态估计问题.系统可得到的观测包括两部分: 模式观测

和输出观测,其中模式观测受到固定时滞的影响.利用贝叶斯定理及所得到的一些结果,提出一种新颖的最小均方误

差意义下次优状态估计算法. 该次优算法是回归的,并且不随着时间增加而加重计算存储负荷.通过计算机仿真来评

估所提出次优算法的性能,仿真结果验证了该算法的优越性.
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Abstract: The state estimation problem for discrete-time Markov jump linear systems affected by multiplicative process

noises is studied. The available measurements for the system under consideration have two components, the model

measurement and the output measurement, where the model measurement is affected by a fixed amount of delay. By using

the Bayes theorem and some results obtained in this paper, a novel suboptimal state estimation algorithm is proposed in the

sense of minimum mean-square error. The proposed algorithm is recursive and does not increase computation and storage

load with time. Computer simulations are carried out to evaluate the performance of the proposed algorithm. The simulation

results show the superiority of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

离散马氏跳线性系统是带有参数的离散线性系

统,其中的参数随着一个有限维离散时间马尔可夫链

不断变化. 离散马氏跳线性系统是一类重要的随机时

变系统,因为该系统可用来描述许多具有随机变结构

物理行为的实际系统[1-2]. 该系统已在移动目标跟踪、

图像处理、远程通讯、经济等多个领域中得到广泛的

使用.

关于离散马氏跳线性系统的一个基本的且极其

重要的问题是根据所得观测来估计系统状态, 在最

近的 40多年中,该问题已得到深入广泛的研究.对于

既不含有乘性噪声、又不含有模式观测时滞的离散

马氏跳线性系统状态估计问题的研究主要分两种情

况.第 1种情况是输出和模式观测均可得, 在此情况

下的最优状态估计算法可以通过对时变系统应用卡

尔曼滤波得到[3-5]; 第 2种情况是只有输出观测可得,

然而在该情况下的最优状态估计算法需要指数的复

杂度𝑂(𝑁T), 其中𝑁代表一个有限维离散时间马尔

可夫链可能的实现, 𝑇 代表观测的数量[6-7]. 因此, 为

了限制计算负荷,不得不考虑次优算法. 广义伪贝叶
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斯方法[7-8]和交互多模型算法[9]是最流行的次优算法.

使用不同的高斯假设,通过求和加权的模式条件估计

而得.其他次优算法可以参见文献 [10-14]. 针对模式

观测受时滞影响的离散马氏跳线性系统状态估计问

题的研究还很少.文献 [4]针对带有模式观测时滞离

散马氏跳线性系统的状态估计问题,提出了一个最优

算法.文献 [5]通过研究带有输出观测时滞和模式观

测时滞离散马氏跳线性系统的状态估计问题,进一步

延展了文献 [4]中所得到的结果.

本文考虑一个更复杂的离散马氏跳线性系统模

型,该系统在考虑模式观测时滞的基础上又考虑了乘

性过程噪声的影响. 乘性噪声在许多情况下都存在,

例如,传输信号经过电离层信道时的衰退或反射以及

信号的采样、选通、调制等[15]. 因此,当上述情况出现

并影响到离散马氏跳线性系统的状态时,为了更精确

地描述系统的物理行为,有必要将乘性过程噪声引入

系统中. 针对带有乘性过程噪声和模式观测时滞的离

散马氏跳线性系统,本文的主要目标是在最小均方误

差意义下设计一个状态估计算法. 由于乘性过程噪声

的存在,导致本文所考虑的离散马氏跳线性系统是一

个非高斯系统.最小均方误差意义下非高斯系统的最

优状态估计是非线性无穷维的且难以实际计算,因此

必须设计可实现的次优算法来近似最优状态估计.本

文首先得到仅带有乘性噪声(不存在模式观测时滞)离

散马氏跳线性系统的最优状态估计算法; 然后,针对

所要考虑的带有乘性过程噪声和模式观测时滞的离

散马氏跳线性系统,根据所得最优算法并利用一些高

斯假设,提出一种回归且有限维可计算的次优状态估

计算法.

首先给出如下符号: 对于一个普通的随机过程

𝑍𝑘, 令𝑍𝑘代表该随机过程从时间 0到时间 𝑘的状态,

即𝑍𝑘 = {𝑍0, 𝑍1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑍𝑘}. 令
∑
𝑖𝑏𝑎

代表
𝑁∑

𝑖𝑎=1

𝑁∑
𝑖𝑎+1=1

⋅ ⋅ ⋅

𝑁∑
𝑖𝑏=1

, 其中 𝑎和 𝑏是满足 𝑎 ⩽ 𝑏的整数.令 𝐸̂[𝑋∣𝑌 = 𝑦]

代表给定𝑌 = 𝑦时𝑋的线性最小均方误差估计,其中

𝑋和𝑌 是随机向量. 对于一个随机向量𝑋 ,令Var(𝑋)

代表𝑋的协方差矩阵.

1 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备引引引理理理

考虑如下离散马氏跳线性系统:

𝑥𝑘+1 =
(
𝐴(𝜃𝑘+1) +

𝑀∑
𝜆=1

𝐴𝜆(𝜃𝑘+1)𝜉
𝜆
𝑘+1

)
𝑥𝑘+

𝐵(𝜃𝑘+1)𝜔𝑘+1 + 𝐹 (𝜃𝑘+1)𝑢𝑘+1, (1)

𝑦𝑘 = 𝐶(𝜃𝑘)𝑥𝑘 +𝐷(𝜃𝑘)𝜐𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . (2)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑹𝑛是未知状态; 𝜃𝑘是一个已知的离散时

间马尔可夫链带有有限的状态空间 {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}及
转移概率

𝑝𝑖𝑗 ≜ 𝑃 (𝜃𝑘+1 = 𝑗∣𝜃𝑘 = 𝑖), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; (3)

𝜉𝜆𝑘 ∈ 𝑹是乘性过程噪声; 𝜔𝑘 ∈𝑹𝑚是加性过程噪声;

𝑢𝑘 ∈ 𝑹𝑠是外加输入; 𝑦𝑘 ∈ 𝑹𝑝是观测; 𝜐𝑘 ∈ 𝑹𝑞是

加性观测噪声; 𝐴(𝜃𝑘), 𝐴𝜆(𝜃𝑘), 𝐵(𝜃𝑘), 𝐶(𝜃𝑘), 𝐷(𝜃𝑘)及

𝐹 (𝜃𝑘)是适当维数的时变矩阵;初始状态𝑥0是带有均

值𝑥0及协方差矩阵𝑃0的高斯随机向量.

本文使用如下 3个假设:

假设 1 𝜔𝑘, 𝜐𝑘和 𝜉𝜆𝑘 是零均值标准白噪声序列.

假设 2 𝜔𝑘独立于 𝜐𝑖和 𝜉𝜆𝑖 , 其中 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘.

𝜐𝑘独立于 𝜉𝜆𝑖 , 并且 𝜉𝜆𝑖 独立于 𝜉𝑗𝑖 , 其中 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑀, 𝑗 ∕= 𝜇.

假设 3 𝑥0独立于𝜔𝑘, 𝜐𝑘和 𝜉𝜆𝑘 , 并且 𝜃𝑘独立于

𝑥0, 𝜔𝑘, 𝜐𝑘和 𝜉𝜆𝑘 .

假设状态向量𝑥𝑘和模式 𝜃𝑘是未知的, 并且当前

时刻可得的数据包括直到 𝑘时刻的输出观测以及直

到 𝑘 − ℎ时刻的模式观测,其中ℎ是一个正整数,代表

影响模式观测的时滞.本文的目标是利用可得到的

观测数据在最小均方误差意义下设计一个回归的算

法,用来估计未知状态𝑥𝑘.即通过一个给定的观测序

列 𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ来计算𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ].

注 1 因为状态𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)含有乘性噪
声 𝜉𝜆𝑖 ,所以𝑥𝑖不满足高斯分布.这导致了本文研究的

系统是非高斯的. 由于非高斯系统的最优条件均值状

态估计是非线性无穷维的, 且在实际中难以计算,必

须考虑采用次优算法来近似计算𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ].

引理 1[16] 在 𝑓(𝑋∣𝑌 )服从高斯分布的情况下,

给定𝑌 = 𝑦关于𝑋的线性最小均方误差估计与相应

的最小均方误差估计相等,即

𝐸̂[𝑋∣𝑌 = 𝑦] = 𝐸[𝑋∣𝑌 = 𝑦]. (4)

2 主主主要要要结结结果果果

针对所考虑的离散马氏跳线性系统,本节将取得

一个在最小均方误差意义下的次优状态估计算法.

2.1 标标标准准准情情情况况况

首先讨论标准情况下关于带有乘性过程噪声离

散马氏跳线性系统的状态估计问题,这里的标准情况

指的是输出和模式观测均可得到且不存在时滞.

为了符号简单,令

𝑥̂𝜃
𝑘 ≜ 𝐸̂[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘],

𝑃 𝜃
𝑘 ≜ 𝐸[(𝑥𝜃

𝑘 − 𝑥̂𝜃
𝑘)(𝑥

𝜃
𝑘 − 𝑥̂𝜃

𝑘)
T],
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𝑥̄𝜃
𝑘 ≜ 𝐸[𝑥𝜃

𝑘], 𝑋̄
𝜃
𝑘 ≜ 𝐸[𝑥𝜃

𝑘(𝑥
𝜃
𝑘)

T],

其中𝑥𝜃
𝑘是在马尔可夫链具有状态 𝜃𝑘时随机向量𝑥𝑘

的状态. 标准情况下的最优算法可概括为如下定理.

定定定理理理 1 当模式观测不存在时滞, 即ℎ = 0时,

线性最小均方误差估计 𝑥̂𝜃
𝑘及相应的误差协方差矩阵

𝑃 𝜃
𝑘 可通过如下方程回归地计算:

Var(𝜔̃𝜃
𝑘) =

𝑀∑
𝜆=1

𝐴𝜆(𝜃𝑘)𝑋̄
𝜃
𝑘−1𝐴

𝜆(𝜃𝑘)
T+𝐵(𝜃𝑘)𝐵(𝜃𝑘)

T, (5)

𝑋̄𝜃
𝑘 = 𝐴(𝜃𝑘)𝑋̄

𝜃
𝑘−1𝐴(𝜃𝑘)

T + Var(𝜔̃𝜃
𝑘)+

𝐹 (𝜃𝑘)𝑢𝑘𝑢
T
𝑘 𝐹 (𝜃𝑘)

T+

𝐴(𝜃𝑘)𝑥̄
𝜃
𝑘−1𝑢

T
𝑘 𝐹 (𝜃𝑘)

T+

(𝐴(𝜃𝑘)𝑥̄
𝜃
𝑘−1𝑢

T
𝑘 𝐹 (𝜃𝑘)

T)T, (6)

𝑥̄𝜃
𝑘 = 𝐴(𝜃𝑘)𝑥̄

𝜃
𝑘−1 + 𝐹 (𝜃𝑘)𝑢𝑘, (7)

𝜛̂𝜃
𝑘 = 𝐴(𝜃𝑘)𝑥̂

𝜃
𝑘−1 + 𝐹 (𝜃𝑘)𝑢𝑘, (8)

𝑦𝜃𝑘 = 𝐶(𝜃𝑘)𝜛̂
𝜃
𝑘, (9)

𝑀𝜃
𝑘 = 𝐴(𝜃𝑘)𝑃

𝜃
𝑘−1𝐴(𝜃𝑘)

T + Var(𝜔̃𝜃
𝑘), (10)

𝑁𝜃
𝑘 = 𝐶(𝜃𝑘)𝑀

𝜃
𝑘𝐶(𝜃𝑘)

T +𝐷(𝜃𝑘)𝐷(𝜃𝑘)
T, (11)

𝐾𝜃
𝑘 = 𝑀𝜃

𝑘𝐶(𝜃𝑘)
T(𝑁𝜃

𝑘 )
−1, (12)

𝑃 𝜃
𝑘 = 𝑀𝜃

𝑘 −𝐾𝜃
𝑘𝐶(𝜃𝑘)𝑀

𝜃
𝑘 , (13)

𝑥̂𝜃
𝑘 = 𝜛̂𝜃

𝑘 +𝐾𝜃
𝑘(𝑦𝑘 − 𝑦𝜃𝑘), (14)

其中

𝜔̃𝜃
𝑘 =

𝑀∑
𝜆=1

𝐴𝜆(𝜃𝑘)𝜉
𝜆
𝑘𝑥

𝜃
𝑘−1 +𝐵(𝜃𝑘)𝜔𝑘. (15)

证证证明明明 由假设 1和假设 2可知, 𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1、𝜉

𝑗
𝑘𝑥

𝜃
𝑘−1

(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀, 𝑗 ∕= 𝜇)和𝜔𝑘是相互独立的.基于此

并使用式 (15),得

Var(𝜐𝜃
𝑘) =

Var
( 𝑀∑

𝜆=1

𝐴𝜆(𝜃𝑘)𝜉
𝜆
𝑘𝑥

𝜃
𝑘−1 +𝐵(𝜃𝑘)𝜔𝑘

)
=

𝑀∑
𝜇=1

Var
(
𝐴𝜆(𝜃𝑘)𝜉

𝜆
𝑘𝑥

𝜃
𝑘−1

)
+ Var(𝐵(𝜃𝑘)𝜔𝑘) =

𝑀∑
𝜇=1

𝐴𝜆(𝜃𝑘)Var(𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1)𝐴

𝜆(𝜃𝑘)
T +𝐵(𝜃𝑘)𝐵(𝜃𝑘)

T.

(16)

由协方差矩阵的定义可得

Var(𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1) =

𝐸[𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1(𝜉

𝜆
𝑘𝑥

𝜃
𝑘−1)

T]− 𝐸[𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1](𝐸[𝜉𝜆𝑘𝑥

𝜃
𝑘−1])

T.

(17)

由假设 1∼假设 3可知, 𝜉𝜆𝑘 是一个服从标准正太分布

的随机变量并独立于𝑥𝜃
𝑘−1. 因此得到

𝐸[𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1(𝜉

𝜆
𝑘𝑥

𝜃
𝑘−1)

T] =

𝐸[(𝜉𝜆𝑘 )
2]𝐸[𝑥𝜃

𝑘−1

(
𝑥𝜃
𝑘−1)

T] =

(Var(𝜉𝜆𝑘 ) + (𝐸[𝜉𝜆𝑘 ])
2)𝐸[𝑥𝜃

𝑘−1(𝑥
𝜃
𝑘−1)

T] =

𝐸[𝑥𝜃
𝑘−1(𝑥

𝜃
𝑘−1)

T] (18)

和

𝐸[𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1] = 𝐸[𝜉𝜆𝑘 ]𝐸[𝑥𝜃

𝑘−1] = 0𝑛×1. (19)

将式 (18)和 (19)代入 (17),得

Var(𝜉𝜆𝑘𝑥
𝜃
𝑘−1) = 𝐸[𝑥𝜃

𝑘−1(𝑥
𝜃
𝑘−1)

T]. (20)

将式 (20)代入 (16), 并用 𝑋̄𝜃
𝑘−1替代𝐸[𝑥𝜃

𝑘−1(𝑥
𝜃
𝑘−1)

T],

即得式 (5).

式 (1)也可以写成如下形式:

𝑥𝜃
𝑘+1 =𝐴(𝜃𝑘+1)𝑥

𝜃
𝑘 + 𝜔̃𝜃

𝑘+1 + 𝐹 (𝜃𝑘+1)𝑢𝑘+1, (21)

其中 𝜔̃𝜃
𝑘定义于式 (15). 当 𝜃𝑘已知时,由假设 1∼假设

3可知, 𝜔̃𝜃
𝑘是零均值白噪声序列且独立于𝑥𝜃

𝑘−1. 由此

并利用式 (21),可得

𝐸[𝑥𝜃
𝑘(𝑥

𝜃
𝑘)

T] =

𝐸[(𝐴(𝜃𝑘)𝑥
𝜃
𝑘−1 + 𝜔̃𝜃

𝑘 + 𝐹 (𝜃𝑘)𝑢𝑘)×

(𝐴(𝜃𝑘)𝑥
𝜃
𝑘−1 + 𝜔̃𝜃

𝑘 + 𝐹 (𝜃𝑘)𝑢𝑘)
T] =

𝐴(𝜃𝑘)𝐸[𝑥𝜃
𝑘−1(𝑥

𝜃
𝑘−1)

T]𝐴(𝜃𝑘)
T + Var(𝜔̃𝜃

𝑘)+

𝐹 (𝜃𝑘)𝑢𝑘𝑢
T
𝑘 𝐹 (𝜃𝑘)

T +𝐴(𝜃𝑘)𝐸[𝑥𝜃
𝑘−1]×

𝑢T
𝑘 𝐹 (𝜃𝑘)

T + (𝐴(𝜃𝑘)𝐸[𝑥𝜃
𝑘−1]𝑢

T
𝑘 𝐹 (𝜃𝑘)

T)T. (22)

然后,分别用 𝑋̄𝜃
𝑘、𝑋̄

𝜃
𝑘−1和 𝑥̄𝜃

𝑘−1替代𝐸[𝑥𝜃
𝑘(𝑥

𝜃
𝑘)

T]、

𝐸[𝑥𝜃
𝑘−1(𝑥

𝜃
𝑘−1)

T]和𝐸[𝑥𝜃
𝑘−1], 即得式 (6).利用式 (21)

易得 (7).

当 𝜃𝑘已知时, 由假设 1∼假设 3可知, 𝜔̃𝜃
𝑘是零均

值白噪声序列且独立于𝑥0和 𝜐𝑖, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘.显然,

当 𝜃𝑘已知时,表示成式 (21)和 (2)的离散系统满足使

用卡尔曼滤波的条件. 对建模成式 (21)和 (2)的系统

使用卡尔曼滤波,即得式 (8)∼ (14). □

注 2 定理 1中所考虑的系统是本文所研究系统

的特例.当式 (2)中的模式观测不存在时滞, 即ℎ = 0

时,本文所考虑的系统就变成了定理 1所考虑的系统.

定理 1将被用于取得针对本文所研究系统的次优状

态估计算法.

2.2 模模模式式式观观观测测测时时时滞滞滞情情情况况况

现在考虑在模式观测时滞情况下带有乘性过程

噪声离散马氏跳线性系统的状态估计问题. 更准确
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地说,是考虑建模成式 (1)和 (2)并带有模式观测时滞

的 (ℎ ⩾ 1)离散马氏跳线性系统的状态估计问题.

为了符号简单, 𝜃𝑘𝜏 的一个实现简写成 𝑖𝑘𝜏 = {𝑖𝜏 ,
𝑖𝜏+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑘}, 𝜃𝑘𝜏 的另一个实现简写成 𝑗𝑘𝜏 = {𝑗𝜏 , 𝑗𝜏+1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗𝑘}.

最优状态估计𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ]可表示成

𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ] =∑
𝑖𝑘𝑘−ℎ+1

𝑃 (𝑖𝑘𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ)𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1].

(23)

由式 (23)可知, 需要计算𝑃 (𝑖𝑘𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ)和

𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1]得到𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ].首先计算

𝑃 (𝑖𝑘𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ), 而𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1]的计算

将在算法中给出.由贝叶斯定理,得

𝑃 (𝑖𝑘𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ)=
𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1)∑

𝑗𝑘𝑘−ℎ+1

𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1)
.

(24)

当ℎ ⩾ 2时, 𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1)可写成

𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1) =

𝑓(𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1)𝑓(𝑦𝑘∣𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1) =

𝑓(𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−1
𝑘−ℎ+1)𝑃 (𝑗𝑘∣𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−1

𝑘−ℎ+1)×

𝑓(𝑦𝑘∣𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1). (25)

当 𝜃𝑘−1已知时, 由式 (1)和 (2)可知 𝑦𝑘−1是一个随机

向量的线性组合, 其中这些随机向量属于集合𝛯 =

{𝑥0, 𝜔1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑘−1, 𝜉
1
0 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑀𝑘−1, 𝜐0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜐𝑘−1}.由假设

3可知, 𝜃𝑘−1独立于集合𝛯中的任意一个随机向量.

因此有

𝑃 (𝑗𝑘∣𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−1
𝑘−ℎ+1) =

𝑃 (𝑗𝑘∣𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−1
𝑘−ℎ+1) = 𝑃 (𝑗𝑘∣𝑗𝑘−1). (26)

将式 (26)代入 (25),并用 𝑝𝑗𝑘−1,𝑗𝑘替代𝑃 (𝑗𝑘∣𝑗𝑘−1),得

𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1) =

𝑓(𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−1
𝑘−ℎ+1)𝑝𝑗𝑘−1,𝑗𝑘×

𝑓(𝑦𝑘∣𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1). (27)

反复使用式 (27)直到时刻 𝑡− ℎ+ 1,可得

𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1) =

𝑓(𝑦𝑘−ℎ, 𝜃𝑘−ℎ)𝑝𝜃𝑘−ℎ,𝑗𝑘−ℎ+1
×

𝑓(𝑦𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘−ℎ, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−ℎ+1)×
𝑘∏

𝑙=𝑘−ℎ+2

𝑝𝑗𝑙−1,𝑗𝑙𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝑙−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑙𝑘−ℎ+1). (28)

当ℎ = 1时,类似可得

𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1) =

𝑓(𝑦𝑘−ℎ, 𝜃𝑘−ℎ)𝑝𝜃𝑘−ℎ,𝑗𝑘𝑓(𝑦𝑘∣𝑦𝑘−ℎ, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘). (29)

合并式 (25)与 (29),可得

𝑓(𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1) =⎧⎨⎩

𝑓(𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−1)𝑝𝜃𝑘−1,𝑗𝑘𝑓(𝑦𝑘∣𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−1, 𝑗𝑘), ℎ = 1;

𝑓(𝑦𝑘−ℎ, 𝜃𝑘−ℎ)𝑝𝜃𝑘−ℎ,𝑗𝑘−ℎ+1
×

𝑓(𝑦𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘−ℎ, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−ℎ+1)×
𝑘∏

𝑙=𝑘−ℎ+2

𝑝𝑗𝑙−1,𝑗𝑙𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝑙−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑙𝑘−ℎ+1), ℎ ⩾ 2.

(30)

将式 (30)代入 (24),得

𝑃 (𝑖𝑘𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ) =
𝑓𝑎(𝑦

𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1)∑
𝑗𝑘𝑘−ℎ+1

𝑓𝑎(𝑦
𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−𝑙

𝑘−ℎ+1)
.

(31)

其中

𝑓𝑎(𝑦
𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘𝑘−ℎ+1) =⎧⎨⎩

𝑝𝜃𝑘−1,𝑗𝑘𝑓(𝑦𝑘∣𝑦𝑘−1, 𝜃𝑘−1, 𝑗𝑘), ℎ = 1;

𝑝𝜃𝑘−ℎ,𝑗𝑘−ℎ+1
𝑓(𝑦𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘−ℎ, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑘−ℎ+1)×

𝑘∏
𝑙=𝑘−ℎ+2

𝑝𝑗𝑙−1,𝑗𝑙𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝑙−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑗𝑙𝑘−ℎ+1), ℎ ⩾ 2.

(32)

根据式 (1), 𝑥𝑙也可写成

𝑥𝑙 = 𝐴(𝜃𝑙)𝑥𝑙−1 + 𝜔̃𝑙 + 𝐹 (𝜃𝑙)𝑢𝑙,

𝑙 = 𝑘 − ℎ+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘, (33)

其中

𝜔̃𝑙 =

𝑀∑
𝜆=1

𝐴𝜆(𝜃𝑙)𝜉
𝜆
𝑙 𝑥𝑙−1 +𝐵(𝜃𝑙)𝜔𝑙. (34)

为了符号简单, 令𝑥𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 和 𝜔̃𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 分别代表马尔

可夫链具有状态 𝜃𝑘−ℎ、𝑖𝑙𝑘−ℎ+1时𝑥𝑙和 𝜔̃𝑙的状态.而

且,令

𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐸̂[𝑥𝑙∣𝑦𝑙, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑙𝑘−ℎ+1], (35)

𝑥̄𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐸[𝑥𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 ], (36)

𝑋̄𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐸[𝑥𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 (𝑥𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 )T], (37)

𝑃 𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐸[(𝑥𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 − 𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑘 )(𝑥𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 − 𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑘 )T]. (38)

下面给出本文的次优算法,该算法的一次循环流

程如图 1所示.由 𝑋̄𝜃
𝑘−ℎ−1, 𝑥̄𝜃

𝑘−ℎ−1, 𝑥̂𝜃
𝑘−ℎ−1和𝑃 𝜃

𝑘−ℎ−1

开始,该次优算法的步骤如下.
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图 1 本文提出的次优算法

Step 1 根据定理 1计算 𝑋̄𝜃
𝑘−ℎ, 𝑥̄𝜃

𝑘−ℎ, 𝑥̂𝜃
𝑘−ℎ和

𝑃 𝜃
𝑘−ℎ.

Step 2 按如下方案计算 𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝑙−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑙𝑘−ℎ+1)

和 𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑘,𝑘 :

for 𝑙 = 𝑘 − ℎ+ 1 : 𝑘

for 𝑖𝑙 = 1 : 𝑁

Var(𝜔̃𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 ) =

𝑀∑
𝜇=1

𝐴𝜆(𝑖𝑙)𝑋̄
𝜃,ℎ,𝑖
𝑙−1,𝑘𝐴

𝜆(𝑖𝑙)
T +𝐵(𝑖𝑙)𝐵(𝑖𝑙)

T, (39)

𝑋̄𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐴(𝑖𝑙)𝑋̄

𝜃,ℎ,𝑖
𝑙−1,𝑘𝐴(𝑖𝑙)

T + Var(𝜔̃𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 )+

𝐹 (𝑖𝑙)𝑢𝑙𝑢
T
𝑙 𝐹 (𝑖𝑙)

T+𝐴(𝑖𝑙)𝑥̄
𝜃,ℎ,𝑖
𝑙−1,𝑘𝑢

T
𝑘 𝐹 (𝑖𝑙)

T+

(𝐴(𝑖𝑙)𝑥̄
𝜃,ℎ,𝑖
𝑙−1,𝑘𝑢

T
𝑘 𝐹 (𝑖𝑙)

T)T, (40)

𝑥̄𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐴(𝑖𝑙)𝑥̄

𝜃,ℎ,𝑖
𝑙−1,𝑘 + 𝐹 (𝑖𝑙)𝑢𝑙, (41)

𝜛̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐴(𝑖𝑙)𝑥̂

𝜃,ℎ,𝑖
𝑙−1,𝑘 + 𝐹 (𝑖𝑙)𝑢𝑙, (42)

𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 = 𝐶(𝑖𝑙)𝜛̂
𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 , (43)

𝑀𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐴(𝑖𝑙)𝑃

𝜃,ℎ,𝑖
𝑙−1,𝑘𝐴(𝑖𝑙)

T + Var(𝜔̃𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 ), (44)

𝑁𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝐶(𝑖𝑙)𝑀

𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 𝐶(𝑖𝑙)

T +𝐷(𝑖𝑙)𝐷(𝑖𝑙)
T, (45)

𝐾𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝑀𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 𝐶(𝑖𝑙)
T(𝑁𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 )−1, (46)

𝑃 𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝑀𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 −𝐾𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 𝐶(𝑖𝑙)𝑀

𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 , (47)

𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 = 𝜛̂𝜃,ℎ,𝑖

𝑙,𝑘 +𝐾𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 (𝑦𝑘 − 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ), (48)

𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝑙−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑙𝑘−ℎ+1) =

exp{−0.5(𝑦𝑙 − 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )T(𝑁𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 )−1(𝑦𝑙 − 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )}

(2𝜋)0.5𝑝∣𝑁𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 ∣0.5 .

(49)

end for

end for

𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑘,𝑘 是 𝑙 = 𝑘时式 (48)的值.

Step 3 由式 (31)和 (32)计算𝑃 (𝑖𝑘𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ).

Step 4 由下式计算𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ]:

𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ] =
∑

𝑖𝑘𝑘−ℎ+1

𝑃 (𝑖𝑘𝑘−ℎ+1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ)𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑘,𝑘 .

(50)

Step 5 存储 𝑋̄𝜃
𝑘−ℎ, 𝑥̄𝜃

𝑘−ℎ, 𝑥̂𝜃
𝑘−ℎ和𝑃 𝜃

𝑘−ℎ, 以便计

算 𝑘 + 1时刻的状态估计.

上述次优算法的取得过程如下.

1)由定理 1,即得式 (39)∼ (48).

2)式 (49)的取得.

利用式 (1), 𝑥𝑙也可表示成

𝑥𝑙 = 𝐴𝜉(𝜃𝑙)𝑥𝑙−1 +𝐵(𝜃𝑙)𝜔𝑙 + 𝐹 (𝜃𝑙)𝑢𝑙, (51)

其中

𝐴𝜉(𝜃𝑙) = 𝐴(𝜃𝑙) +

𝑀∑
𝜆=1

𝐴𝜆(𝜃𝑙)𝜉
𝜆
𝑙 . (52)

为了符号简单, 令 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ≜ {𝑦𝑙−1, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑙𝑘−ℎ+1}.

在假设 𝑓(𝐴𝜉(𝜃𝑙)𝑥𝑙−1∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )是高斯分布的情况下, 注

意到𝜔𝑙和 𝜐𝑙是独立于𝐴𝜉(𝜃𝑙)𝑥𝑙−1和 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 的高斯随

机向量,由式 (51)和 (2)得知 𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )是高斯的. 因

此有

𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ) =

1

(2𝜋)0.5𝑝∣Var(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )∣0.5 exp{−0.5(𝑦𝑙−

𝐸[𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ])T(Var(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ))−1×

(𝑦𝑙 − 𝐸[𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ])}. (53)

在上述高斯假设下,由引理 1可得

𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 = 𝐸[𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ]. (54)

参考文献 [13]中的 (A.2)和 (A.3), 并注意到如果

𝑓(𝐴𝜉(𝜃𝑙)𝑥𝑙−1∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )是高斯的, 则 𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )也是高

斯的,易得

𝐸[(𝑦𝑙 − 𝐸[𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ])(𝑦𝑙−

𝐸[𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ])T∣𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑙𝑘−ℎ+1] = Var(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ). (55)
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在 𝑓(𝐴𝜉(𝜃𝑙)𝑥𝑙−1∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )服从高斯分布的假设下, 将式

(54)代入 (55),得

𝐸[(𝑦𝑙 − 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )(𝑦𝑙 − 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )𝑇 ∣𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑙𝑘−ℎ+1] =

Var(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 ). (56)

将式 (54)和 (56)代入 (53), 并分别用 𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝑙−1, 𝜃𝑘−ℎ,

𝑖𝑙𝑘−ℎ+1)和𝑁𝜃,ℎ,𝑖
𝑙,𝑘 替代 𝑓(𝑦𝑙∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )和𝐸[(𝑦𝑙 − 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )(𝑦𝑙

− 𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )T∣𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑙𝑘−ℎ+1],即得式 (49).

3)式 (50)的取得.

式 (50)在假设 𝑓(𝐴𝜉(𝜃𝑘)𝑥𝑘−1∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1)服

从高斯分布的前提下得到.在该高斯假设下, 易得

𝑓(𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1)服从高斯分布.基于此并使用

引理 1,得

𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1] = 𝐸̂[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ, 𝑖𝑘𝑘−ℎ+1].

(57)

将式 (57)代入 (23), 并用 𝑥̂𝜃,ℎ,𝑖
𝑘,𝑘 替代 𝐸̂[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ,

𝑖𝑘𝑘−ℎ+1],即得式 (50).

注 3 当新的观测 𝑦𝑘和 𝜃𝑘−ℎ到来时, 由于计算

𝑘 + 1时刻状态估计的初始条件 𝑋̄𝜃
𝑘−ℎ, 𝑥̄𝜃

𝑘−ℎ, 𝑥̂𝜃
𝑘−ℎ和

𝑃 𝜃
𝑘−ℎ能够由上一时刻的初始条件 𝑋̄𝜃

𝑘−ℎ−1, 𝑥̄𝜃
𝑘−ℎ−1,

𝑥̂𝜃
𝑘−ℎ−1和𝑃 𝜃

𝑘−ℎ−1得到,可见本文提出的次优算法是

回归的.

注 4 本文提出的算法是次优的, 即该算法在

计算最优状态估计𝐸[𝑥𝑘∣𝑦𝑘, 𝜃𝑘−ℎ]时使用了近似.

更确切地说, 该算法的次优性在于使用了假设

𝑓(𝐴𝜉(𝜃𝑙)𝑥𝑙−1∣𝑦𝜃,ℎ,𝑖𝑙,𝑘 )服从高斯分布.

注 5 虽然本文仅考虑了离散系统,但令该离散

系统的采样间隔趋近于零,便可推广到连续系统的情

况.

3 数数数值值值例例例子子子

下面通过一个标量动力系统的例子来测试本文

所提出算法的性能. 考虑没有输入𝑢𝑘时式 (1)和 (2)

的一维模型. 其中

𝑀 = 1, 𝜃𝑘 ∈ {1, 2, 3};

𝐴(1) = 1, 𝐴(2) = 1, 𝐴(3) = −0.9;

𝐵(1) = 𝐵(2) = 𝐵(3) = 0.5;

𝐴1(1) = 0.3, 𝐴1(2) = 0.4, 𝐴1(3) = 0.3;

𝐶(1) = 𝐶(2) = 𝐶(3) = 1;

𝐷(1) = 𝐷(2) = 𝐷(3) = 1;

而𝑥0是带有均值 𝑥̄0 = 0和协方差𝑃0 = 10的高斯随

机变量; 𝑃 (𝜃0 = 1) = 0.2, 𝑃 (𝜃0 = 2) = 0.4, 𝑃 (𝜃0 = 3)

= 0.4;转移概率矩阵为

𝛱 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0.3 0.1 0.6

0.4 0.3 0.3

0.8 0.1 0.1

⎤⎥⎥⎥⎦ .

针对时滞ℎ的不同, 考虑两种情况, 即ℎ = 1和

ℎ = 2. 下面比较本文提出的次优算法和文献 [5]的算

法的性能.由于文献 [5]的算法不能处理系统方程中

含有乘性噪声的情况, 在使用该算法时, 假设状态方

程 (1)中不含有乘性噪声 𝜉𝜆𝑘+1.运行 500次蒙特卡罗

仿真, 而且每次仿真均使用从 𝑘 = 0到 𝑘 = 100这个

时间段.

当ℎ = 1时, 文献 [5]中算法和本文算法的均方

根误差在图 2中给出;图 3给出了ℎ = 2时文献 [5]中

算法和本文算法的均方根误差;这两个算法相应的平

均均方根误差在表 1中给出.
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图 2 ℎ = 1时文献 [5]中算法和本文算法的均方根误差
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图 3 ℎ = 2时文献 [5]中算法和本文算法的均方根误差

表 1 文献 [5]中算法和本文算法的平均均方根误差

时滞 文献 [5]的算法 本文算法

ℎ = 1 1.637 8 0.940 6

ℎ = 2 1.742 8 0.951 7

观察图 2可知, 在ℎ = 1时与文献 [5]中算法相

比,本文算法在所有的时间样本上具有更小的或相等

的均方根误差. 尤其是,除了在时间样本 0 ∼ 15, 25 ∼
35, 41, 80, 81和 88外, 本文算法的均方根误差较文献

[5]中的算法要低得多.

图 3表明在ℎ = 2时,本文算法在所有的时间样

本上同样比文献 [5]中算法具有更小的或相等的均方

根误差,且在绝大部分时间样本中具有低得多的均方

根误差.
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表 1表明, 本文算法的平均均方根误差在ℎ = 1

和ℎ = 2时, 分别仅为文献 [5]中算法的 57.43%和

54.6%.

综上可见,本文算法大大超越了文献 [5]中算法.

4 结结结 论论论

针对带有乘性过程噪声和模式观测时滞的离散

马氏跳线性系统,本文基于最小均方误差准则提出了

一个新颖的次优状态估计算法. 该算法的次优性是由

于系统状态的非高斯性造成的. 本文提出的算法是回

归的,并且是有限维可计算的. 因此,该算法在现实中

可用于解决一类满足本文所研究系统模型的工程问

题.通过一个带有乘性过程噪声和模式观测时滞的标

量离散马氏跳线性系统的例子,表明了本文所得算法

的性能远远好于文献 [5]中算法的性能.
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