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摘 要: 针对典型的鲁棒模型参考自适应控制中瞬态性能无法得到保障的问题,提出一种改进的鲁棒模型参考自适

应控制器. 该控制器在标准的鲁棒自适应控制中加入𝐻∞补偿器,以抑制闭环自适应系统中参数估计误差和不确定

扰动对系统输出跟踪性能造成的不利影响.理论分析和仿真验证表明,所提出的控制器不但保留了典型鲁棒模型参

考自适应控制的理想特性,并且通过设计适当的𝐻∞补偿器使得闭环系统的瞬态性得到了较大的改善,其改善的程

度依赖于𝐻∞补偿器性能指标的大小.
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Abstract: A modified robust model reference adaptive controller is proposed to deal with the unguaranteed transient

performance problem in standard robust model reference adaptive control. An 𝐻∞ compensator is introduced as an additional

item in nominal robust adaptive control to attenuate the adverse effects on tracking performance caused by parameter

estimation error and bounded uncertain disturbance. The theoretical analysis and simulation results show that the proposed

controller not only can maintain the ideal properties of the standard robust model reference adaptive control, but also greatly

improve the transient performance of the closed-loop system through designing a proper 𝐻∞ compensator. Furthermore, the

amount of the transient performance improvement depends on the performance level of the 𝐻∞ compensator.
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0 引引引 言言言

在标准的鲁棒模型参考自适应控制中,闭环系统

的瞬态特性无法得到保障是一直以来阻碍其广泛应

用的主要问题.尤其是那些对控制精度和动态响应要

求较高的控制系统 (如飞行控制系统),糟糕的瞬态特

性 (如大超调或振荡)会造成控制品质的严重恶化甚

至控制失效[1].导致自适应控制系统瞬态性能降低的

主要原因之一是控制参数估计误差[2-3], 且由于对象

建模的不精确或者模型系数本身的漂移,无论采用哪

种自适应律来更新控制参数,该估计误差总是无法避

免.另外, 被动的参数辨识策略以及为了保障鲁棒性

而采用较小的自适应增益均会对参数的收敛构成阻

碍[3],从而间接导致瞬态性能的下降. 与此同时,外部

环境带来的不确定性扰动也会对系统瞬态性能造成

直接的、无法估计的影响.

为了改善模型参考自适应控制的瞬态性能, 一

种较直观的方法是通过持续激励来使得控制参数逐

渐逼近“真值”.然而这种持续激励信号会对闭环系统

造成扰动, 并且由于实际的被控对象存在不确定性,

该方法的作用效果并不十分明显[4].另一种较实用的

方法是基于Luenberger观测器的自适应控制策略[5-6],

该策略通过提升系统状态 (或输出)跟踪误差的收敛

速率来改善瞬态性能. 然而它同时改变了精心选取

的参考模型, 这在大多数情况下是人们所不希望的.
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Ortega[2]通过引入高阶的参数估计器使闭环自适应系

统达到新的动态平衡, 其本质上是通过改进自适应

算法来提高瞬态性能; Miller等[7]提出了一种高增益

切换的模型参考自适应方法, 使系统获得任意期望

的瞬态性能, 但它以丧失了无静差跟踪能力为代价;

Zhang等[8]将规范化的自适应律与 backstepping方法

相结合,提出了一种新的自适应控制器, 利用非线性

反馈项来增加系统阻尼, 从而改善了系统瞬态特性.

然而,以上方法均没有综合考虑不确定扰动对系统瞬

态带来的影响.

本文考虑带有不确定输入扰动的任意相对阶线

性系统,提出一种可保证瞬态特性的鲁棒模型参考自

适应控制器;在不改变典型鲁棒模型参考自适应控制

原有特性的前提下,通过引入𝐻∞补偿器来抑制闭环

自适应系统中参数估计误差项以及输入扰动对系统

输出跟踪带来的影响, 从而改善了系统的瞬态性能,

并且通过预先设置𝐻∞补偿器的性能指标可以调整

瞬态特性的改善程度.

1 数数数学学学准准准备备备与与与问问问题题题描描描述述述

1.1 数数数学学学准准准备备备

定义 1 对于任意信号𝑥 : [0,∞) → 𝑅𝑛, 𝑥在区

间 [0, 𝑡]上的函数𝑥𝑡定义为

𝑥𝑡(𝜏) =

⎧⎨⎩𝑥(𝜏), 𝜏 ⩽ 𝑡;

0, 𝜏 > 𝑡.
(1)

定义 2 对于任意信号𝑥 : [0,∞) → 𝑅𝑛, 以及 𝛿

⩾ 0, 𝑡 ⩾ 0, ∥𝑥𝑡∥𝛿2的定义为
∥𝑥𝑡∥𝛿2 ≜

( w 𝑡

0
e−𝛿(𝑡−𝜏)[𝑥T(𝜏)𝑥(𝜏)]d𝜏

) 1
2

. (2)

注 1 当 𝛿 = 0, 𝑡 = ∞时, ∥𝑥𝑡∥𝛿2变为𝑥的𝐿2范

数,且满足一般向量范数的性质.

定义 3 令 𝛿 ⩾ 0,传递函数𝐻(𝑠)在区间Re[𝑠] ⩾
−𝛿/2内解析,则定义

∥𝐻(𝑠)∥𝛿∞ ≜ ∥𝐻(𝑠− 𝛿/2)∥∞, (3)

且,若𝐻(𝑠)严格合适 (分子阶次小于分母阶次),则定

义

∥𝐻(𝑠)∥𝛿2 ≜( 1

2𝜋

w +∞
−∞

trace[𝐻∗(j𝜔 − 𝛿/2)𝐻(j𝜔 − 𝛿/2)]d𝜔
) 1

2

,

(4)

其中𝐻∗表示𝐻的共轭转置.

引理 1[8] 令 𝑧 = 𝐻(𝑠)𝑤, 𝐻(𝑠)在区间Re[𝑠] ⩾
−𝛿/2内解析,则对于任意 𝛿 ⩾ 0和𝑤 ∈ 𝐿2,有

∥𝑧𝑡∥𝛿2 ⩽ ∥𝐻(𝑠)∥𝛿∞∥𝑤𝑡∥𝛿2. (5)

若𝐻(𝑠)严格合适,则有

∣𝑧(𝑡)∣ ⩽ ∥𝐻(𝑠)∥𝛿2∥𝑤𝑡∥𝛿2, (6)

且,若𝐻(𝑠)为𝑛阶的稳定的传递函数,则

∥𝑧(𝑡)∥∞ ⩽ 2𝑛∥𝐻(𝑠)∥∞∥𝑤∥∞. (7)

引理 2[9] 令𝑥 : [0,∞) → 𝑅𝑛, 对于某个𝜇 ⩾ 0,

若𝑥 ∈ 𝑆(𝜇),则对于 ∀𝛿 > 0,有 ∥𝑥𝑡∥𝛿2 ∈ 𝐿∞. 其中
𝑆(𝜇) ={
𝑥
∣∣∣w 𝑡+𝑇

𝑡
𝑥T(𝜏)𝑥(𝜏)d𝜏 ⩽

w 𝑡+𝑇

𝑡
𝜇(𝜏)d𝜏 + 𝑐

}
, 𝑐 ⩾ 0.

引理 3 对于如下线性系统:⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵1𝜔 +𝐵2𝑢,

𝑧 = 𝐶1𝑥,

𝑦 = 𝐶2𝑥.

(8)

其中: 𝑢(𝑡) ∈ ℜ𝑛𝑢 , 𝑤(𝑡) ∈ ℜ𝑛𝑤 , 𝑧(𝑡) ∈ ℜ𝑛𝑧 , 𝑦(𝑡) ∈ ℜ𝑛𝑦 ,

𝑛𝑤 ⩽ 𝑛𝑦 ⩽ 𝑛𝑥; 𝐴、𝐵1、𝐵2、𝐶1和𝐶2均为相应维常数

阵,且满足 (𝐴, 𝐵1)可控、(𝐴, 𝐶2)可观、𝐵1与𝐶2满秩,

以及𝐶2(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵1左可逆并满足严格最小相位.

若状态𝑥完全可测,则存在状态反馈𝐻∞控制

𝑢 = 𝐾𝑥 = − 1

2𝜀
𝑅−1𝐵T

2 𝑃𝑥, (9)

其中𝑃 为下列Riccati方程
𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴− 𝜀−1𝑃𝐵2𝑅

−1𝐵T
2 𝑃+

𝛾−1𝑃𝐵1𝐵
T
1 𝑃 + 𝛾−1𝐶T

1 𝐶1 + 𝜀𝑆 = 0 (10)

的对称正定解, 𝑅 ∈ ℜ𝑛𝑢×𝑛𝑢和𝑆 ∈ ℜ𝑛𝑥×𝑛𝑥为任意的

对称正定阵, 𝜀 > 0, 𝛾 > 0.

若状态𝑥不完全可测,则可构造如下带有观测器

的输出反馈𝐻∞控制𝑢 = 𝐹 (𝑠)𝑦,其状态空间表示为⎧⎨⎩ ˙̂𝑥 = 𝐴𝑥̂+𝐵2𝐾𝑥̂+ 𝐿(𝑦 − 𝐶2𝑥̂),

𝑢 = 𝐾𝑥̂.
(11)

其中: 𝑥̂为观测器状态, 𝐾为状态反馈增益, 𝐿 = 𝑄𝐶T
2

为观测器增益, 𝑄为下列Riccati方程
𝐴𝑄+𝑄𝐴T + 𝐽 + 𝑞2𝜌−1𝐵1𝐵

T
1 −

𝑄𝐶T
2 𝐶2𝑄+ 𝑞−2𝜌−1𝑄𝐶T

1 𝐶1𝑄 = 0 (12)

的对称正定解, 𝐽 ∈ ℜ𝑛𝑥×𝑛𝑥为任意给定的对称正定

阵, 𝑞 > 0. 使得系统 (8)稳定, 且𝜔到 𝑧的传递函数

𝐺𝜔𝑧(𝑠)有

∥𝐺𝜔𝑧(𝑠)∥∞ < 𝛾. (13)

注 2 在引理 3中,对于任意的性能指标 𝛾,选择

𝜖充分小且 𝑞足够大, 从而使得状态反馈𝐻∞最优控

制 (9)和输出反馈𝐻∞最优控制 (11)总是存在. 其证

明参见文献 [10-11].

1.2 问问问题题题描描描述述述

考虑一般的带有输入扰动的 SISO线性系统

𝑦 = 𝐺𝑝(𝑠)(𝑢+ 𝑑) = 𝑘𝑝
𝑍𝑝(𝑠)

𝑅𝑝(𝑠)
(𝑢+ 𝑑), (14)

以及如下参考模型:

𝑦𝑚 = 𝑊𝑚(𝑠)𝑟 = 𝑘𝑚
𝑍𝑚(𝑠)

𝑅𝑚(𝑠)
𝑟. (15)
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假设 1 𝑅𝑝(𝑠)为首 1的𝑛𝑝次多项式; 𝑍𝑝(𝑠)、

𝑍𝑚(𝑠)和𝑅𝑚(𝑠)均为首 1的Hurwitz多项式, 其阶次

分别为𝑚𝑝、𝑞𝑚、𝑝𝑚, 且𝑚𝑝 < 𝑛𝑝; 增益 𝑘𝑝的符号已

知.

假设 2 𝐺𝑝(𝑠)与𝑊𝑚(𝑠)的相对阶一致, 即𝑛𝑝 −
𝑚𝑝 = 𝑝𝑚 − 𝑞𝑚 = 𝑛∗.

假设 3 𝑑为有界的输入扰动, 𝑟为分段连续的有

界参考指令.

控制目标为:设计自适应控制器𝑢使得闭环系统

输入-输出稳定且跟踪误差 𝑒1 = 𝑦 − 𝑦𝑚有界,同时保

证系统具有满意的瞬态性能,即 𝑒1的𝐿∞范数小于一

个正的常数.

2 改改改进进进的的的鲁鲁鲁棒棒棒模模模型型型参参参考考考自自自适适适应应应控控控制制制器器器设设设计计计

为了实现控制目标, 在标准的自适应控制器𝑢𝑠

中加入𝐻∞补偿器𝑢𝑐来改善系统的瞬态特性, 构造

如下改进的鲁棒模型参考自适应控制:

𝑢 = 𝑢𝑠 + 𝑢𝑐 = 𝜃T𝜔 + 𝑐0𝑟 + 𝑢𝑐, 𝑐0 =
𝑘𝑚
𝑘𝑝

. (16)

其中

𝜔 = [𝜔T
1 , 𝜔

T
2 , 𝑦]

T, 𝜃 = [𝜃T1 , 𝜃
T
2 , 𝜃3]

T,

𝜔1 =
𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
𝑢, 𝜔2 =

𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
𝑦,

𝛼(𝑠) = [𝑠𝑛𝑝−2, 𝑠𝑛𝑝−3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠, 1], Λ(𝑠) = 𝑍𝑚𝜆(𝑠).

𝜆(𝑠)为首 1的Hurwitz多项式,其阶次为𝑛𝑝 − 𝑞𝑚 − 1;

𝜃 ∈ ℜ2𝑛−1为控制参数向量, 其规范化的自适应律如

下:

𝜃 = Proj(𝜃,−Γ 𝜖𝜙), (17)

𝜖 =
𝜃T𝜙+ 𝑐0𝑦 −𝑊𝑚(𝑠)𝑢

𝑚2
, (18)

𝜙 = 𝑊𝑚(𝑠)𝜔, (19)

𝑚2 = 𝛼0 + 𝑢2 + 𝑦2, 𝛼0 > 0. (20)

其中: Γ = ΓT > 0为自适应增益阵, Proj(⋅)为投影算
子[5], 𝑚为规范化信号.

注意到, 标准的鲁棒自适应控制器𝑢𝑠 = 𝜃T𝜔 +

𝑐0𝑟与规范化自适应控制律 (17)的设计在文献 [9]、文

献 [12]和文献 [13]中广泛讨论,本文不再赘述. 接下

来重点给出𝐻∞补偿器𝑢𝑐的设计.

首先,导出带有补偿器的系统跟踪误差动态. 对

于给定的满足假设 1和假设 2的传递函数𝐺𝑝(𝑠), 存

在期望的控制参数 𝜃∗ = [𝜃∗T1 , 𝜃∗T2 , 𝜃∗3 ]使得如下模型

匹配条件成立[12-13]:
𝑐0𝑘𝑝𝑍𝑝(

1− 𝛼T(𝑠)𝜃∗1
Λ(𝑠)

)
𝑅𝑝 − 𝑘𝑝𝑍𝑝

(𝛼T(𝑠)𝜃∗2
Λ(𝑠)

+ 𝜃∗3
) = 𝑊𝑚(𝑠).

(21)

式 (21)两边乘以 𝑦,且由于𝑅𝑝(𝑠)𝑦 = 𝐾𝑝𝑍𝑝(𝑠)(𝑢 + 𝑑),

有

𝑐0𝑘𝑝𝑍𝑝𝑦 = 𝑊𝑚(𝑠)
[(

1− 𝜃∗T1 𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)

)
𝑘𝑝𝑍𝑝(𝑢+

𝑑)− 𝑘𝑝

(𝜃∗T2 𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
+ 𝜃∗3

)
𝑍𝑝𝑦

]
, (22)

两边同时除以 𝑘𝑝𝑍𝑝,得到

𝑦 =
𝑊𝑚(𝑠)

𝑐0

[
𝑢− 𝜃∗T1 𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
𝑢− 𝜃∗T2 𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
𝑦−

𝜃∗3𝑦 +
(
1− 𝜃∗T1 𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)

)
𝑑
]
. (23)

令 𝜃 = 𝜃− 𝜃∗, 𝑑1 =
(
1− 𝜃∗T1 𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)

)
𝑑,由控制器 (16)有

𝑦 =
𝑊𝑚(𝑠)

𝑐0
[𝜃T𝜔 + 𝑢𝑐 + 𝑐0𝑟 + 𝑑1], (24)

再由参考模型 (15)可得

𝑒1 = 𝑦 − 𝑦𝑚 =
𝑊𝑚(𝑠)

𝑐0
[𝜃T𝜔 + 𝑢𝑐 + 𝑑1]. (25)

将其写成如下状态空间的形式:⎧⎨⎩ 𝑒̇ = 𝐴𝑐𝑒+𝐵𝑐[𝜃
T𝜔 + 𝑑1] +𝐵𝑐𝑢𝑐,

𝑒1 = 𝐶𝑐𝑒,
(26)

其中 (𝐴𝑐, 𝐵𝑐, 𝐶𝑐)为𝑊𝑚(𝑠)/𝑐0的最小实现.

由上述跟踪误差动态 (25)和 (26)可以看出,参数

估计误差项 𝜃T𝜔和扰动 𝑑1将直接影响跟踪误差 𝑒1,

也即对瞬态性能的好坏起主要作用. 因此,通过设计

𝐻∞补偿器𝑢𝑐来抑制 𝜃T𝜔+ 𝑑1对跟踪误差 𝑒1的扰动,

从而改善系统的瞬态响应.注意到, 本文的控制目标

是使跟踪误差 𝑒1尽可能小,为此引入 𝑒𝑧 = 𝑒1来构造

如下增广误差动态方程:⎧⎨⎩
𝑒̇ = 𝐴𝑐𝑒+𝐵𝑐[𝜃

T𝜔 + 𝑑1] +𝐵𝑐𝑢𝑐,

𝑒𝑧 = 𝐶𝑐𝑒,

𝑒1 = 𝐶𝑐𝑒.

(27)

可以将式 (27)看作系统 (8)的一种特殊形式, 并且可

以通过选择合适的参考模型𝑊𝑚(𝑠)来满足其假设条

件 (例如选取𝑊𝑚(𝑠)使得𝑊𝑚(𝑠)/𝑐0既可控又可观,

且严格最小相位). 之后, 基于方程 (27)和引理 3给出

𝐻∞补偿器𝑢𝑐的设计步骤.

Step 1: 初始化 𝜀 > 0, 0 < 𝛾 < ∥𝑊𝑚(𝑠)/𝑐0∥∞以
及对称正定阵𝑆 ∈ ℜ𝑝𝑚×𝑝𝑚 , 𝑅 ∈ ℜ𝑞𝑚×𝑞𝑚 , 求解如下

Riccati方程:

𝐴T
𝑐 𝑃 + 𝑃𝐴𝑐 − 𝜀−1𝑃𝐵T

𝑐 𝑅
−1𝐵T

𝑐 𝑃+

𝜀𝑆 + 𝛾−1𝐶T
𝑐 𝐶𝑐 = 0, (28)

得到状态反馈增益𝐾 = − 1

2𝜀
𝑅−1𝐵T

𝑐 𝑃 . 若对称正定

解𝑃 不存在,则减小 𝜀并重复此步骤;若误差状态 𝑒完

全可测,则状态反馈𝐻∞补偿器𝑢𝑐 = 𝐾𝑒便设计完成

并转至Step 3,否则继续 Step 2.

Step 2: 初始化 𝑞, 𝛿 > 0, 以及对称正定阵 𝐽 ∈
ℜ𝑝𝑚×𝑝𝑚 ,求解如下Riccati方程:
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𝐴𝑐𝑄+𝑄𝐴T
𝑐 + 𝐽 + (𝑞−2𝛿−1 − 1)𝑄𝐶T

𝑐 𝐶𝑐𝑄+

𝑞2𝛿−1𝐵𝑐𝐵
T
𝑐 = 0, (29)

得到观测器增益𝐿 = 𝑄𝐶T
2 ,以及如下输出反馈𝐻∞补

偿器: ⎧⎨⎩ ˙̂𝑒 = 𝐴𝑐𝑒+𝐵𝑐𝐾𝑒+ 𝐿(𝑒1 + 𝐶𝑐𝑒),

𝑢𝑐 = 𝐾𝑒.
(30)

若对称正定解𝑄不存在,则增大 𝑞并重复此步骤.

Step 3: 减小 𝛾值并返回Step 1, 直到获得满意的

瞬态性能或者𝐻∞补偿器达到最优 (𝛾最小).

注 3 由上述步骤可知, 通过选择充分小的 𝜖和

足够大的 𝑞可得到𝐻∞最优补偿器,但这会导致增益

𝐾和𝐿过大.对于整个闭环控制系统而言, 大增益会

使得系统的稳定裕度降低,并且放大测量噪声的影响.

因此, 在实际应用中, 𝐻∞补偿器的设计通常采用折

中的方式.事实上, 通过接下来的理论分析和仿真验

证可知,对于某个给定的 0 < 𝛾 < ∥𝑊𝑚(𝑠)/𝑐0∥∞的次
最优𝐻∞补偿器亦可以使系统获得满意的瞬态性能.

3 稳稳稳定定定性性性与与与瞬瞬瞬态态态特特特性性性分分分析析析

3.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

首先证明𝐻∞补偿器 (30)的加入不会改变自适

应律 (17)的性质; 接着通过输入-输出有界性证明闭

环系统 (14)稳定.

定理 1 对于带有𝐻∞补偿器的控制输入 (16),

自适应律 (17)仍能保证参数估计误差 𝜃有界,并使得

如下不等式成立:w 𝑡+𝑇

𝑡

(𝜃T𝜙)2

𝑚2
d𝑧 ⩽ 𝑐𝜂𝑇 +

∣𝜃(𝑡)∣2
𝜆min(Γ)

, ∀𝑡, 𝑇 ⩾ 0; (31)

w 𝑡+𝑇

𝑡
∣ ˙̃𝜃∣2d𝑧 ⩽ 𝑐

[
𝑐𝜂𝑇 +

∣𝜃(𝑡)∣2
𝜆min(Γ )

]
, ∀𝑡, 𝑇 ⩾ 0. (32)

其中: 𝜆(⋅)表示矩阵的特征值;

𝑐𝜂 =
𝜂2

𝑚2
,

𝜂 = 𝑊𝑚(𝑠)
(
1− 𝜃∗T1 𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)

)
𝑑,

𝑐 > 0为常数的通用符号.

证证证明明明 由式 (23)和 (19)有

𝑊𝑚(𝑠)𝑢− 𝜃∗T𝜙+ 𝜂 = 𝑐0𝑦. (33)

将式 (33)代入 (18)得

𝜖 =
𝜃T𝜙+ 𝜂

𝑚2
. (34)

构造Lyapunov函数𝑉 =
𝜃T𝜃

2Γ
,由自适应律 (17)有

𝑉̇ = 𝜃T(Γ−1Proj(𝜃,−Γ 𝜖𝜙) + 𝜖𝜙)− 𝜖𝜃T𝜙. (35)

由投影算子Proj的性质[6]和式 (34),有

𝑉̇ ⩽− 𝜖𝜃T𝜙 = −𝜃T𝜙
(𝜃T𝜙+ 𝜂

𝑚2

)
⩽

− (𝜃T𝜙)2

2𝑚2
+

𝜂2

2𝑚2
, (36)

又由于 ⎧⎨⎩

𝜙 = 𝑊𝑚(𝑠)𝐻1(𝑠)[ 𝑢 𝑦 ]T,

𝐻1(𝑠) =

⎡⎢⎢⎣
𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
0 0

0
𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
1

⎤⎥⎥⎦
T

,
(37)

由引理 1和𝑊𝑚(𝑠)𝐻1(𝑠)为稳定的传递函数阵,有

∣𝜙∣2 ⩽ 𝑐𝑚2, 𝑐 > 0. (38)

则式 (36)可以改写为⎧⎨⎩
𝑉̇ ⩽ −𝐾0𝑉 +𝐾1,

𝐾0 = 𝑐𝜆max(Γ ),

𝐾1 =
𝜂2

2𝑚2
,

(39)

从而由式 (39)和Gronwall-Bellman引理[14]可得

𝑉 (𝑡) ⩽
[
𝑉 (0)− 𝐾1

𝐾0

]
e−𝐾0𝑡 +

𝐾1

𝐾0
, (40)

即𝑉 (𝑡)有界,参数估计误差 𝜃有界.

再由式 (36)可得w 𝑡+𝑇

𝑡

(𝜃T𝜙)2

𝑚2
d𝑧 ⩽ 𝑐𝜂𝑇 +

∣𝜃(𝑡)∣2
𝜆min(Γ )

, ∀𝑡, 𝑇 ⩾ 0. (41)

同理,由于

𝜖2𝑚2 =
(𝜃T𝜙+ 𝜂)2

𝑚2
⩽ 2

(𝜃T𝜙)2

𝑚2
+ 2

𝜂2

𝑚2
,

有w 𝑡+𝑇

𝑡
𝜖2𝑚2d𝑧 ⩽ 4𝑐𝜂𝑇 + 2

∣𝜃(𝑡)∣2
𝜆min(Γ )

, ∀𝑡, 𝑇 ⩾ 0. (42)

接着,因为 𝑉̇ ⩽ −𝜖𝜃T𝜙, 𝜃有界,且由式 (38)有

∣ ˙̃𝜃∣2 ⩽ 𝑐𝜆2
max(Γ )𝜖2∣𝜙∣2 ⩽ 𝑐𝜖2𝑚2. (43)

因此,由式 (42)和 (43)可得w 𝑡+𝑇

𝑡
∣ ˙̃𝜃∣2d𝑧 ⩽ 𝑐

[
𝑐𝜂𝑇 +

∣𝜃(𝑡)∣2
𝜆min(Γ )

]
, ∀𝑡, 𝑇 ⩾ 0. (44)

定理得证. □

定理 2 带有𝐻∞补偿器的改进的鲁棒模型参

考自适应控制 (16)和自适应律 (17)可保证具有任意

相对阶的系统 (14)所有信号均一致有界.

证证证明明明 将𝐻∞补偿器 (30)代入式 (27),有⎧⎨⎩ ˙̄𝑒 = 𝐴𝑒+ 𝐵̄[𝜃T𝜔 + 𝑑1],

𝑒1 = 𝐶𝑒.
(45)

其中

𝑒 = [ 𝑒 𝑒 ]T,

𝐴 =

[
𝐴𝑐 𝐵𝑐𝐾

𝐿𝐶𝑐 𝐴𝑐 +𝐵𝑐𝐾 − 𝐿𝐶𝑐

]
,

𝐵̄ = [ 𝐵𝑐 0 ]T,

𝐶 = [ 𝐶𝑐 0 ].

令𝑊𝑐(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵̄,有
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𝑒1 = 𝑊𝑐(𝑠)[𝜃
T𝜔 + 𝑑1]. (46)

则由引理 3可知𝑊𝑐(𝑠)稳定,且

∥𝑊𝑐(𝑠)∥∞ < 𝛾. (47)

根据式 (46),式 (24)可写为

𝑦 = 𝑊𝑐(𝑠)[𝜃
T𝜔 + 𝑑1] +𝑊𝑚(𝑠)𝑟. (48)

由系统 (23)可得

𝑢 =
𝑅𝑝(𝑠)

𝑘𝑝𝑍𝑝(𝑠)
𝑊𝑐(𝑠)[𝜃

T𝜔 + 𝑑1] +𝑊𝑚(𝑠)𝑟 − 𝑑. (49)

选择 𝛿1 > 0,其满足多项式 ∣𝑠𝐼 − 𝐴∣, 𝑅𝑚(𝑠), 𝜆(𝑠)以及

𝑍𝑝(𝑠)的根均有𝑅𝑒[𝑠] < −𝛿1
2

. 令 𝛿 ∈ (0, 𝛿1),并构造如

下函数:

𝑚𝑓 (𝑡) = 1 + ∥𝑢𝑡∥𝛿2 + ∥𝑦𝑡∥𝛿2. (50)

由引理 1可知,若𝑚𝑓 (𝑡)有界,则系统 (14)所有信号均

一致有界.下面证明𝑚𝑓 (𝑡)的有界性.由式 (48)、(49)

和假设 3,以及引理 1可得

𝑚𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑐+ 𝑐∥(𝜃T𝜔)𝑡∥𝛿2, 𝑐 > 0. (51)

由Swapping引理[13]有

𝜃T𝜔 = 𝐹1(𝑠, 𝛼)[
˙̃
𝜃T𝜔 + 𝜃T𝜔̇] + 𝐹0(𝑠, 𝛼)×

𝑊−1
𝑚 (𝑠)[𝜃T𝜙+ 𝑤𝑐(𝑠)[𝑤𝑏(𝑠)[𝜔

T]
˙̃
𝜃]]. (52)

其中

𝑠𝐹1(𝑠, 𝛼) = 1− 𝐹0(𝑠, 𝛼),

𝐹0(𝑠, 𝛼) =
𝛼𝑛∗

𝑠+ 𝛼𝑛∗ ,

𝑤𝑐(𝑠) = −𝐶T
𝑚(𝑠𝐼 −𝐴𝑚)−1,

𝑤𝑏(𝑠) = (𝑠𝐼 −𝐴𝑚)−1𝐵𝑚,

(𝐴𝑚, 𝐵𝑚, 𝐶𝑚)为𝑊𝑚(𝑠)的最小实现, 𝛼 >
𝛿

2
. 注意到⎧⎨⎩

𝜔 = 𝐻(𝑠)[𝑢 𝑦]T + [0 0 𝑦]T,

𝐻(𝑠) =

⎡⎢⎣
𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
0 0

0
𝛼(𝑠)

Λ(𝑠)
0

⎤⎥⎦
T

.
(53)

由引理 1可得

∥𝜔𝑡∥𝛿2 ⩽ 𝑐𝑚𝑓 , (54)

∣𝜔(𝑡)∣ ⩽ 𝑐𝑚𝑓 (𝑡) + ∣𝑦(𝑡)∣. (55)

由式 (48)、引理 1以及 𝜃有界,可得

∣𝜔𝑡∣ ⩽ 𝑐[∥𝜔𝑡∥𝛿2 + 𝑐]. (56)

因此有

∣𝜔(𝑡)∣ ⩽ 𝑐𝑚𝑓 (𝑡) + 𝑐. (57)

由式 (53)有

𝜔̇ = 𝑠𝐻(𝑠)[𝑢 𝑦]T + [0 0 𝑦̇]T,

再由式 (48)得

∥𝜔̇𝑡∥𝛿2 ⩽ 𝑐𝑚𝑓 + ∥𝑦̇𝑡∥𝛿2 ⩽

𝑐𝑚𝑓 + ∥𝑠𝑊𝑐(𝑠)∥𝛿∞[∥(𝜃T𝜔)𝑡∥𝛿2 + 𝑐] + 𝑐 ⩽

𝑐𝑚𝑓 + 𝑐[𝑚𝑓 + 𝑐] + 𝑐 ⩽ 𝑐𝑚𝑓 + 𝑐. (58)

又因为

∣𝑤𝑏(𝑠)[𝜔
T]∣ ⩽ 𝑐∥𝜔𝑡∥𝛿2 ⩽ 𝑐𝑚𝑓 , (59)

将式 (57)、(58)和 (59)代入 (52)有
∥(𝜃T𝜔)𝑡∥𝛿2 ⩽ 𝑐+

𝑐

𝛼
𝑚𝑓 (𝑡) + 𝑐𝛼𝑛∗∥(𝜃T𝜙)𝑡∥𝛿2+( 𝑐

𝛼
+ 𝑐𝛼𝑛∗)∥(∣ ˙̃𝜃∣𝑚𝑓 )𝑡∥𝛿2. (60)

将式 (60)代入 (51),并且对两边同时平方得

𝑚2
𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑐+

w 𝑡

0

[
𝑐
(𝜃𝜙)2

𝑚2
+ 𝑐∣ ˙̃𝜃∣2

]
e−𝛿(𝑡−𝑧)𝑚2

𝑓 (𝑧)d𝑧.

(61)

令

𝜁2 = 𝑐
(𝜃𝜙)2

𝑚2
+ 𝑐∣ ˙̃𝜃∣2,

由Gronwall-Bellman引理[15]有

𝑚2
𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑐

[
1 +

w 𝑡

0
e−𝛿(𝑡−𝑧)𝜁2(𝑧)e

r 𝑡
𝑧
𝜁2(𝜏)d𝜏d𝑧

]
. (62)

由式 (31)和 (32)可知 𝜁 ∈ 𝑆(𝑐𝑐𝜂),因此有w 𝑡

𝑧
𝜁2(𝜏)d𝜏 ⩽ 𝑐𝑐𝜂(𝑡− 𝑧) + 𝑐, (63)

且由引理 2有

∥𝜁𝑡∥𝛿2 ∈ 𝐿∞. (64)

对于不等式 (62), 由 (63)、(64)以及定义 2, 并通过选

择𝛼0足够大使得 𝑐𝑐𝜂 < 𝛿,可得

𝑚𝑓 (𝑡) ∈ 𝐿∞. (65)

因此有系统 (14)所有信号均一致有界. □

3.2 瞬瞬瞬态态态特特特性性性分分分析析析

接下来,利用输出跟踪误差的𝐿∞标准[2]和任意

单位时间内的均方差标准[3]来研究闭环系统的瞬态

性能.

定理 3 对于改进的鲁棒模型参考自适应控制

(16),其𝐻∞补偿器的性能指标为 𝛾,使得系统 (14)的

输出跟踪误差 𝑒1满足如下不等式关系:

∥𝑒1(𝑡)∥∞ ⩽ 𝛾𝑐, (66)
1

𝑡

w 𝑡0+𝑡

𝑡0
∣𝑒1∣2d𝜏 ⩽ 𝛾2𝑐, (67)

其中 𝑐 > 0为常数的通用符号.

证证证明明明 式 (26)所给出的跟踪误差动态

𝑒1 = 𝑊𝑐(𝑠)[𝜃
T𝜔 + 𝑑1]. (68)

由于𝑊𝑐(𝑠)稳定且阶次为 2𝑝𝑚,由引理 1可得

∥𝑒1(𝑡)∥∞ ⩽ 4𝑝𝑚∥𝑊𝑐(𝑠)∥∞∥𝜃T𝜔∥∞. (69)

由 𝜃有界和式 (57)可知 𝜃T𝜔 ∈ 𝐿∞,且由式 (47)有

∥𝑒1(𝑡)∥∞ △
= sup

𝑡⩾0
∣𝑒1(𝑡)∣ ⩽ 𝛾𝑐. (70)

接着,由w 𝑡2

𝑡1
∣𝐻(𝑠)𝑥∣2d𝑡 ⩽ ∥𝐻(𝑠)∥2∞

w 𝑡2

𝑡1
∣𝑥∣2d𝑡, (71)

可得



1384 控 制 与 决 策 第 30 卷

1

𝑡

w 𝑡0+𝑡

𝑡0
∣𝑒1∣2d𝜏 ⩽

∥𝑊𝑐(𝑠)∥2∞
1

𝑡

w 𝑡0+𝑡

𝑡0
∣𝜃T𝜔∣2d𝜏 <

𝛾2 1

𝑡

w 𝑡0+𝑡

𝑡0
∣𝜃T𝜔∣2d𝜏 ⩽ 𝛾2𝑐. (72)

定理得证. □

由定理 3可知,闭环系统的瞬态特性与𝐻∞补偿

器的性能指标 𝛾直接相关, 即 𝛾值越小, 跟踪误差 𝑒1

越小,则系统的瞬态性能就越好.定理 2和定理 3从理

论上保证了控制目标的实现,并且下节的仿真例子可

以验证该结论的正确性.

4 仿仿仿真真真验验验证证证

为了说明该设计方法的有效性和正确性, 以 F-

16战斗机纵向短周期动态为被控对象[16], 在输入端

加入有界扰动 𝑑𝛿,其传递函数为

𝑞 =
−(10.06𝑠+ 10.35)

𝑠2 + 2.096𝑠+ 0.353 6
(𝛿𝑒 + 𝑑𝛿). (73)

其中:输入 𝛿𝑒为升降舵,输出 𝑞为俯仰角速率.选取如

下参考模型:

𝑞𝑚 =
−(𝑠+ 2)

𝑠2 + 4𝑠+ 2
𝑟. (74)

设计控制器 (16)和自适应律 (17),其中: 𝑐0 = 0.1,

𝛼0 = 1. 为了体现参数估计误差和输入扰动对系统

瞬态特性的影响,选取自适应初值 𝜃 = [1, 0.1, 0],以及

自适应增益Γ = diag{1, 1, 1}, 并考虑有界输入扰动

𝑑𝛿 = 0.02sin2𝑡,以及如下参考指令:

𝑟(𝑡) =

⎧⎨⎩
1, 0 ⩽ 𝑡 < 20;

− 2, 20 ⩽ 𝑡 < 40;

4, 40 ⩽ 𝑡 ⩽ 60.

(75)

接着, 依据Step 1∼Step 3来构造𝐻∞补偿器𝑢𝑐.

首先选取 𝜀 = 1, 0 < 𝛾 = 3 <
∥∥∥−𝑐−1

0 (𝑠+ 2)

𝑠2 + 4𝑠+ 2

∥∥∥
∞

= 10,

以及𝑅 = 𝑆 = 𝐼2×2,求解方程 (28)得

𝑃 =

[
1.452 0.452

0.452 0.452

]
,

𝐾𝛾=3 = [ 0.904 0.904 ].

令 𝑞 = 2, 𝜌 = 1,求解方程 (29)得

𝑄 =

[
0.604 4 −0.360 3

−0.360 3 3.661 2

]
,

𝐿𝛾=3 = [ 0.610 3 8.252 3 ]T.

则可得到性能指标 𝛾 = 3的𝐻∞补偿器 (30).

为了比较不同性能指标的补偿器的作用效果,

令 𝛾 = 1, 𝜀 = 0.1, 𝑞 = 1, 𝜌 = 1,并重复上述步骤,得到

如下增益阵:
𝐾𝛾=1 = [ 4.063 3 4.063 3 ],

𝐿𝛾=1 = [ 12.5 10 ]T.

以及性能指标 𝛾 = 1的𝐻∞补偿器 (30).

针对无补偿器 (典型的鲁棒模型参考自适应)与

带有𝐻∞补偿器 (𝛾 = 1或 3)的鲁棒模型参考自适应

控制对比仿真结果如图 1∼图 4所示.
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由图 1可知, 随着指令 𝑟(𝑡)的增大, 无补偿器的

(典型的)鲁棒模型参考自适应控制的响应超调和振

荡逐渐增大;显而易见的, 加入𝐻∞补偿器后系统的

瞬态特性得到较大的改善, 并且𝐻∞补偿器的性能

指标 𝛾值越小, 其改善系统瞬态特性的能力越强, 同

时对参考模型的输出跟踪误差也越小 (图 2), 这与定

理 3给出的结论一致; 系统的输入曲线 (图 3)和输出

响应 (图 1)说明了带有补偿器的闭环系统是输入-输

出稳定的,这验证了定理 2的正确性; 同理,由图 4可

知, 补偿器的加入对参数估计值产生了一定的影响

(本质上是由于估计误差信号 𝜖的改变), 但其仍能保

证参数估计误差有界,这说明了定理 1的正确性.

5 结结结 论论论

本文将标准的鲁棒模型参考自适应控制与一类

特殊的𝐻∞控制相结合,提出了一种改进的鲁棒模型

参考自适应控制器. 其不但保留了典型的鲁棒自适应

控制所具备的各种理想特性,并且通过引入系统化设

计的𝐻∞补偿器,使得闭环系统的瞬态性能得到较大

的改善,其改善程度与𝐻∞补偿器的性能指标 𝛾密切

相关. 𝐻∞补偿器的加入从扰动抑制的角度出发, 解

决了典型的鲁棒模型参考自适应控制无法保证系统

瞬态特性的问题,使其在实际应用中获得更好的控制

效果.
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