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摘 要: 针对RBF神经网络的结构设计问题,提出一种基于输出敏感度方差重要性的结构优化算法. 首先,检验网

络隐层节点的输出敏感度在样本集上的方差是否与零有显著差异,以此作为依据增加或删除相应的隐层节点;然后,

对调整后的网络参数进行修正,使网络具有更好的拟合精度和收敛性;最后,对所提出的优化算法进行仿真实验,结

果表明,所提出的算法可根据研究对象自适应地调整RBF的网络结构,具有良好的逼近能力和泛化能力.
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Abstract: Aiming at the problem of design of the RBF neural network structure, an optimal algorithm based on variance

significance in output sensitivity is proposed. Firstly, it is tested whether the variance in output sensitivity for the different

patterns is significantly different from zero. If the variance in output sensitivities is significantly different from zero or

not, the hidden units corresponding can be inserted or pruned. Then, the gradient descent method for the parameter

adjusting ensures the fitting precision of the network. Finally, the proposed optimal algorithm is applied to the simulation

experiment. Simulation results show that the proposed optimal algorithm can adjust network structure adaptive and possess

good approximation and generalization ability.
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0 引引引 言言言

径向基函数 (RBF)神经网络因其简单的拓扑结

构和全局逼近能力,在时间序列预测、非线性系统建

模与控制等方面得到了广泛的应用[1-2]. RBF网络是

一种三层前馈式神经网络,其中输入层和输出层由线

性神经元组成, 隐含层神经元是径向基函数, 一般取

高斯核函数[3-4].

RBF网络应用的关键是其结构设计问题[5]. 为了

实现RBF网络的自适应设计, Platt[6]提出了一种著名

的增长型学习算法: 资源分配网络 (RAN).该算法可

以根据实际研究对象的复杂度,以输入样本的“新颖

性”作为依据为隐含层分配新节点, 满足RBF网络的

学习精度. 然而, RAN只能增加节点, 对于网络中不

重要的节点不能删减, 在处理大型复杂问题时, 网络

结构会出现冗余.为了解决这一问题, Lu等[7]提出了

一种基于RAN的改进算法: 最小资源神经网络 (M-

RAN). M-RAN利用剪枝策略删除那些对网络输出的

影响持续不明显的隐层节点,并结合MAN的增长策

略确保神经元数量的平滑过渡,最终获得较为紧凑的

RBF网络结构.但是, 对网络输出影响程度的判定需

要依据详尽的仿真研究实验, 增加了M-RAN的复杂

度. Huang等[8]提出了一种适用于RBF网络结构调整

的在线学习算法: 广义增长修剪网络 (GGAP-RBF).

GGAP-RBF将所需的学习精度与神经元的重要性相
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结合,给出增长与删减神经元的规则.该算法仅对增

加的神经元或距离删减神经元最近的节点进行参数

调整,有效提高了算法的实时性. 然而, GGAP-RBF需

要依据全局样本数据设定网络初值,这一要求对于在

线学习算法往往难以实现. Gonzales等[9]提出了一种

基于多目标进化算法的RBF神经网络优化算法,该算

法在进化过程中加入新的遗传算子来改进网络的全

局搜索能力.然而,进化算法的计算复杂,不利于数据

处理的实时性. Feng[10]将粒子群优化 (PSO)学习算法

与RBF神经网络相结合, 解决复杂的全局优化问题.

PSO算法可以自动调整每个径向基函数的中心、宽度

以及连接权,达到提高网络性能的目的. 然而, PSO算

法在训练过程中需要进行全局搜索,因此仍然需要较

长的调整时间. Zhang[11]利用在线减法聚类算法跟踪

实时工况的特性以及RBF神经网络隐含层神经元的

物理意义,确定要增加或删除的隐节点. 由于只考虑

距离实时工况数据最近的隐含层神经元,该算法不仅

能够根据实时特性在线调整网络结构,而且网络参数

的调整速度较快. 然而,该算法在删除阶段需要依据

经验判断隐节点未被工况数据激活的时间,易对隐节

点的删除产生不确定性.

针对RBF神经网络的结构设计问题, 本文提出

一种基于输出敏感度方差重要性的RBF神经网络

(VS-RBF)结构优化算法. 该算法将基于输出敏感度

方差重要性的度量方法与RBF神经网络有机结合,能

够根据实际问题的需要增加或删除网络隐含层神经

元, 使网络具有良好的自适应能力, 并利用梯度下降

算法对优化后的网络结构参数进行修正. 将提出的优

化算法应用于非线性函数逼近和组合导航位置误差

估计,仿真结果验证了该算法的有效性和可行性.

1 RBF神神神经经经网网网络络络
RBF神经网络是包含一个隐含层的三层前馈神

经网络, 从输入层到隐含层的权值固定为 1, 偏差项

固定为 0. 设网络的输入向量为𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐼)T,

则隐含层第 𝑗个节点的输出为

ℎ𝑗(𝑥) = exp
(
− ∥𝑥− 𝑐𝑗∥2

2𝜎2
𝑗

)
. (1)

其中: ℎ𝑗(𝑥)为高斯径向基函数; ∥⋅∥为欧氏范数; 𝑐𝑗 =

(𝑐𝑗1, 𝑐𝑗2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑗𝐼)T为径向基函数的中心向量; 𝜎𝑗为第

𝑗个基函数的扩展常数或宽度 (可以自由选择的参数),

宽度越小,基函数的选择性越大.

隐含层第 𝑗个节点到输出层第 𝑘个节点的连接

权重为𝑤𝑘𝑗 (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽),则高斯
径向基函数神经网络输出层第 𝑘个节点关于向量𝑥

的输出 𝑦𝑘为

𝑦𝑘(𝑥) =

𝐽∑
𝑗=1

𝑤𝑘𝑗ℎ𝑗(𝑥) + 𝑤𝑘0, (2)

其中𝑤𝑘0为输出层第 𝑘个节点的偏差项.

另外,定义输出层第 𝑘个节点的误差函数为

𝐸𝑘 =
1

2𝑃

𝑃∑
𝑝=1

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑑𝑘)
2. (3)

其中: 𝑃 为训练样本数, 𝑦𝑑𝑘为输出层第 𝑘个节点的期

望输出.

网络总误差函数为

𝐸 =

𝐾∑
𝑘=1

𝐸𝑘. (4)

根据误差目标函数 (4)调整神经网络的隐含层神

经元输出权值、中心值以及函数宽度如下 (利用梯度

下降算法[12]):

𝑤𝑗(𝑡+ 1) = 𝑤𝑗(𝑡)− 𝜂1
∂𝐸

∂𝑤𝑗(𝑡)
, (5)

𝜇𝑗(𝑡+ 1) = 𝜇𝑗(𝑡)− 𝜂2
∂𝐸

∂𝜇𝑗(𝑡)
, (6)

𝜎𝑗(𝑡+ 1) = 𝜎𝑗(𝑡)− 𝜂3
∂𝐸

∂𝜎𝑗(𝑡)
, (7)

其中 𝜂1、𝜂2、𝜂3均为学习步长.

2 方方方差差差重重重要要要性性性RBF神神神经经经网网网络络络优优优化化化算算算法法法
方差重要性的基本思想是检验网络输出敏感度

在所有样本上的方差是否与零有显著差异[13]. 如果

输出敏感度的方差与零有显著性差异,且平均敏感度

较大,则表明相应的隐节点对网络输出影响较大,反

之表明相应的隐节点对网络输出影响较小或毫无影

响[14]. 以此增加或者删除隐含层神经元,达到神经网

络结构优化的目的.

方差重要性: RBF神经网络的隐节点 𝑗在样本 𝑝

(𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 )上输出敏感度的方差统计重要性定
义为

𝛾𝑧𝑗 =
(𝑃 − 1)𝜎2

𝑧𝑗

𝜎2
0

. (8)

其中: 𝜎2
𝑧𝑗是网络输出对隐节点 𝑗中扰动的敏感度方

差, 𝜎2
0是接近 0的值.

隐节点 𝑗的方差𝜎2
𝑧𝑗由下式给出:

𝜎2
𝑧𝑗 =

𝑃∑
𝑝=1

(ℵ(𝑝)
𝑧𝑗 − ℵ̄𝑧𝑗 )

2

𝑃 − 1
. (9)

其中

ℵ(𝑝)
𝑧𝑗 =

𝐾∑
𝑘=1

𝑆
(𝑝)
𝑦𝑘,𝑧𝑗

𝐾
, (10)

且 ℵ̄𝑧𝑗为平均敏感度,其定义形式为
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ℵ̄𝑧𝑗 =

𝑃∑
𝑝=1

ℵ(𝑝)
𝑧𝑗

𝑃
. (11)

𝑆
(𝑝)
𝑦𝑘,𝑧𝑗为网络输出 𝑦𝑘对于隐节点 𝑗在第 𝑝个样本

上的敏感度,由下式计算:

𝑆(𝑝)
𝑦𝑘,𝑧𝑗

=
∂𝑦𝑘
∂𝑧𝑗

=

𝐽∑
𝑗=1

𝑤𝑘𝑗 ⋅ ℎ′
𝑗(𝑥). (12)

在使用敏感度方差重要性时,需要对隐节点 𝑗敏

感度方差近似为零加以检验,即对每个隐含层节点 𝑗

定义零假设

𝐻0 : 𝜎2
𝑧𝑗 = 𝜎2

0 . (13)

然而,由式 (8)可知𝜎2
0 ∕= 0,所以不能假设所有样

本上隐含层节点敏感度的方差严格为零,即𝜎2
𝑧𝑗 ∕= 0.

因此,赋给𝜎2
0接近于零的值并使用备选假设

𝐻1 : 𝜎2
𝑧𝑗 < 𝜎2

0 . (14)

在零假设的条件下,方差重要性度量满足𝜒2(𝑃−
1)分布,且 𝛾𝐶可以从𝜒2分布表中查询

𝛾𝐶 = 𝜒2
𝜐;1−𝛼. (15)

其中: 𝜐 = 𝑃 − 1为自由度, 𝛼为显著性水平.

本文采用梯度下降算法对参数进行调整,因此网

络对初始值很敏感,不同的初值使网络的收敛速度差

异很大.若初始值离极小点很近,则收敛速度较快;反

之,收敛速度较慢. 当初始值选择不合适时,训练起始

阶段甚至会出现振荡. 基于上述分析,本文采用 𝑘-均

值动态聚类法确定网络的初始中心,找出有代表性的

数据点作为网络隐节点的中心, 提高网络收敛速度,

并随机初始化函数宽度和权值.

根据以上计算过程,得到基于敏感度方差重要性

的RBF网络结构优化算法如下.

Step 1: 假设隐含层节点的初始值为较小数, 采

用 𝑘-均值动态聚类法确定基函数中心,并随机初始化

基函数宽度和连接权.

Step 2: 利用式 (9)∼ (12)计算每个隐节点 𝑗在样

本 𝑝上的输出敏感度方差𝜎2
𝑧𝑗 ,令𝜎2

0 = 0.000 1.

Step 3: 采用式 (8)计算检验变量 𝛾𝑧𝑗 ,并按照升序

排列每个检验变量的大小.

Step 4: 使用式 (15)计算 𝛾𝐶 . 对于每个隐含层节

点 𝑗, 如果统计重要性 𝛾𝑧𝑗 > 1.5𝛾𝐶成立, 则分裂节点

𝑗. 假设分裂前隐含层神经元数为 𝐽 ,运行时刻为 𝑡,统

计重要性 𝛾𝑧𝑗 > 1.5𝛾𝐶的隐含层神经元为 𝑗,则新增神

经元 𝐽 + 1的初始参数和神经元 𝑗的参数为

𝑤𝐽+1(𝑡) = 𝜆 ⋅ 𝑤𝑗(𝑡), (16)

𝜇𝐽+1(𝑡) = 𝜇𝑗(𝑡), (17)

𝜎𝐽+1(𝑡) = 𝜎𝑗(𝑡), (18)

𝑤′
𝑗(𝑡) = (1− 𝜆) ⋅ 𝑤𝑗(𝑡), (19)

𝜇′
𝑗(𝑡) = 𝜇𝑗(𝑡), (20)

𝜎′
𝑗(𝑡) = 𝜎𝑗(𝑡), (21)

其中𝜆为 (0, 0.5)范围内的任意常数,根据实际研究对

象而定. 其他神经元的参数仍然按式 (5)∼ (7)调整.

Step 5: 对于每个隐含层节点 𝑗,如果统计重要性

𝛾𝑧𝑗 ⩽ 𝛾𝐶成立,则删除节点 𝑗. 假设运行时刻为 𝑡,此时

与被删除节点欧氏距离最近的神经元为 jn,其相关参

数调整为

𝑤′
jn = 𝑤jn(𝑡) + 𝑤𝑗(𝑡)

ℎ𝑗(𝑥)

ℎjn(𝑥)
, (22)

𝜇′
jn(𝑡) = 𝜇jn(𝑡), (23)

𝜎′
jn(𝑡) = 𝜎jn(𝑡). (24)

其他神经元的参数仍按照式 (5)∼ (7)调整.

Step 6: 直至没有神经元分裂或删除时,得到最终

优化后的网络.

该优化算法将隐节点的敏感度方差统计重要性

与RBF网络参数学习有机地结合.通过计算网络输出

对隐节点中扰动的敏感度方差,判断该节点对网络的

重要性.对于影响较大的神经元进行分裂, 删除影响

较小或毫无影响的隐含层神经元,达到神经网络结构

优化的目的, 最终获得结构较为合理的RBF神经网

络.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

VS-RBF网络能够在线调整隐含层神经元,得到

与研究对象相适应的网络结构,提高RBF神经网络的

性能.本节利用非线性函数逼近以及组合导航误差估

计为研究对象, 通过仿真实验表明该算法的有效性,

并与几种常用的神经网络算法进行比较,以验证该算

法的高效性.

3.1 非非非线线线性性性函函函数数数逼逼逼近近近

选取二维不同频率的三角函数为学习样本,即

𝑦𝑑 = cos(2π𝑘1𝑥1 + 2π𝑘2𝑥2)× sin(2π𝑘2𝑥2). (25)

其中: 𝑦𝑑为期望输出, 𝑘1取 0.05, 𝑘2取 0.02,输入样本

满足 0 < 𝑥1 < 36, 0 < 𝑥2 < 36. 对式 (25)进行训练,

训练前随机产生 500个训练样本对 ((𝑥1, 𝑥2), 𝑦),期望

误差选为 0.003.

在三角函数逼近过程中, VS-RBF网络逼近效果

和误差曲面如图 1所示,网络的隐含层神经元变化状

态如图 2所示.

图 1给出了VS-RBF神经网络对非线性函数的

逼近结果以及对函数逼近的误差曲面,其均方误差达

到 0.003 1, 说明该网络有较强的逼近能力; 图 2给出

了训练结束后网络最终的隐含层神经元个数,训练后
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图 1 VS-RBF对函数的逼近效果和误差曲面
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图 2 网络训练中隐含层神经元变化情况

的网络结构为 2-15-1.

与BP网络、RBF网络以及MRAN (网络初始结

构与VS-RBF网络相同)的性能比较如表 1所示.

表 1 神经网络训练算法的性能比较

训练算法 VS-RBF MRAN RBF BP

均方误差 0.0031 0.0037 0.0082 0.0127

隐节点个数 15 19 28 33

训练时间/ s 316.5 633.2 231.7 185.4

表 1给出了VS-RBF网络与MRAN、RBF、BP网

络比较的详细结果,由此可以得到以下结论:

1)在相同的初始条件下, VS-RBF网络所需的训

练时间远远小于MRAN, 且逼近精度略高于MRAN,

说明所提出的网络优化算法有效提高了网络的实时

性;

2)训练后的RBF和BP网络的复杂度远远大于

VS-RBF,存储空间相应增加,所以它们的逼近精度远

小于VS-RBF.因此, VS-RBF神经网络不仅具有较强

的非线性函数逼近能力,而且可以有效提高神经网络

计算的实时性.

3.2 组组组合合合导导导航航航误误误差差差估估估计计计

将所提出的VS-RBF算法应用于GPS/DR车辆

组合导航系统中,并与传统BP算法进行仿真比较.

假设车辆东向和北向初始位置真值均为 0,车辆

以 15 m/ s的速度沿 45∘航向角匀速直线运动,东向和

北向的初始加速度为 0 m/ s 2, GPS东向和北向量测噪

声方差为 (15 m) 2, 里程计量测噪声方差为 (1 m)2, 相

关时间 𝜏𝑒 = 𝜏𝑛 = 300 s,里程计标定系数𝜓 = 0.5,仿

真时间取 2 000 s.组合导航系统的状态变量为

𝑋 = [𝑣𝑒, 𝑣𝑛, 𝑎𝑒, 𝑎𝑛, 𝑥𝑒, 𝑥𝑛].

其中: 𝑣𝑒, 𝑣𝑛分别表示车辆东向和北向的速度分量;

𝑎𝑒, 𝑎𝑛分别表示东向和北向的加速度分量, 且 𝑎𝑒 =

𝑎𝑛 = 1m/ s2; 𝑥𝑒, 𝑥𝑛分别表示东向和北向的位置分量.

量测量取𝑍 = [𝑒, 𝑛, 𝑤, 𝑠], 𝑒、𝑛、𝑤分别表示GPS输出

的东向、北向位置信息和角速率陀螺的输出, 𝑠表示

里程计输出距离. 组合导航状态方程和观测方程见文

献 [15].

采用GPS/DR组合导航系统扩展卡尔曼滤波器

(EKF)为神经网络提供仿真实验所需的训练样本,随

机选取 500对输入输出数据作为训练样本. 设计三层

VS-RBF网络模型,网络的输入为组合导航模型的量

测量, 输出为组合导航模型的状态量[16]. 由GPS/DR

组合导航系统的动力学模型可知,量测量包含 4个变

量, 状态量包含 6个变量, 初始阶段隐含层神经元个

数选为较小的自然数.训练过程中, VS-RBF网络隐含

层神经元个数变化如图 3所示.根据多次实验对比,将

BP神经网络的结构选为 4-60-6.
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图 3 网络训练中隐含层神经元变化情况

东向和北向定位误差的仿真结果如图 4和图 5

所示. 从图中可以看出,采用传统BP算法得到的东、

北向定位误差曲线波动较大, 约在 [−9 m, 9 m]之间

波动,其峰值甚至超过了± 10m. 而采用本文提出的

VS- RBF神经网络算法得到的东、北向定位误差大约

控制在 [−5.5 m, 5.5 m]之内,估计效果较好.
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图 4 BP算法得到的位置误差
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图 5 VS-RBF算法得到的位置误差

表 2给出了两种算法的训练结果和平均位置误

差.

表 2 两种训练算法的性能比较

训练算法 位置平均误差 隐节点数 训练时间/ s

BP [−7.3 m, 7.5 m] 60 280.8

VS-RBF [−4.8 m, 4.4 m] 33 372.3

可以看出,本文提出的VS-RBF神经网络算法得

到的东、北向平均误差小于BP算法得到的东、北向

平均误差. 表明所提出的VS-RBF网络的估计性能优

于BP网络, 能够减小导航定位误差, 有效逼近组合

导航系统的位置信息.这是因为BP网络隐含层节点

个数的选择尚无理论指导, 一般根据经验选取, 在

训练阶段网络结构不能变化, 不利于网络的适用性;

而VS-RBF网络可以在训练阶段自适应地调整隐含

层节点, 动态确定网络结构, 从而减少相应的存储空

间,使网络有更紧凑的结构以及更好的估计精度.

4 结结结 论论论

本文针对RBF神经网络的结构设计问题, 提出

了一种基于输出敏感度方差重要性的RBF神经网络

结构优化算法.首先, 以隐含层节点的输出敏感度在

样本集上的方差作为重要性度量,并给出方差统计重

要性的计算方法; 然后, 对比方差统计的计算结果与

检验变量的关系,利用假设检验确定隐含层节点的重

要性, 从而判定是否对节点进行分裂或删除操作;最

后, 对调整后的网络参数进行修正, 使网络具有更好

的收敛性. 通过对非线性函数的逼近以及组合导航误

差的估计, 并与其他常用的神经网络结构进行比较,

可以得到以下结论：

1) VS-RBF神经网络可以根据研究目标的不同

自适应地调整隐含层节点的个数,获得紧凑的RBF神

经网络结构.

2) 与其他改进的RBF网络相比, 经过该算法优

化的RBF网络具有较强的非线性逼近能力以及较好

的收敛速度.

3)相较于其他神经网络结构, VS-RBF神经网络

表现出较好的训练结果和测试结果,说明在处理组合

导航这样的复杂系统时, VS-RBF神经网络具有较好

的泛化能力.

综上所述,本文所提出的方差重要性度量算法可

以有效解决RBF神经网络的结构设计问题,并且提高

神经网络的逼近能力和泛化能力,具有理论可行性和

实际应用潜力.
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