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摘 要: 针对一类多输入多输出 (MIMO)仿射非线性动态系统,提出一种基于极限学习机 (ELM)的鲁棒自适应神经

控制方法. ELM随机确定单隐层前馈网络 (SLFNs)的隐含层参数,仅需调整网络的输出权值,能以极快的学习速度获

得良好的推广性.在所提出的控制方法中,利用ELM逼近系统的未知非线性项,针对ELM网络的权值、逼近误差及

外界扰动的未知上界值分别设计参数自适应律,通过Lyapunov稳定性分析可以保证闭环系统所有信号半全局最终

一致有界.仿真结果表明了该控制方法的有效性.
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Abstract: Based on the extreme learning machine(ELM), a robust adaptive neural control method for a class of multiple-

input-multiple-output(MIMO) affine nonlinear dynamic systems is presented. ELM for single-hidden layer feedforward

networks(SLFNs), which randomly chooses hidden node parameters and analytically determines the output weights of

SLFNs, shows good generalized performance at extremely fast learning speed. The proposed control scheme utilizes the

ELM to approximate the plant’s unknown nonlinear terms. Meanwhile, output weights of ELM, unknown upper bound

values of approximation errors and external disturbances can be online estimated through parameter adaptive laws by using

Lyapunov stability analysis, so that semi-global uniform ultimare boundedness of all signals in the closed-loop system can

be guaranteed. Finally, simulation results show the effectiveness of the proposed adaptive ELM control.
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0 引引引 言言言

自适应神经控制[1-2]或自适应模糊控制[3-4]在应

对非线性系统的参数变化、未建模动态以及外界干扰

等方面具有更加优越的性能,尤其是结合反馈线性化

的自适应控制方法在多变量非线性系统中已得到了

广泛应用[5-9]. 针对未知动态的不确定性MIMO仿射

非线性系统,文献 [10]中给出了一种由前馈的模糊补

偿器及鲁棒的误差反馈补偿器组合的自适应模糊控

制方法;文献 [11]提出了一种动态神经网络自适应跟

踪控制方法; 文献 [12-13]分别提出了自适应动态输

出反馈神经控制方法;文献 [14]提出一种模糊自适应

滑模控制方法;文献 [15]提出了模糊系统与神经网络

相结合的控制方法.由于神经网络与模糊逻辑系统具

有通用逼近特性, 且具有良好的学习和自适应能力,

在上述文献中, RBF神经网络或模糊逻辑系统用于逼

近非线性系统的不确定部分, 采用Lyapunov综合法

设计参数的在线自适应调节律,以保证控制系统的闭

环稳定性.但是,在网络结构与参数的确定上,如RBF

网络的隐含层节点参数确定或模糊系统的隶属函数

构造上, 以往的方法大多利用先验知识确定, 有时会
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影响闭环系统的跟踪精度和控制效果,存在一定的不

足.

极限学习机 (ELM)是由Huang等[16]提出的用于

单隐层前馈网络 (SLFNs)的快速学习算法,其特点是

随机选择SLFNs的隐含层节点及相应的节点参数,在

训练过程中仅需调节网络的输出权值. 针对单输入

单输出 (SISO)仿射非线性系统,文献 [17]给出了基于

ELM的直接自适应神经控制方法,取得了较好效果.

鉴于ELM在学习速度和参数选择方面的优点,

针对一类不确定性MIMO仿射非线性系统,本文提出

一种基于ELM的自适应神经控制方法, 同时考虑了

引入鲁棒控制项以进一步降低对未知建模动态的逼

近误差, 并放松对有界参数取值的要求.最后通过实

例仿真,并与RBF网络自适应控制方法进行比较,验

证了所提出控制方法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下的MIMO仿射非线性动态系统:⎧⎨⎩

𝑥
(𝑛1)
1 = 𝑓1(𝒙) +

𝑝∑
𝑗=1

𝑔1𝑗(𝒙)𝑢𝑗 + 𝑑1(𝒙, 𝑡),

...

𝑥
(𝑛𝑝)
𝑝 = 𝑓𝑝(𝒙) +

𝑝∑
𝑗=1

𝑔𝑝𝑗(𝒙)𝑢𝑗 + 𝑑𝑝(𝒙, 𝑡),

𝑦1 = 𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑝 = 𝑥𝑝.

(1)

其中: 𝒙=[𝑥1, 𝑥̇1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥(𝑛1−1)
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑝, 𝑥̇𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛𝑝−1)

𝑝 ]T

∈𝑹𝑛为可测状态变量,且𝑛 = 𝑛1 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑛𝑝; 𝒖= [𝑢1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝]
T ∈ 𝑹𝑝, 𝒚 = [𝑦1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑝]T ∈ 𝑹𝑝分别为控制输

入向量和输出向量; 𝑥(𝑛𝑖)
𝑖 = d𝑛𝑖𝑥𝑖/d𝑡

𝑛𝑖 , 𝑓𝑖(𝒙), 𝑔𝑖𝑗(𝒙)

为光滑未知非线性连续函数; 𝑑𝑖(𝒙, 𝑡)表示未知外界扰

动; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.

令𝒙(𝑛) = [𝑥
(𝑛1)
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛𝑝)

𝑝 ]T, 𝑭 (𝒙) = [𝑓1(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑓𝑝(𝒙)]

T, 𝑮(𝒙) = [𝑮1(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑮𝑝(𝒙)], 且𝑮𝑖(𝒙) =

[𝑔1𝑖(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑝𝑖(𝒙)]T,𝑫(𝒙, 𝑡)=[𝑑1(𝒙, 𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑝(𝒙, 𝑡)]T,

则式 (1)的矩阵形式为

𝒙(𝑛) = 𝑭 (𝒙) +𝑮(𝒙)𝒖+𝑫(𝒙, 𝑡). (2)

通过设计控制律𝒖(𝑡)可以保证闭环系统的所有

变量均有界,而且使系统的输出能够跟踪给定的期望

轨迹𝒚𝑑(𝑡) = [𝑦𝑑1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑑𝑝(𝑡)]
T.非线性系统 (1)满

足如下假设:

假设 1 [7] 若𝑮(𝒙)为正定矩阵, 则存在实数𝜎0

> 0使得𝑮(𝒙) ⩾ 𝜎0𝑰𝑝×𝑝成立,其中 𝑰𝑝×𝑝表示单位矩

阵.

假设 2 对于未知外界扰动𝑫(𝒙, 𝑡),存在实向量

𝒅 > 0,使得𝑫(𝒙, 𝑡),满足 ∣𝑫(𝒙, 𝑡)∣ ⩽ 𝒅.

假设 3 期望轨迹 𝑦𝑑𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)有界,

且存在𝑛𝑖阶导数,其各阶导数均可微有界.

假设 1是一个具有可控性的充分条件, 以确保

𝑮(𝒙)为正则化矩阵的要求. 因此, 式 (1)可表示为静

态状态反馈的线性化系统形式.这种假设限制了所考

虑的一类MIMO仿射非线性系统,但许多实际的物理

系统, 诸如倒立摆、质量-弹簧-阻尼系统、机器人等,

其动力学特性均满足假设 1[10].

定义跟踪误差为

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑦𝑑𝑖(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡), (3)

并定义滤波跟踪误差为

𝑠𝑖(𝑡) =
( d

dt
+ 𝜆𝑖

)𝑛𝑖−1

𝑒𝑖(𝑡) =

𝑛𝑖−1∑
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑖−1𝜆

𝑛𝑖−1−𝑘
𝑖 𝑒

(𝑘)
𝑖 (𝑡) =

𝑛𝑖−1∑
𝑘=1

𝑐𝑖𝑘𝑒
(𝑘−1)
𝑖 (𝑡) + 𝑒

(𝑛𝑖−1)
𝑖 (𝑡). (4)

其中: 𝑐𝑖𝑘 = 𝐶𝑘−1
𝑛𝑖−1𝜆

𝑛𝑖−𝑘
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑛𝑖 − 1, 𝜆𝑖 > 0.

令 𝑣𝑖(𝑡) = 𝑦
(𝑛𝑖)
𝑑𝑖

(𝑡) + 𝑐𝑖𝑛𝑖−1𝑒
(𝑛𝑖−1)
𝑖 (𝑡) + ⋅ ⋅ ⋅ +

𝑐𝑖1𝑒̇𝑖(𝑡),则有

𝑠̇𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡)− 𝑓𝑖(𝒙)−
𝑝∑

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝒙)𝑢𝑗 − 𝑑𝑖(𝒙, 𝑡). (5)

令 𝒔(𝑡) = [𝑠1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑝(𝑡)]T, 𝒗(𝑡) = [𝑣1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑝(𝑡)]T,

则式 (5)的矩阵形式为

𝒔̇(𝑡) = 𝒗(𝑡)− 𝑭 (𝒙)−𝑮(𝒙)𝒖−𝑫(𝒙, 𝑡). (6)

若非线性函数𝑭 (𝒙)和𝑮(𝒙)已知, 为实现控制

目标,可设计如下的控制律:

𝒖 = 𝑮−1(𝒙)(−𝑭 (𝒙) + 𝒗 +𝑲0𝒔). (7)

其中: 对角矩阵𝑲0 = diag[𝑘0𝑖], 𝑘0𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.

若𝑭 (𝒙)和𝑮(𝒙)未知, 则可应用ELM网络对其

分别逼近,在此基础上, 设计鲁棒的自适应神经控制

器.显然由式 (4)和 (5)可知, 当 𝑠𝑖(𝑡) → 0时, 𝑒𝑖(𝑡)及

其𝑛𝑖 − 1阶导数都一致收敛于零.

2 基基基于于于ELM的的的自自自适适适应应应神神神经经经控控控制制制器器器设设设计计计
2.1 ELM

与 SLFNs学习算法的理解不同, ELM本质上独

立于训练数据, 随机确定隐含层节点, 即其隐含层的

节点及其参数均无需调整, 它是 SLFNs的推广和延

伸. ELM不仅能趋向于达到最小的训练误差,而且具

有最小的输出权值范数.

2.1.1 SLFNs

对于含有𝐿个隐含层节点, 𝑚个输出节点的

SLFNs,其网络输出的数学描述为
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𝒇(𝒙) =

𝐿∑
𝑖=1

𝜽𝑖𝑘𝑖(𝒙) =

𝐿∑
𝑖=1

𝜽𝑖𝑘(𝒙;𝒘𝑖, 𝑏𝑖),

𝒙 ∈ 𝑹𝑛, 𝜽𝑖 ∈ 𝑹𝑚. (8)

其中: 𝒘𝑖、𝑏𝑖为网络隐含层节点的参数, 𝜽𝑖为连接第

𝑖个隐含层节点与网络输出层节点的输出权值向量,

𝑘𝑖(𝒙)为第 𝑖个隐含层节点的输出函数 𝑘(𝒙;𝒘𝑖, 𝑏𝑖).

当隐含层节点为可加性节点时, 𝑘(𝒙;𝒘𝑖, 𝑏𝑖) =

𝑘(𝒙 ⋅ 𝒘𝑖 + 𝑏𝑖), 𝒘𝑖 ∈ 𝑹𝑛, 𝑏𝑖 ∈ 𝑹; 当为RBF节点时,

𝑘(𝒙;𝒘𝑖, 𝑏𝑖) = 𝑘(𝑏𝑖∥𝒙−𝒘𝑖∥), 𝒘𝑖 ∈ 𝑹𝑛, 𝑏𝑖 ∈ 𝑹+. 其中

𝒘𝑖 ⋅ 𝒙表示𝒘𝑖和𝒙的内积.

2.1.2 ELM的的的学学学习习习过过过程程程

对于任意给定的𝑁组数据 (𝒙𝑖, 𝒕𝑖) ∈ 𝑹𝑛 × 𝑹𝑚,

𝒙𝑖 = [𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝑛]
T, 𝒕𝑖 = [𝑡𝑖1, 𝑡𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑖𝑚]T,则含

有𝐿个隐含层节点的SLFNs的函数模型为

𝒇(𝒙𝑗) =

𝐿∑
𝑖=1

𝜽𝑖𝑘(𝒙𝑗 ;𝒘𝑖, 𝑏𝑖) = 𝒐𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

(9)

并且 SLFNs能以零误差逼近训练样本, 即
𝑁∑
𝑗=1

∥𝒐𝑗 −

𝒕𝑗∥ = 0,于是存在 𝜽𝑖、𝒘𝑖、𝑏𝑖,使得
𝐿∑

𝑖=1

𝜽𝑖𝑘(𝒙𝑗 ;𝒘𝑖, 𝑏𝑖) = 𝒕𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (10)

以矩阵形式表示为

𝑲𝑩 = 𝑻 . (11)

其中

𝑲 =

⎡⎢⎢⎣
𝒉(𝒙1)

...

𝒉(𝒙𝑁 )

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑘(𝒙1;𝒘1, 𝑏1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑘(𝒙1;𝒘𝐿, 𝑏𝐿)

...
. . .

...

𝑘(𝒙𝑁 ;𝒘1, 𝑏1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑘(𝒙𝑁 ;𝒘𝐿, 𝑏𝐿)

⎤⎥⎥⎥⎦
𝑁×𝐿

,

𝑩 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜽T
1

...

𝜽T
𝐿

⎤⎥⎥⎥⎦
𝐿×𝑚

, 𝑻 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝒕T1
...

𝒕T𝑁

⎤⎥⎥⎥⎦
𝑁×𝑚

.

这里: 𝑲为隐含层节点的输出矩阵, 其第 𝑖列表示与

输入𝒙1, 𝒙2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒙𝑁相关的第 𝑖个隐含层节点的输出

向量; 第 𝑖行表示与输入𝒙𝑖相关的隐含层特征映射,

即𝒙𝑖 : 𝒉(𝒙𝑖),且𝒉(𝒙𝑖) = [𝑘(𝒙𝑖;𝒘1, 𝑏1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘(𝒙𝑖;𝒘𝐿,

𝑏𝐿)].

如果激活函数 𝑘(𝒙𝑗 ;𝒘𝑖, 𝑏𝑖)在任意区间上无限可

微, 且SLFNs隐含层节点及节点参数可以随机产生,

则由文献 [18]可知,当隐含层节点数目𝐿小于样本𝑁

时, SLFNs仍能以极小的训练误差逼近训练样本. 此

时矩阵𝑲并非方阵,从而存在 𝜽̂𝑖、̂𝒘𝑖、̂𝑏𝑖,使得

∥𝑲(𝒘̂1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒘̂𝐿, 𝑏̂1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏̂𝐿)𝑩̂ − 𝑻 ∥ =

min
𝜽𝑖,𝒘𝑖,𝑏𝑖

∥𝑲(𝒘1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒘𝐿, 𝑏1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝐿)𝑩 − 𝑻 ∥. (12)

因此, 式 (12)成为线性系统. 与使用梯度下降算法训

练所有网络权值的 SLFNs方法不同, ELM基本学习

算法就是求解式 (12)的线性方程组𝑲𝑩 = 𝑻 的最小

二乘解,即使用最小二乘方法求解输出层权值.

2.2 自自自适适适应应应神神神经经经控控控制制制器器器设设设计计计

为设计控制律 (7), 可以采用ELM网络分别对

𝑭 (𝒙)和𝑮(𝒙)中的元素 𝑓𝑖(𝒙)和 𝑔𝑖𝑗(𝒙)进行逼近, 此

时𝑚=1,式 (11)中的矩阵𝑩 ∈ 𝑹𝐿×𝑚成为𝐿× 1的列

向量 𝜽. 因此,用于逼近 𝑓𝑖(𝒙)和 𝑔𝑖𝑗(𝒙)的ELM网络为

𝑓𝑖(𝒙,𝜽𝑓𝑖) = 𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽𝑓𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝;
𝑔𝑖𝑗(𝒙,𝜽𝑔𝑖𝑗 ) = 𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽𝑔𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. (13)

其中: 𝜽𝑓𝑖 ∈ 𝑹𝐿×1和 𝜽𝑔𝑖𝑗 ∈ 𝑹𝐿×1为网络输出权值向

量, 𝒉𝑓𝑖(𝒙) ∈ 𝑹1×𝐿和𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙) ∈ 𝑹1×𝐿为网络隐含层

节点的输出向量.

最优逼近的权值向量 𝜽∗
𝑓𝑖、𝜽

∗
𝑔𝑖𝑗分别为

𝜽∗
𝑓𝑖 = argmin

𝜽𝑓𝑖

{sup
𝒙∈𝐷

∣𝑓𝑖(𝒙)− 𝑓𝑖(𝒙,𝜽𝑓𝑖)∣},

𝜽∗
𝑔𝑖𝑗 = argmin

𝜽𝑔𝑖𝑗

{sup
𝒙∈𝐷

∣𝑔𝑖𝑗(𝒙)− 𝑔𝑖𝑗(𝒙,𝜽𝑔𝑖𝑗 )∣}. (14)

定义 𝜽̃𝑓𝑖 = 𝜽∗
𝑓𝑖 −𝜽𝑓𝑖 , 𝜽̃𝑔𝑖𝑗 = 𝜽∗

𝑔𝑖𝑗 −𝜽𝑔𝑖𝑗 . 假设紧集合𝐷

足够大,则对于所有𝒙 ∈ 𝐷, 能够保证最小逼近误差

有界.

进一步, 若𝑭 (𝒙)的估计为 𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 ), 𝑮(𝒙)的

估计为 𝑮̂(𝒙,Θ𝐺), 𝑮̂(𝒙,Θ𝐺)的第 𝑖行表示为 𝑮̂𝑖(𝒙,

Θ𝑔𝑖), 则 𝑮̂𝑖(𝒙,Θ𝑔𝑖) = 𝑯𝑔𝑖(𝒙)Θ𝑔𝑖 .其中: 𝑯𝑔𝑖(𝒙) =

[𝒉𝑔𝑖1(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒉𝑔𝑖𝑝(𝒙)], Θ𝑔𝑖 = diag[𝜽𝑔𝑖1 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝜽𝑔𝑖𝑝 ].于
是 𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 )、𝑮̂(𝒙,Θ𝐺)可表示为

𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 ) = 𝑯𝐹 (𝒙)Θ𝐹 ,

𝑮̂(𝒙,Θ𝐺) = 𝑯𝐺(𝒙)Θ𝐺. (15)

其中: 𝑯𝐹 (𝒙) = diag[𝒉𝑓1(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒉𝑓𝑝(𝒙)], Θ𝐹 = [𝜽𝑓1 ,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝜽𝑓𝑝 ]
T, 𝑯𝐺(𝒙) = diag[𝑯𝑔1(𝒙), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑯𝑔𝑝(𝒙)], Θ𝐺

= [𝜽𝑔1 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝜽𝑔𝑝 ]
T.

ELM网络的最小逼近误差为

𝜺𝐹 (𝒙) = 𝑭 (𝒙)− 𝑭̂ (𝒙,Θ∗
𝐹 ),

𝜺𝐺(𝒙) = 𝑮(𝒙)− 𝑮̂(𝒙,Θ∗
𝐺). (16)

实际工程中, 最小逼近误差的上界通常无法确

定,因而未知. 即∣𝜺𝐹 (𝒙)∣ ⩽ 𝜺𝐹 , ∣𝜺𝐺(𝒙)∣ ⩽ 𝜺𝐺, ∀𝒙 ∈ 𝐷.

其中: 向量𝜺𝐹 ⩾ 0,矩阵𝜺𝐺 ⩾ 0.

在式 (7)的基础上,结合 (15),自适应控制律应为



1562 控 制 与 决 策 第 30 卷

𝒖 = 𝑮̂
−1

(𝒙,Θ𝐺)(−𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 ) + 𝒗 +𝑲0𝒔). (17)

由于 𝑮̂(𝒙,Θ𝐺)是通过在线估计Θ𝐺而得到, 非

奇异性很难保证.由文献 [9]可知, 假定 ∥𝑯𝐺(𝒙)∥ ⩽
𝜁𝑀𝐺, ∥Θ𝐺∥ ⩽ 𝜃𝑀𝐺, 且 𝜁MG > 0, 𝜃MG > 0, 当 𝑮̂(𝒙,

Θ𝐺)的谱半径满足 𝜌(𝑮̂(𝒙,Θ𝐺)) ⩽ 𝜌(𝑮̂(𝒙,Θ𝐺)) =

𝜁MG𝜃MG时,则存在𝜅 > 0,使得 𝑮̂(𝒙,Θ𝐺) + (𝜌(𝑮̂(𝒙,

Θ𝐺)) + 𝜅)𝑰𝑝×𝑝非奇异.因此,自适应控制律修正为

𝒖 =

(𝑮̂(𝒙,Θ𝐺) + 𝜏𝑰𝑝×𝑝)
−1(−𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 ) + 𝒗 +𝑲0𝒔),

(18)

其中 𝜏 = (𝜌(𝑮̂(𝒙,Θ𝐺))) + 𝜅.

此外, 考虑减弱系统的外界扰动及最小逼近误

差,需要引入鲁棒控制项𝒖𝑟. 由于实际中的 𝜺𝐹 、̄𝜺𝐺和

𝒅的取值未知,可通过设计相应的参数自适应律进行

在线调整. 若 𝜺𝐹 、̄𝜺𝐺、𝒅的估计量为 𝜺𝐹 、̂𝜺𝐺、𝒅, 则综

合分析, 基于ELM的鲁棒自适应控制律及相应的参

数自适应调节律由如下定理给出.

定定定理理理 1 考虑式 (2)的一类MIMO非线性系统,

若满足假设 1∼假设 3, 则具有鲁棒性能的控制律可

设计为

𝒖 = 𝒖𝑐 + 𝒖𝑟, (19)

𝒖𝑐 =

(𝑮̂(𝒙,Θ𝐺) + 𝜏𝑰𝑝×𝑝)
−1(−𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 ) + 𝒗 +𝑲0𝒔),

(20)

𝒖𝑟 =

𝒔𝒔T

𝜎0∥𝒔∥2 (tanh(𝒔̄/𝜔𝑓 )𝜺𝐹 + 𝜺𝐺 ∘ tanh(𝒔𝒖T
𝑐 /𝜔𝑔)𝒖𝑐+

tanh(𝒔̄/𝜔𝑑)𝒅+ tanh(𝑺𝒖0/𝜔0)), (21)

𝒖0 =

𝜏(𝑮̂(𝒙,Θ𝐺) + 𝜏𝑰𝑝×𝑝)
−1(−𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 ) + 𝒗 +𝑲0𝒔).

(22)

其中: tanh(𝒔̄/𝜔𝑓 ) = diag[tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑓 )], 𝑺 = diag[𝑠𝑖],

tanh(𝒔̄/𝜔𝑑) = diag[tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑑)], 运算符 “ ∘ ”定义为

𝜺𝐺 ∘ tanh(𝒔𝒖T
𝑐 /𝜔𝑔) = [𝜀𝑔𝑖𝑗 tanh(𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗/𝜔𝑔)].

ELM网络的输出权值向量 𝜽𝑓𝑖和 𝜽𝑔𝑖𝑗以及参数

𝜀𝑓𝑖、̂𝜀𝑔𝑖𝑗、̂𝑑𝑖的自适应调节律设计如下:

𝜽̇𝑓𝑖 =⎧⎨⎩

−𝛾𝑓𝑖𝒉
T
𝑓𝑖(𝒙)𝑠𝑖 − 𝛾𝑓𝑖𝜎𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 , if ∥𝜽𝑓𝑖∥ < 𝜃𝑀𝑓𝑖

, or

∥𝜽𝑓𝑖∥ = 𝜃𝑀𝑓𝑖
and 𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽𝑓𝑖𝑠𝑖 ⩾ 0;

−𝛾𝑓𝑖𝒉
T
𝑓𝑖(𝒙)𝑠𝑖 − 𝛾𝑓𝑖𝜎𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 + 𝛾𝑓𝑖

𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽𝑓𝑖𝑠𝑖
∥𝜽𝑓𝑖∥2

𝜽𝑓𝑖 ,

if ∥𝜽𝑓𝑖∥ = 𝜃𝑀𝑓𝑖
and 𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽𝑓𝑖𝑠𝑖 < 0;

(23)

𝜽̇𝑔𝑖𝑗 =⎧⎨⎩

−𝛾𝑔𝑖𝑗𝒉
T
𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 − 𝛾𝑔𝑖𝑗𝜎𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗 ,

if∥𝜽𝑔𝑖𝑗∥ < 𝜃𝑀𝑔𝑖𝑗 , or

∥𝜽𝑔𝑖𝑗∥ = 𝜃𝑀𝑔𝑖𝑗
and 𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 ⩾ 0;

−𝛾𝑔𝑖𝑗𝒉
T
𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 − 𝛾𝑔𝑖𝑗𝜎𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗+

𝛾𝑔𝑖𝑗
𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗

∥𝜽𝑔𝑖𝑗∥2
𝜽𝑔𝑖𝑗 ,

if ∥𝜽𝑔𝑖𝑗∥ = 𝜃𝑀𝑔𝑖𝑗 and 𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 < 0;

(24)

˙̂𝜀𝑓𝑖 = 𝜂𝑓𝑖(𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑓 )− 𝜗𝑓𝑖𝜀𝑓𝑖); (25)

˙̂𝜀𝑔𝑖𝑗 = 𝜂𝑔𝑖𝑗 (𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 tanh(𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗/𝜔𝑔)− 𝜗𝑔𝑖𝑗𝜀𝑔𝑖𝑗 ); (26)

˙̂
𝑑𝑖 = 𝜂𝑑𝑖(𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑑)− 𝜗𝑑𝑖𝑑𝑖). (27)

其中: 𝛾𝑓𝑖、𝛾𝑔𝑖𝑗、𝜎𝑓𝑖、𝜎𝑔𝑖𝑗、𝜂𝑓𝑖、𝜂𝑔𝑖𝑗、𝜂𝑑𝑖、𝜗𝑓𝑖、𝜗𝑔𝑖𝑗、𝜗𝑑𝑖、

𝜔𝑓、𝜔𝑔、𝜔𝑑、𝜃𝑀𝑓𝑖
、𝜃𝑀𝑔𝑖𝑗

均为大于 0的设计参数, 且

𝜀𝑓𝑖 ∈𝜺𝐹 , 𝜀𝑔𝑖𝑗 ∈ 𝜺𝐺, 𝑑𝑖 ∈ 𝒅. 则式 (19)可以保证闭环系

统的所有信号一致有界, 且跟踪误差及各阶导数渐

近收敛于零,即 lim
𝑡→∞

𝑒
(𝑘)
𝑖 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 𝑘 = 0,

1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑖 − 1.

证证证明明明 将式 (19)代入 (6),并考虑 (20),得

𝒔̇ = 𝒗 − 𝑭 (𝒙)− (𝑮(𝒙)− 𝑮̂(𝒙,Θ𝐺))𝒖𝑐−

𝑮̂(𝒙,Θ𝐺)𝒖𝑐 −𝑮(𝒙)𝒖𝑟 −𝑫(𝒙, 𝑡) =

−𝑲0𝒔− (𝑭̂ (𝒙,Θ∗
𝐹 )− 𝑭̂ (𝒙,Θ𝐹 ))−

(𝑮̂(𝒙,Θ∗
𝐺)− 𝑮̂(𝒙,Θ𝐺))𝒖𝑐 + 𝒖0−

𝑮(𝒙)𝒖𝑟 − 𝜺𝐹 (𝒙)− 𝜺𝐺(𝒙)𝒖𝑐 −𝑫(𝒙, 𝑡). (28)

对式 (28)两边同乘以 𝒔T,有

𝒔T𝒔̇ =

− 𝒔T𝑲0𝒔−
𝑝∑

𝑖=1

𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽̃𝑓𝑖𝑠𝑖−

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽̃𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 + 𝒔T𝒖0 − 𝒔T𝑮(𝒙)𝒖𝑟−

𝒔T𝜺𝐹 (𝒙)− 𝒔T𝜺𝐺(𝒙)𝒖𝑐 − 𝒔T𝑫(𝒙, 𝑡). (29)

考虑假设 1及式 (21),可得

− 𝒔T𝑮(𝒙)𝒖𝑟 ⩽

− 𝒔T(tanh(𝒔̄/𝜔𝑓 )𝜺𝐹 + 𝜺𝐺 ∘ tanh(𝒔𝒖T
𝑐 /𝜔𝑔)𝒖𝑐+

tanh(𝒔̄/𝜔𝑑)𝒅+ tanh(𝑺𝒖0/𝜔0)). (30)

选取Lyapunov函数为

𝑉 =

1

2
𝒔T𝒔+

1

2

𝑝∑
𝑖=1

1

𝛾𝑓𝑖
𝜽̃
T

𝑓𝑖 𝜽̃𝑓𝑖 +
1

2

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

1

𝛾𝑔𝑖𝑗
𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗 𝜽̃𝑔𝑖𝑗+
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1

2

𝑝∑
𝑖=1

1

𝜂𝑓𝑖
𝜀2𝑓𝑖 +

1

2

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

1

𝜂𝑔𝑖𝑗
𝜀2𝑔𝑖𝑗 +

1

2

𝑝∑
𝑖=1

1

𝜂𝑑𝑖

𝑑2𝑖 .

(31)

其中: 𝜀𝑓𝑖 = 𝜀𝑓𝑖 − 𝜀𝑓𝑖 , 𝜀𝑔𝑖𝑗 = 𝜀𝑔𝑖𝑗 − 𝜀𝑔𝑖𝑗 , 𝑑𝑖 = 𝑑𝑖 − 𝑑𝑖.

对𝑉 求导, 结合式 (29)和 (30), 并由假设 2知

∣𝑫(𝒙, 𝑡)∣ ⩽ 𝒅,及考虑到 ∣𝜺𝐹 (𝒙)∣ ⩽ 𝜺𝐹 , ∣𝜺𝐺(𝒙)∣ ⩽ 𝜺𝐺,

得

𝑉̇ ⩽− 𝒔T𝑲0𝒔−
𝑝∑

𝑖=1

𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽̃𝑓𝑖𝑠𝑖−

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽̃𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 +

𝑝∑
𝑖=1

𝜀𝑓𝑖 ∣𝑠𝑖∣−

𝑝∑
𝑖=1

𝜀𝑓𝑖𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑓 ) +

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜀𝑔𝑖𝑗 ∣𝑠𝑖∣∣𝑢𝑐𝑗 ∣−

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜀𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 tanh(𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗/𝜔𝑔) +

𝑝∑
𝑖=1

𝑑𝑖∣𝑠𝑖∣−

𝑝∑
𝑖=1

𝑑𝑖𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑑) +

𝑝∑
𝑖=1

∣𝑠𝑖∣∣𝑢0𝑖∣−

𝑝∑
𝑖=1

tanh(𝑠𝑖𝑢0𝑖/𝜔0)−
𝑝∑

𝑖=1

1

𝛾𝑓𝑖
𝜽̃
T

𝑓𝑖 𝜽̇𝑓𝑖−
𝑝∑

𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

1

𝛾𝑔𝑖𝑗
𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗 𝜽̇𝑔𝑖𝑗 −
𝑝∑

𝑖=1

1

𝜂𝑓𝑖
𝜀𝑓𝑖

˙̂𝜀𝑓𝑖−

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

1

𝜂𝑔𝑖𝑗
𝜀𝑔𝑖𝑗

˙̂𝜀𝑔𝑖𝑗 −
𝑝∑

𝑖=1

1

𝜂𝑑𝑖

𝑑𝑖
˙̂
𝑑𝑖. (32)

另外,由文献 [19]可知

0 ⩽ ∣𝑧∣ − 𝑧 tanh(𝑧/𝜔) ⩽ 𝜄𝜔. (33)

其中: 𝑧 ∈ 𝑹; 𝜔 > 0; 𝜄是一个常数且满足 𝜄 = e−(𝜄+1),

即 𝜄 = 0.278 5. 此时,有如下不等式成立:
𝑝∑

𝑖=1

𝜀𝑓𝑖 ∣𝑠𝑖∣ −
𝑝∑

𝑖=1

𝜀𝑓𝑖𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑓 ) ⩽

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜀𝑓𝑖𝜔𝑓 +

𝑝∑
𝑖=1

𝜀𝑓𝑖𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑓 ),

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜀𝑔𝑖𝑗 ∣𝑠𝑖∣∣𝑢𝑐𝑗 ∣−

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜀𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 tanh(𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗/𝜔𝑔) ⩽

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

0.278 5𝜀𝑔𝑖𝑗𝜔𝑔+

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜀𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 tanh(𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗/𝜔𝑓 ),

𝑝∑
𝑖=1

𝑑𝑖∣𝑠𝑖∣ −
𝑝∑

𝑖=1

𝑑𝑖𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑑) ⩽

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝑑𝑖𝜔𝑑 +

𝑝∑
𝑖=1

𝑑𝑖𝑠𝑖 tanh(𝑠𝑖/𝜔𝑑),

𝑝∑
𝑖=1

∣𝑠𝑖∣∣𝑢0𝑖∣ −
𝑝∑

𝑖=1

tanh(𝑠𝑖𝑢0𝑖/𝜔0) ⩽

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜔0. (34)

将式 (23)∼ (27)和 (34)代入 (32),有

𝑉̇ ⩽

− 𝒔T𝑲0𝒔+

𝑝∑
𝑖=1

𝜎𝑓𝑖 𝜽̃
T

𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 +

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜎𝑔𝑖𝑗 𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗+

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑓𝑖𝜀𝑓𝑖𝜀𝑓𝑖 +

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜗𝑔𝑖𝑗𝜀𝑔𝑖𝑗𝜀𝑔𝑖𝑗+

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑑𝑖𝑑𝑖𝑑𝑖 +

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜀𝑓𝑖𝜔𝑓+

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

0.278 5𝜀𝑔𝑖𝑗𝜔𝑔 +

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝑑𝑖𝜔𝑑+

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜔0 −
𝑝∑

𝑖=1

𝐼𝑓𝑖
𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽𝑓𝑖𝑠𝑖

∥𝜽𝑓𝑖∥2
𝜽̃
T

𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖−

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝐼𝑔𝑖𝑗
𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗

∥𝜽𝑔𝑖𝑗∥2
𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗 . (35)

其中: 当式 (23)和 (24)的第 1个条件满足时, 𝐼𝑓𝑖和

𝐼𝑔𝑖𝑗为 0,否则为 1.

如果 𝐼𝑓𝑖 = 𝐼𝑔𝑖𝑗 = 1, 则由于 𝜽∗T
𝑓𝑖 𝜽

∗
𝑓𝑖 ⩽ 𝜃2𝑀𝑓𝑖

=

𝜽T
𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 , 𝜽

∗T
𝑔𝑖𝑗𝜽

∗
𝑔𝑖𝑗 ⩽𝜃2𝑀𝑔𝑖𝑗

= 𝜽T
𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗 , 𝜽̃

T

𝑓𝑖 𝜽̃𝑓𝑖 ⩾0, 𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗 𝜽̃𝑔𝑖𝑗

⩾ 0,可得

𝜽̃
T

𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 =
1

2
𝜽∗T
𝑓𝑖 𝜽

∗
𝑓𝑖 −

1

2
𝜽T
𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 −

1

2
𝜽̃
T

𝑓𝑖 𝜽̃𝑓𝑖 ⩽ 0,

同理有 𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗 ⩽ 0.

由𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽𝑓𝑖𝑠𝑖 < 0, 𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗 < 0,可推出
𝑝∑

𝑖=1

𝐼𝑓𝑖
𝒉𝑓𝑖(𝒙)𝜽𝑓𝑖𝑠𝑖

∥𝜽𝑓𝑖∥2
𝜽̃
T

𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 ⩾ 0,

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝐼𝑔𝑖𝑗
𝒉𝑔𝑖𝑗 (𝒙)𝜽𝑔𝑖𝑗𝑠𝑖𝑢𝑐𝑗

∥𝜽𝑔𝑖𝑗∥2
𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗 ⩾ 0. (36)

进一步,考虑到完全平方公式,有如下不等式成立:

𝜎𝑓𝑖 𝜽̃
T

𝑓𝑖𝜽𝑓𝑖 ⩽ −𝜎𝑓𝑖

2
∥𝜽̃𝑓𝑖∥2 +

𝜎𝑓𝑖

2
∥𝜽∗

𝑓𝑖∥2,

𝜎𝑔𝑖𝑗 𝜽̃
T

𝑔𝑖𝑗𝜽𝑔𝑖𝑗 ⩽ −𝜎𝑔𝑖𝑗

2
∥𝜽̃𝑔𝑖𝑗∥2 +

𝜎𝑔𝑖𝑗

2
∥𝜽∗

𝑔𝑖𝑗∥2,

𝜗𝑓𝑖𝜀𝑓𝑖𝜀𝑓𝑖 ⩽ −𝜗𝑓𝑖

2
𝜀2𝑓𝑖 +

𝜗𝑓𝑖

2
𝜀2𝑓𝑖 ,

𝜗𝑔𝑖𝑗𝜀𝑔𝑖𝑗𝜀𝑔𝑖𝑗 ⩽ −𝜗𝑔𝑖𝑗

2
𝜀2𝑔𝑖𝑗 +

𝜗𝑔𝑖𝑗

2
𝜀2𝑔𝑖𝑗 ,

𝜗𝑑𝑖𝑑𝑖𝑑𝑖 ⩽ −𝜗𝑑𝑖

2
𝑑𝑖

2
+

𝜗𝑑𝑖

2
𝑑𝑖

2
. (37)

将式 (36)和 (37)代入 (35),有
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𝑉̇ ⩽

− 𝒔T𝑲0𝒔−
𝑝∑

𝑖=1

𝜎𝑓𝑖

2
∥𝜽̃𝑓𝑖∥2 −

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜎𝑔𝑖𝑗

2
∥𝜽̃𝑔𝑖𝑗∥2−

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑓𝑖

2
𝜀2𝑓𝑖 −

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜗𝑔𝑖𝑗

2
𝜀2𝑔𝑖𝑗 −

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑑𝑖

2
𝑑𝑖

2
+

𝑝∑
𝑖=1

𝜎𝑓𝑖

2
∥𝜽∗

𝑓𝑖∥2 +
𝑝∑

𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜎𝑔𝑖𝑗

2
∥𝜽∗

𝑔𝑖𝑗∥2+

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑓𝑖

2
𝜀2𝑓𝑖 +

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜗𝑔𝑖𝑗

2
𝜀2𝑔𝑖𝑗 +

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑑𝑖

2
𝑑𝑖

2
+

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜀𝑓𝑖𝜔𝑓 +

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

0.278 5𝜀𝑔𝑖𝑗𝜔𝑔+

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝑑𝑖𝜔𝑑 +

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜔0 ⩽

− 𝜒𝑉 + 𝜇. (38)

其中: 𝜒, 𝜇定义为

𝜒 = min(𝜆min(𝑲0), min
𝑖=1,⋅⋅⋅ ,𝑝

(𝜎𝑓𝑖𝛾𝑓𝑖),

min
𝑖,𝑗=1,⋅⋅⋅ ,𝑝

(𝜎𝑔𝑖𝑗𝛾𝑔𝑖𝑗 ), min
𝑖=1,⋅⋅⋅ ,𝑝

(𝜗𝑓𝑖𝜂𝑓𝑖)

min
𝑖,𝑗=1,⋅⋅⋅ ,𝑝

(𝜗𝑔𝑖𝑗𝜂𝑔𝑖𝑗 ) min
𝑖=1,⋅⋅⋅ ,𝑝

(𝜗𝑑𝑖𝜂𝑑𝑖)),

𝜇 =

𝑝∑
𝑖=1

𝜎𝑓𝑖

2
∥𝜽∗

𝑓𝑖∥2 +
𝑝∑

𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜎𝑔𝑖𝑗

2
∥𝜽∗

𝑔𝑖𝑗∥2+

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑓𝑖

2
𝜀2𝑓𝑖 +

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

𝜗𝑔𝑖𝑗

2
𝜀2𝑔𝑖𝑗 +

𝑝∑
𝑖=1

𝜗𝑑𝑖

2
𝑑𝑖

2
+

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜀𝑓𝑖𝜔𝑓 +

𝑝∑
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=1

0.278 5𝜀𝑔𝑖𝑗𝜔𝑔+

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝑑𝑖𝜔𝑑 +

𝑝∑
𝑖=1

0.278 5𝜔0.

式 (38)两边分别乘以 e𝜒𝑡,有( d

d𝑡

)
(𝑉 (𝑡)e𝜒𝑡) ⩽ e𝜒𝑡𝜇, (39)

在 [0, 𝑡]内,对式 (39)积分,可得

0 ⩽ 𝑉 (𝑡) ⩽
(
𝑉 (0)− 𝜇

𝜒

)
e−𝜒𝑡 +

𝜇

𝜒
⩽ 𝑉 (0) +

𝜇

𝜒
.

(40)

因此𝑉 (𝑡) ⩽ 𝑉 (0),即𝑉 (𝑡)为非递增有界函数. 式 (40)

表明, 闭环系统的所有信号半全局一致最终有界, 即

𝜽̃𝑓𝑖、̃𝜽𝑔𝑖𝑗、̃𝜀𝑓𝑖、̃𝜀𝑔𝑖𝑗、̃𝑑𝑖、𝑠𝑖(𝑡)及 𝑠𝑖(𝑡)半全局一致最终

有界, 从而 𝜽𝑓𝑖、𝜽𝑔𝑖𝑗、̂𝜀𝑓𝑖、̂𝜀𝑔𝑖𝑗、̂𝑑𝑖半全局一致最终有

界. □

3 仿仿仿真真真研研研究究究

被控对象为平面运动的二自由度刚性机械臂,其

动态方程为[20]

[
𝑞1

𝑞2

]
=

[
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22

]−1{[
𝑢1

𝑢2

]
−
[
𝑑1

𝑑2

]
−

[
−ℎ𝑞2 −ℎ(𝑞1 + 𝑞2)

ℎ𝑞1 0

][
𝑞1

𝑞2

]}
.

其中

𝑀11 = 𝑎1 + 2𝑎3 cos 𝑞2 + 2𝑎4 sin 𝑞2,

𝑀21 = 𝑀12 = 𝑎2 + 𝑎3 cos 𝑞2 + 𝑎4 sin 𝑞2,

𝑀22 = 𝑎2, ℎ = 𝑎3 sin 𝑞2 − 𝑎4 cos 𝑞2,

𝑎1 = 𝐼1 +𝑚1𝑙
2
𝑐1 + 𝐼𝑒 +𝑚𝑒𝑙

2
ce +𝑚𝑒𝑙

2
1,

𝑎2 = 𝐼𝑒 +𝑚𝑒𝑙
2
ce, 𝑎3 = 𝑚𝑒𝑙1𝑙ce cos 𝛿𝑒,

𝑎4 = 𝑚𝑒𝑙1𝑙ce sin 𝛿𝑒.

参数𝑚1 = 1, 𝑚𝑒 = 2, 𝑙1 = 1, 𝑙𝑐1 = 0.5, 𝑙ce = 0.6,

𝐼1 = 0.12, 𝐼𝑒 = 0.25, 𝛿𝑒 = 30∘. 令𝒙 = [𝑞1, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞2]
T,

𝒚 = [𝑞1, 𝑞2]
T, 𝒖 = [𝑢1, 𝑢2]

T.

参照式 (2), 该MIMO仿射非线性系统的𝑮(𝒙)、

𝑭 (𝒙)、𝑫(𝒙, 𝑡)分别为

𝑮(𝒙) =

[
𝑔11(𝒙) 𝑔12(𝒙)

𝑔21(𝒙) 𝑔22(𝒙)

]
= 𝑴−1=

[
𝑀11 𝑀12

𝑀21 𝑀22

]−1

,

𝑭 (𝒙) =

[
𝑓1(𝒙)

𝑓2(𝒙)

]
=

−𝑴−1

([
−ℎ𝑞2 −ℎ(𝑞1 + 𝑞2)

ℎ𝑞1 0

][
𝑞1

𝑞2

])
,

𝑫(𝒙, 𝑡) = −𝑴−1

[
𝑑1

𝑑2

]
=

−𝑴−1

[
0.2 sin 𝑞1 cos 𝑞2 + 0.04 cos(0.3𝑡)

0.1 cos 𝑞1 sin 𝑞2 + 0.03 cos(0.2𝑡)

]
.

因矩阵𝑴正定,故𝑴−1也是正定的.

机械臂的初始状态选择为𝒙(0) = [0.5, 0, 0.25,

0]T. 控制的目标是使 𝑞1和 𝑞2分别跟踪期望轨迹 𝑦𝑑1

= sin 𝑡和 𝑦𝑑2 = cos 𝑡.

假定𝑭 (𝒙)、𝑮(𝒙)完全未知, 在具有未知逼近误

差和未知外界扰动上界的情况下进行仿真,同时待调

节参数的初始值均设定为零,以反映不依赖于系统任

何先验知识的事实.仿真中, 逼近𝑭 (𝒙)的ELM网络

的输入为 𝑞1(𝑡)、̇𝑞1(𝑡)、𝑞2(𝑡)、̇𝑞2(𝑡), 逼近𝑮(𝒙)的ELM

网络的输入为 𝑞1(𝑡)、𝑞2(𝑡).

选择设计参数为: 𝜆1 = 𝜆2 = 20, 𝑲0 = diag{100,
100}, 𝑐11 = 𝑐21 = 20, 𝛾𝑓𝑖 = 𝛾𝑔𝑖𝑗 = 10, 𝜎𝑓𝑖 = 𝜎𝑔𝑖𝑗 = 50,

𝜂𝑓𝑖 = 𝜂𝑔𝑖𝑗 = 𝜂𝑑𝑖 = 0.000 1, 𝜗𝑓𝑖 = 𝜗𝑔𝑖𝑗 = 𝜗𝑑𝑖 = 0.001,

𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝜔𝑓 = 𝜔𝑔 = 𝜔𝑑 = 10, 𝜎0 = 2. ELM网

络的隐含层节点分别考虑RBF节点及可加性节点,即

𝑘(𝒙;𝒘, 𝑏) = exp(−∥𝒙−𝒘∥2/𝑏)及 𝑘(𝒙;𝒘, 𝑏) = 1/(1+
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exp(−(𝒘 ⋅𝒙+ 𝑏))),隐含层节点个数均选取为𝐿 = 10,

隐含层节点参数 (𝒘, 𝑏)分别在 [−1, 1]及 [0, 1]之间随

机确定. 用于比较的RBF网络自适应控制方法中,其

隐含层节点个数也选取 10,高斯基函数参数中心矢量

值按均匀分布在网络输入值范围内的值选取,范围为

[−2, 2],基宽的取值为 0.1.

图 1和图 2给出了基于控制律 (19)的条件下, 关

节 1与关节 2的位置跟踪曲线.可以看出,采用不同节

点的ELM自适应神经控制方法取得了较好的跟踪控

制效果.
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图 1 关节 1位置跟踪
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图 2 关节 2位置跟踪
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图 3 关节 1控制输入
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图 4 关节 2控制输入

图 3和图 4给出了在整个控制过程中,其控制输

入信号变化的曲线.可以看出, ELM控制方法呈现出

很好的平滑有界状态.

图 5和图 6还给出了关节 1和关节 2的位置跟踪

误差曲线.同时,为进一步从数值上比较差异,不同控

制方法的位置跟踪均方根误差 (RMSE)也在表 1中列

出.从图 5、图 6及表 1的结果可以看出,基于ELM的

鲁棒自适应控制方法, 其RMSE明显较小, 这充分验

证了其良好的跟踪性能以及方法的有效性.
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图 5 关节 1位置跟踪误差
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图 6 关节 2位置跟踪误差

表 1 不同控制方法的评价指标比较

RMSE
控制方法

关节 1 关节 2

ELM (Additive)方法 0.048 4 0.043 9

ELM (RBF)方法 0.048 5 0.037 4

RBF方法 0.070 2 0.047 7

4 结结结 论论论

针对一类不确定性MIMO仿射非线性系统, 本

文提出了一种基于ELM的鲁棒自适应神经控制方

法. 采用该方法设计的自适应控制器由ELM控制项

和克服逼近误差及外界扰动的鲁棒控制项构成,同时

利用附加的鲁棒控制项进一步 “抵消”模型的重构误

差和外界扰动. 利用Lyapunov稳定性分析理论设计

了相应的参数自适应调节律, 对ELM的网络输出权

值、最小逼近误差以及外界扰动的未知确定上界值

进行在线自适应调整, 以确保闭环系统的所有信号

半全局一致最终有界.最后通过仿真实例验证了所提
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出方法的有效性. 此外, 考虑到Backstepping方法在

设计不确定性系统的自适应控制器方面的优势, 把

Backstepping方法与ELM结合起来设计自适应控制

器,将是下一步的研究重点.
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