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摘 要: 在随机有限集框架下提出了当杂波和漏检存在时基于最优子模式分配距离的多目标联合检测与估

计 (JDE)误差界. 此处的 JDE是指同时估计目标个数和存活目标状态. 算例 1展示了该误差界随传感器检测概率和

杂波密度的变化趋势; 算例 2利用多假设跟踪, 概率假设密度 (PHD)和势 PHD滤波器对该误差界的有效性进行了验

证.
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Abstract: Within the random finite set framework, the error bound for joint detection and estimation(JDE) of multiple

targets is proposed based on the optimal sub-pattern assignment distance in the presence of clutter and missed detection. The

JDE here refers to estimating the number of the targets and their existing states. Example 1 shows the variation of the bound

with the probability of detection and clutter density. Example 2 verifies the effectiveness of the bound by using the multiple

hypothesis tracking, probability hypothesis density(PHD), and cardinalized PHD filters.
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0 引引引 言言言

误差界是指一个算法理论上所能达到的最小估

计误差, 它是衡量算法性能的重要依据. 对于单目标

状态估计问题, Tichavsky等[1]采用递推后验克拉美罗

下界 (PCRLB)来衡量其均方估计误差. 随后 PCRLB

又被推广到杂波或漏检存在[2-3]以及目标机动[4]等场

景. 然而, PCRLB没有考虑目标个数估计 (也即检测)

问题, 故其不能作为多目标联合检测和估计 (JDE)的

误差界, 此处的 JDE是指同时估计目标个数与存活目

标状态. 最近, Rezaeian等[5]在随机有限集 (RFS)框架

下提出了单目标 JDE的误差界. Tong等[6]在无杂波但

有漏检的条件下给出了该界的递推形式, 并将其扩展

到无杂波且无漏检时的多目标场景. 但对于杂波和漏

检同时存在时的多目标 JDE问题, 其误差界的研究难

度将显著增大, 目前尚未见到相关结论报道.

本文通过将多目标状态和杂波分别建模为多

Bernoulli RFS和 Poisson RFS, 并假定采用最大后验

概率 (MAP)检测器和无偏估计器, 获得了杂波和漏

检同时存在时基于最优子模式分配 (OSPA)距离[7]

的多目标 JDE误差界. 仿真实验展示了该误差界随

传感器检测概率和杂波密度的变化趋势, 并利用多

假设跟踪 (MHT)滤波器[8], 概率假设密度 (PHD)滤

波器[9]和势 PHD (CPHD)[10]滤波器 3种常用的多目标

JDE算法对该误差界的有效性进行了验证.

1 问问问题题题描描描述述述

记单目标状态为𝐿维矢量𝒙 = [𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐿]
T ∈

𝒳 , 其中𝒳 表示单目标状态空间. 多目标状态集合记

为𝑋 , 其可建模为由𝑁 个Bernoulli RFS 𝑋(𝑡) 构成的

多Bernoulli RFS, 即

𝑋 =

𝑁∪
𝑡=1

𝑋(𝑡), (1)

其中𝑁 表示可能出现的最大目标数. 𝑋的概率密
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度[11]为⎧⎨⎩
𝜋(𝑋) = 𝜋(∅)

∑
1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗∣𝑋∣⩽𝑁

∣𝑋∣∏
𝑡=1

𝑟𝑗𝑡𝑓𝑗𝑡(𝒙𝑡)

1− 𝑟𝑗𝑡
,

𝜋(∅) =

𝑁∏
𝑡=1

(1− 𝑟𝑡).

(2)

其中: ∣𝑋∣为𝑋的势, 𝑟𝑡 ∈ [0, 1]为𝑋(𝑡) ∕= ∅的概率,

𝑓𝑡(𝒙𝑡)为𝒙𝑡 的概率密度, 𝑗𝑡为第 𝑗𝑡个元素的存活概率

和分布密度, 1 < 𝑗𝑡 < 𝑁 .

记单个传感器观测为 𝒛 ∈ 𝒵 , 其中𝒵为观测空间.

传感器观测集合记为𝑍, 它由目标产生的测量和杂波

测量构成, 即

𝑍 = 𝑍Θ(𝒙1)
∪

⋅ ⋅ ⋅
∪

𝑍Θ(𝒙∣𝑋∣)
∪

𝑍𝐶 . (3)

其中: 𝑍Θ(𝒙𝑡)为目标𝒙𝑡 产生的测量集, 其或者以检

测概率 𝑝𝐷(𝒙𝑡) ∈ [0, 1]计算时为 {𝒛𝑙}, 相应的单目标

单测量似然函数为 𝑔(𝒛𝑙∣𝒙𝑡), 或者以漏检概率 𝑞(𝒙𝑡)

= 1 − 𝑝𝐷(𝒙𝑡)计算时为∅; 𝑍𝐶 为杂波集, 假设其为一

个Poisson RFS, 强度为

𝜐(𝒛) = 𝜆𝑓𝐶(𝒛), (4)

𝜆为平均杂波数, 𝑓𝐶(⋅)为杂波分布的概率密度.

记𝑋𝑛 = {𝒙1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑛} ∈ 𝒳𝑛 和𝑍𝑚 = {𝒛1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝒛𝑚} ∈ 𝒵𝑚 分别表示 ∣𝑋∣ = 𝑛和 ∣𝑍∣ = 𝑚, 记𝑋0 =

𝑍0 = ∅. RFS框架下的多目标 JDE问题是指根据测量

集合𝑍获得多目标状态集合估计 𝑋̂(𝑍). 本文的目的

是推导得到该问题的误差界.

2 多多多目目目标标标 JDE误误误差差差界界界

RFS框架下多目标 JDE的均方误差可定义为

𝜎2 = E[𝑒2(𝑋, 𝑋̂(𝑍))] =w w
𝑓(𝑋,𝑍)𝑒2(𝑋, 𝑋̂(𝑍))𝛿𝑋𝛿𝑍 =w w
𝛾(𝑍∣𝑋)𝑓(𝑋)𝑒2(𝑋, 𝑋̂(𝑍))𝛿𝑋𝛿𝑍, (5)

其中: E[⋅]为取期望, 𝑒(𝑋, 𝑋̂(𝑍))为集合𝑋和 𝑋̂(𝑍)之

间的误差, 𝑓(𝑋,𝑍)为𝑋和𝑍的联合密度, 𝛾(𝑍∣𝑋) =

𝑓(𝑍∣𝑋)为总的传感器测量似然函数,
w
𝛿𝑍为集合积

分, 其定义如下[9]:w
𝑓(𝑍)𝛿𝑍

Δ
=

∞∑
𝑛=0

1

𝑛!

w
𝒵𝑛

𝑓(𝑍𝑛)d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑛 =

𝑓(∅) +

∞∑
𝑛=1

1

𝑛!

w
𝒵𝑛

𝑓(𝑍𝑛)d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑛. (6)

既然 𝑒(𝑋, 𝑋̂(𝑍))为集合间的误差, 故它不能利

用衡量矢量间误差的欧式距离进行度量. 本文采用阶

数 𝑝 = 2的OSPA距离[7]定义 𝑒(𝑋, 𝑋̂(𝑍)), 即

𝑒2(𝑋, 𝑋̂(𝑍)) =

⎧⎨⎩

(
min

𝜏∈Πmax(∣𝑋̂(𝑍)∣,∣𝑋∣)

min(∣𝑋̂(𝑍)∣,∣𝑋∣)∑
𝑡=1

min(𝑐2,

∥𝒙𝑡 − 𝒙̂𝜏(𝑡)(𝑍)∥22) + 𝑐2∣∣𝑋̂(𝑍)∣ − ∣𝑋∣∣
)/

max(∣𝑋̂(𝑍)∣, ∣𝑋∣), ∣𝑋̂(𝑍)∣+ ∣𝑋∣ > 0;

0, ∣𝑋̂(𝑍)∣ = ∣𝑋∣ = 0.

(7)

其中: 𝑐 > 0为截断误差, Π𝑛 为集合 {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}的
全排列, max(⋅)和min(⋅)分别为取最大值和最小值运

算, ∥ ⋅ ∥2 为取 2范数. 由式 (7)可以看出, OSPA距离

实际上是将 𝑋̂(𝑍)中的元素与𝑋中距离最近的元素

分别相匹配, 没有获得匹配的估计反映了两个集合间

的势误差.

令映射

𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣ : {1, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝑋∣} → {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝑍∣} (8)

为考虑漏检和杂波时多目标状态集𝑋到测量集𝑍的

关联假设函数, 它描述了两者所含元素间的对应关系.

𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣ 满足若 𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡) = 𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡′) > 0, 则 𝑡 = 𝑡′,

𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝑋∣, 其中 𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡) = 0为第 𝑡个目标没

有产生测量, 该测量为杂波. 𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣ 反映了漏检和

杂波同时存在时点目标跟踪的两个基本假设, 即:

1) 每个点目标至多产生 1个测量; 2) 每个测量至多源

于 1个点目标或杂波.

对于任意有限集𝑍和任意实值函数ℎ(⋅), 定义

ℎ𝑍 =

⎧⎨⎩
∏
𝒛∈𝑍

ℎ(𝒛), 𝑍 ∕= ∅;

1, 𝑍 = ∅.

(9)

根据文献 [11], 给定式 (3)所示的测量模型, 传感

器测量似然函数 𝛾(𝑍∣𝑋)可写为

𝛾(𝑍∣𝑋) = e−𝜆𝜐𝑍
∑

𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣

∣𝑋∣∏
𝑡=1

𝐺(𝒛𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡)∣𝒙𝑡), (10)

其中记

𝐺(𝒛𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡)∣𝒙𝑡) =⎧⎨⎩
(1− 𝑞(𝒙𝑡))𝑔(𝒛𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡)∣𝒙𝑡)

𝜐(𝒛𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡))
, 𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡) > 0;

𝑞(𝒙𝑡), 𝜃∣𝑋∣,∣𝑍∣(𝑡) = 0

(11)

为单目标单测量广义似然函数.

为了获得多目标 JDE误差界, 需要给出如下两点

假设:

1) 采用MAP检测器估计目标个数. 即给定测量

集𝑍, 多目标状态估计集合 𝑋̂(𝑍)的势 𝑛̂通过最大化

后验概率𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛∣𝑍)得到

𝑛̂ = argmax
𝑛

𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛∣𝑍). (12)

2) 状态估计器是无偏的. 此时可利用如下的信

息不等式[12]: 若𝒳 × 𝒵上的联合概率密度 𝑓(𝒙, 𝒛)满
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足正则条件且 ∂2 log 𝑓(𝒙, 𝒛)/∂𝑥𝑖∂𝑥𝑗 存在, 则如下不

等式成立:w
𝒵

w
𝒳
𝑓(𝒙, 𝒛)(𝑥𝑙 − 𝑥̂𝑙(𝒛))

2
d𝒙d𝒛 ⩾ [𝐽−1]𝑙,𝑙. (13)

其中: 𝒙̂(𝒛)为由 𝒛获得的𝒙的无偏估计; 𝑥𝑙 和 𝑥̂𝑙(𝒛)分

别为𝒙和 𝒙̂(𝒛)的第 𝑙个分量, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿, 𝐿为𝒙的

维数; 𝐽 为𝐿× 𝐿维 Fisher信息矩阵, 矩阵中的元素分

别为

[𝐽 ]𝑖,𝑗 = −𝐸𝑓

[∂2 log 𝑓(𝒙, 𝒛)

∂𝑥𝑖∂𝑥𝑗

]
=

−
w
𝒵

w
𝒳
𝑓(𝒙, 𝒛)

∂2 log 𝑓(𝒙,𝒛)

∂𝑥𝑖∂𝑥𝑗
d𝒙d𝒛,

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (14)

当且仅当条件概率密度 𝑓(𝒙∣𝒛)满足高斯分布时, 式

(13)取 ‘=’号.

定定定理理理 1 若多目标状态集合和测量集合分别满

足式 (1)所示的多Bernoulli模型和式 (3)所示的观测

模型, 则该多目标联合MAP检测与无偏估计的误差

界为

𝜎2 ⩾
∞∑

𝑚=0

𝑁∑
𝑛=0

𝑁∑
𝑛̂=0

Ω𝑛,𝑚

𝑚!𝑛!max(𝑛, 𝑛̂)

(min(𝑛,𝑛̂)∑
𝑡=1

min
(
𝑐2𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚,

𝐿∑
𝑙=1

[𝐽−1
𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚]𝑙,𝑙

)
+ 𝑐2𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚∣𝑛− 𝑛̂∣

)
. (15)

其中

[𝐽𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚]𝑖,𝑗 =
−1

𝜔2
𝑛̂,𝑛,𝑚

w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳 𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)

∂2 log 𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)

∂𝑥𝑖,𝑡∂𝑥𝑗,𝑡
d𝒙𝑡d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑚; (16)

𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚 =
𝜋(∅)e−𝜆

Ω𝑛,𝑚

w
𝒵𝑛̂,𝑚

𝜐𝑍𝑚
∑

1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

∑
𝜃𝑛,𝑚

𝐷𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑛(𝒛𝜃𝑛,𝑚(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑛))d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑚; (17)

𝒵𝑛̂,𝑚 = {𝑍𝑚 ∈ 𝒵𝑚 :argmax
𝑛

{𝛽𝑛(𝑍𝑚)} = 𝑛̂}; (18)

𝛽𝑛(𝑍𝑚) =
∑

1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

𝑛∏
𝑡=1

𝑟𝑗𝑡
1− 𝑟𝑗𝑡

∑
1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

∑
𝜃𝑛,𝑚

𝐷𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑛(𝒛𝜃𝑛,𝑚(1), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑛)); (19)

𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛) =

𝜋(∅)
e−𝜆𝜐𝑍𝑚

Ω𝑛,𝑚

∑
1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

∑
𝜃𝑛,𝑚

𝐷𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑛(𝒛𝜃𝑛,𝑚(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑛))

𝐻𝑗𝑡(𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑡))
𝑓𝑗𝑡(𝒙𝑡)𝐺(𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑡)∣𝒙𝑡); (20)

Ω𝑛,𝑚 = 𝜋(∅)e−𝜆𝜆𝑚
∑

1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

∑
𝜃𝑛,𝑚

𝑛∏
𝑡=1

𝑟𝑗𝑡
1− 𝑟𝑗𝑡

𝐾𝑗𝑡 ; (21)

𝐾𝑗𝑡 =

⎧⎨⎩
w
𝒳
(1− 𝑞(𝒙𝑡))𝑓𝑗𝑡(𝒙𝑡)d𝒙𝑡

𝜆
, 𝜃𝑛,𝑚(𝑡) > 0;w

𝒳 𝑞(𝒙𝑡)𝑓𝑗𝑡(𝒙𝑡)d𝒙𝑡, 𝜃𝑛,𝑚(𝑡) = 0;
(22)

𝐷𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑛(𝒛𝜃𝑛,𝑚(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑛)) =
𝑛∏

𝑡=1

𝑟𝑗𝑡
1− 𝑟𝑗𝑡

𝐻𝑗𝑡(𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑡)); (23)

𝐻𝑗𝑡(𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑡)) =
w
𝒳 𝑓𝑗𝑡(𝒙𝑡)𝐺(𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑡)∣𝒙𝑡)d𝒙𝑡. (24)

在式(16)∼ (24)中, 𝜋(∅)和𝐺(𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑡)∣𝒙𝑡)分别

如式 (2)和 (11)所示; 𝐽𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚 为给定测量个数为𝑚、

多目标真实个数为𝑛、估计个数为 𝑛̂时第 𝑡个目标所

对应的 Fisher信息矩阵; 𝐽𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚 和𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚 的计算公

式中积分区域𝒵𝑛̂,𝑚 表示根据MAP准则将多目标个

数估计为 𝑛̂时所对应的测量空间, 𝒵0,𝑚,𝒵1,𝑚, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝒵𝑁,𝑚 构成了𝒵𝑚 的一个个数为𝑁 + 1的划分; 𝑓(𝒙𝑡,

𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)为给定条件𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛 时 (𝒙𝑡, 𝑍𝑚)的联合

概率密度, Ω𝑛,𝑚 为其归一化因子.

根据信息不等式, 当且仅当条件概率密度 𝑓(𝒙𝑡,

𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛) (𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,min(𝑛, 𝑛̂))满足高斯分布

时, 式 (15)取 ‘=’号.

证证证明明明 首先利用式 (12)所示的MAP检测准则获

得不同目标数估计所对应的测量空间.

给定测量集𝑍𝑚, 由Bayes公式可得

𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛∣𝑍𝑚) =
𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛)𝑃 (𝑍𝑚∣∣𝑋∣ = 𝑛)

𝑃 (𝑍𝑚)
. (25)

其中

𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛) =
w
𝒳𝑛

𝜋(𝑋𝑛)d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒙𝑛, (26)

𝑃 (𝑍𝑚∣∣𝑋∣ = 𝑛) =w
𝒳𝑛

𝜋(𝑋𝑛)𝛾(𝑍𝑚∣𝑋𝑛)d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒙𝑛. (27)

将式 (2)和 (10)代入 (26)和 (27), 并对𝒙1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑛

积分后可得
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𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛) = 𝜋(∅)
∑

1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

𝑛∏
𝑡=1

𝑟𝑗𝑡
1− 𝑟𝑗𝑡

, (28)

𝑃 (𝑍𝑚∣∣𝑋∣ = 𝑛) =

𝜋(∅)e−𝜆𝜐𝑍𝑚 ⋅∑
1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

∑
𝜃𝑛,𝑚

𝐷𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑛(𝒛𝜃𝑛,𝑚(1), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑛)),

(29)

其中𝐷𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑛(𝒛𝜃𝑛,𝑚(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑛))如式 (23)所示.

将式 (28)和 (29)代入 (25), 可得

𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛∣𝑍𝑚) =
𝜋2(∅)e−𝜆𝜐𝑍𝑚

𝑃 (𝑍𝑚)
𝛽𝑛(𝑍𝑚), (30)

其中𝛽𝑛(𝑍𝑚)如式 (19)所示.

对于MAP检测器, 若满足

𝑛̂ = argmax
𝑛

{𝑃 (∣𝑋∣ = 𝑛∣𝑍𝑚)} =

argmax
𝑛

{𝛽𝑛(𝑍𝑚)} ⇔ 𝑍𝑚 ∈ 𝒵𝑛̂,𝑚, (31)

则判定 ∣𝑋̂∣ = 𝑛̂.

利用式 (6)所示的集合积分定义, 可将式 (5)写为

𝜎2 =

∞∑
𝑚=0

𝑁∑
𝑛=0

1

𝑚!𝑛!

w
𝒵𝑚

w
𝒳𝑛

𝛾(𝑍𝑚∣𝑋𝑛)𝜋(𝑋𝑛)⋅

𝑒2(𝑋𝑛, 𝑋̂(𝑍𝑚))d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒙𝑛d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒛𝑚. (32)

再根据式 (31)所示的MAP检测准则, 将式 (32)中的

积分区域𝒵𝑚 划分为𝒵0,𝑚,𝒵1,𝑚, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒵𝑁,𝑚, 则式 (32)

又可重新写为

𝜎2 =

∞∑
𝑚=0

𝑁∑
𝑛=0

𝑁∑
𝑛̂=0

1

𝑚!𝑛!

w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳𝑛

𝛾(𝑍𝑚∣𝑋𝑛)⋅

𝜋(𝑋𝑛)𝑒
2(𝑋𝑛, 𝑋̂𝑛̂(𝑍𝑚))d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒙𝑛d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒛𝑚. (33)

令 𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)表示 (𝑋𝑛, 𝑍𝑚)的联合概率密度,

有

𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚) =
1

Ω𝑛,𝑚
𝛾(𝑍𝑚∣𝑋𝑛)𝜋(𝑋𝑛), (34)

其中归一化因子

Ω𝑛,𝑚 =w
𝒵𝑚

w
𝒳𝑛

𝜋(𝑋𝑛)𝛾(𝑍𝑚∣𝑋𝑛)d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒙𝑛d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑚.

(35)

将式 (2)和 (10)分别代入 (34)和 (35),并对式 (35)

中的 𝒛1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝑚 积分后可得到Ω𝑛,𝑚 如式 (21)所示,

并有

𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚) =

𝜋(∅)e−𝜆𝜐𝑍𝑚

Ω𝑛,𝑚
⋅

∑
1⩽𝑗1 ∕=⋅⋅⋅∕=𝑗𝑛⩽𝑁

∑
𝜃𝑛,𝑚

𝑛∏
𝑡=1

𝑟𝑗𝑡
1− 𝑟𝑗𝑡

𝑓𝑗𝑡(𝒙𝑡)𝐺(𝒛𝜃𝑛,𝑚(𝑡)∣𝒙𝑡).

(36)

根据式 (34)和 (7)所示的OSPA定义, 式 (33)变

为

𝜎2 =

∞∑
𝑚=0

𝑁∑
𝑛=0

𝑁∑
𝑛̂=0

Ω𝑛,𝑚

𝑚!𝑛! max(𝑛̂, 𝑛)

w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳𝑛

𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)⋅

(
min

𝜏∈Πmax(𝑛̂,𝑛)

min(𝑛̂,𝑛)∑
𝑡=1

min(𝑐2, ∥𝒙𝑡 − 𝒙̂𝜏(𝑡)(𝑍𝑚)∥22)+

𝑐2∣𝑛− 𝑛̂∣
)
d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒙𝑛d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒛𝑚. (37)

记

𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚 =w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳𝑛

𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒙𝑛d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑚 (38)

为密度 𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)在空间𝒳𝑛 × 𝒵𝑛̂,𝑚 上的积分值. 将

式 (36)代入 (38), 并对𝒙1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑛 积分后可得𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚

如式 (17)所示.

记

𝜏min =

argmin
𝜏∈Πmax(𝑛̂,𝑛)

{min(𝑛̂,𝑛)∑
𝑡=1

min(𝑐2, ∥𝒙𝑡 − 𝒙̂𝜏(𝑡)(𝑍𝑚)∥22)
}
(39)

为使得

min(𝑛̂,𝑛)∑
𝑡=1

min(𝑐2, ∥𝒙𝑡 − 𝒙̂𝜏(𝑡)(𝑍𝑚)∥22)最小时所

对应的Πmax(𝑛̂,𝑛)中的序列, 则根据式 (38)和 (39), (37)

可写为

𝜎2 =

∞∑
𝑚=0

𝑁∑
𝑛=0

𝑁∑
𝑛̂=0

Ω𝑛,𝑚

𝑚!𝑛! max(𝑛̂, 𝑛)

(min(𝑛̂,𝑛)∑
𝑡=1

min(𝑐2𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚,

w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳𝑛

𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)∥𝒙𝑡−

𝒙̂𝜏min(𝑡)(𝑍𝑚)∥22d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒙𝑛d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑚)+

𝑐2∣𝑛− 𝑛̂∣𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚

)
. (40)

令 𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)表示给定条件𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛 时

(𝒙𝑡, 𝑍𝑚)的联合概率密度, 其可通过对 𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)中

的𝒙1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑡−1,𝒙𝑡+1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑛 积分后获得

𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛) =w
𝒳𝑛−1

𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒙𝑡−1d𝒙𝑡+1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒙𝑛. (41)

将式 (36)代入 (41), 积分后可得 𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈
𝑋𝑛)如 (20)所示.

根据式 (41)可将 (40)中的积分项重新写为w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳𝑛

𝑓(𝑋𝑛, 𝑍𝑚)∥𝒙𝑡−

𝒙̂𝜏min(𝑡)(𝑍𝑚)∥22d𝒙1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒙𝑛d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅d𝒛𝑚 =
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w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳
𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)[(𝑥1,𝑡−

𝑥̂1,𝜏min(𝑡)(𝑍𝑚))2 + ⋅ ⋅ ⋅+
(𝑥𝐿,𝑡 − 𝑥̂𝐿,𝜏min(𝑡)(𝑍𝑚))2]d𝒙𝑡d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒛𝑚. (42)

对密度 𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)应用信息不等式, 可

得 w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳
𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)(𝑥𝑙,𝑡−

𝑥̂𝑙,𝜏min(𝑡)(𝑍𝑚))2d𝒙𝑡d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒛𝑚 ⩾ [𝐽−1
𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚]𝑙,𝑙,

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (43)

其中

[𝐽𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚]𝑖,𝑗 =

−1

𝜔2
𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚

w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳
𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)⋅

∂2 log 𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)

∂𝑥𝑖,𝑡∂𝑥𝑗,𝑡
d𝒙𝑡d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒛𝑚, (44)

𝜔𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚 =w
𝒵𝑛̂,𝑚

w
𝒳
𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)d𝒙𝑡d𝒛1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝒛𝑚. (45)

𝜔𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚 为密度 𝑓(𝒙𝑡, 𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)在空间𝒳𝑛 × 𝒵𝑛̂,𝑚

上的积分值. 将式 (41)代入 (45), 并结合 (38)可得

𝜔𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚 = 𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚. (46)

根据信息不等式, 当且仅当条件概率密度 𝑓(𝒙𝑡,

𝑍𝑚∣𝒙𝑡 ∈ 𝑋𝑛)满足高斯分布时, 式 (43)取 ‘=’号. 最终,

将式 (43)代入 (42)和 (40)即可得 (15). 2
需要说明的是, 定理 1涉及到对 𝜃𝑛,𝑚 包含的所

有可能的关联假设求和, 而该关联假设的数量随𝑛

和𝑚的增长而迅速增多. 因此, 为了降低本文的计

算代价, 通常需要采用一些近似的测量集合划分方

法[13].

3 算算算例例例及及及分分分析析析

算算算例例例 1 假设 2维监控区域𝒜 = [−𝐴/2, 𝐴/2] ×
[−𝐴/2, 𝐴/2]内存在多个目标, 每个目标的状态均可

表示为𝒙 = [𝑥, 𝑦]T, 其中𝑥和 𝑦分别表示𝑋轴和𝑌 轴

的位移. 多目标状态集合为式 (1)所示的多Bernoulli

RFS, 密度参数集合为 {(𝑟𝑡, 𝑓𝑡(⋅))}𝑁𝑡=1, 其中

𝑓𝑡(𝒙𝑡) = 𝒩 (𝒙𝑡;𝒙0,𝑡, 𝑄𝑡), 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (47)

𝒩 (⋅;𝒙0,𝑡, 𝑄𝑡)为高斯分布的概率密度函数, 𝒙0,𝑡 和𝑄𝑡

分别为其均值和协方差矩阵.

单目标单测量似然函数

𝑔(𝒛∣𝒙) = 𝒩 (𝒛;𝒉(𝒙), 𝑅). (48)

其中: 𝒉(⋅)为观测函数, 𝑅为测量噪声协方差矩阵.

假设传感器检测概率和漏检概率为

𝑝𝐷(𝒙𝑡) = 𝑝𝐷, 𝑞(𝒙𝑡) = 𝑞 = 1− 𝑝𝐷,

𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

假设Poisson杂波强度为 𝜐(𝒛) = 𝜆𝒰(𝒛;𝒜), 其中

𝒰(⋅;𝒜)表示监控区域内均匀分布的概率密度函数,

𝒰(⋅;𝒜) = 1/𝐴2.

在本例中, 假定监控范围为𝐴 = 100; 最大可能

目标数为𝑁 = 8; 目标产生概率分别为 𝑟1 = 𝑟2 = 0.8,

𝑟3 = 𝑟4 = 0.6, 𝑟5 = 𝑟6 = 0.4, 𝑟7 = 𝑟8 = 0.2; 状态协方

差矩阵为

𝑄1 = 𝑄2 =

[
49 10

10 49

]
,

𝑄3 = 𝑄4 =

[
36 10

10 36

]
,

𝑄5 = 𝑄6 =

[
25 5

5 25

]
,

𝑄7 = 𝑄8 =

[
16 5

5 16

]
;

传感器观测函数和观测噪声协方差矩阵分别为

𝒉(𝒙) =

[ √
𝑥2 + 𝑦2

arctan
𝑦

𝑥

]
,

𝑅 =

[
25

0.01,

]
;

OSPA距离的截断误差为 𝑐2 = 200.

根据上述场景和参数, 利用定理 1即可获得建议

的多目标 JDE误差界. 需要说明的是: [𝐽𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚]𝑖,𝑗 计

算公式中的求偏导数运算可利用软件Mathematica获

得, 且 [𝐽𝑡,𝑛̂,𝑛,𝑚]𝑖,𝑗 和𝜔𝑛̂,𝑛,𝑚 的计算公式中均包含积分

运算, 没有解析表达式, 需要采用数值积分法求解.

图 1展示了在不同 𝑝𝐷 下建议的多目标 JDE误差

界随𝜆变化的曲线.

50 100 150 200 250 300
0

40

80

120

160

200

λ

pD= 1.0
pD= 0.6
pD= 0.2

!
"
#

图 1 不同 𝑝𝐷下建议的多目标 JDE误差界随𝜆变化曲线

图 1反映了当 𝑝𝐷 一定时, 多目标 JDE误差界是

随𝜆变化的非线性曲线.

1) 对于 𝑝𝐷 = 1, 建议的误差界随𝜆的增大而增

大. 这是由于: 当 𝑝𝐷 = 1时, 目标丢失概率很小, 但由

于杂波和测量噪声的影响, 会产生虚假目标估计和估

计误差; 并且杂波密度越大产生虚假目标估计的可能

性越高, 个数也越多, 从而导致该界随𝜆的增大而增

大.
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2) 对于 𝑝𝐷 = 0.2, 建议的误差界先随𝜆的增大

而减小, 直到𝜆大于约 180时, 其变为随𝜆的增大而

增大. 这是由于: 当 𝑝𝐷 较小时, 目标丢失概率通常很

大, 当𝜆由 50增大到约 180时, 杂波密度的增大反而

会在一定程度上降低目标丢失的可能性, 导致该界

随𝜆的增大而减小; 但当𝜆过大时, 例如本例中𝜆大于

约 180时, 由于杂波而产生的虚假目标估计占据主导

作用, 导致其又随𝜆的增大而增大.

3) 对于 𝑝𝐷 = 0.6, 建议的误差界先随𝜆的增大而

增大, 直到𝜆大于约 170小于约 240时, 其变为随𝜆的

增大而减小, 但到𝜆大于约 240时, 其重新变为随𝜆的

增大而增大. 这是由于: 当 𝑝𝐷 = 0.6左右时, 由于漏

检和杂波的共同作用, 丢失目标和虚假目标存在的可

能性均较大. 已知漏检存在时杂波密度的增大能同时

产生两个相反的作用: 降低目标丢失的可能性以及增

加虚假目标估计和估计误差. 当𝜆由约 170增大到约

240时, 前者占据主导作用, 导致该界随𝜆的增大而减

小; 否则, 后者占据主导作用, 导致该界随𝜆的增大而

增大.

此外, 由图 1还可看出, 对于给定不同的𝜆, 建议

的多目标 JDE误差界并不总是随 𝑝𝐷 而单调减. 对于

较小的𝜆, 该界随 𝑝𝐷 的增大而减小, 但随着𝜆的增大,

较大 𝑝𝐷 所对应的误差界逐渐超越较小 𝑝𝐷 所对应的

误差界. 这是由于: 当𝜆较小时 (如本例中𝜆小于约

130), 相比由杂波引起的虚假目标, 由漏检引起的丢

失目标占主导作用. 此时 𝑝𝐷 越大, 目标丢失误差越

小, 故该界随 𝑝𝐷 单调减. 但随着𝜆的继续增加 (如本

例中𝜆大于约 190), 由虚假目标引起的误差逐渐占据

主导作用, 此时 𝑝𝐷 越大反而会造成虚假目标估计越

多, 最终导致该界变为随 𝑝𝐷 单调增.

算算算例例例 2 本例利用MHT[8], PHD[9]和CPHD[10]3

种常用的多目标 JDE算法对建议的误差界进行验证.

目前该误差界仅关注于静态多目标 JDE问题, 因此在

上述 3种算法中, 令多目标初始参数与算例 1相同, 每

个目标状态的时间演化模型设为

𝒙𝑡,𝑘 = 𝒙𝑡,𝑘−1, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (49)

相应的存活概率设为

𝑝𝑆,𝑘∣𝑘−1(𝒙𝑡,𝑘∣𝒙𝑡,𝑘−1) = 1, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (50)

保持算例 1的仿真场景不变, 图 2给出了建议

的误差界与上述 3种算法稳态误差 (该误差由 500次

Monte Carlo仿真实验获得的平均OSPA距离度量)的

比较结果.

由图 2可以看出:

1) 对于不同的杂波密度和检测概率, MHT, PHD

和CPHD的平均OSPA误差曲线均接近于建议的误
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图 2 MHT, PHD, CPHD的平均OSPA距离与建
议的多目标 JDE误差界随𝜆的变化曲线

差界. 给定检测概率, 杂波密度越大, 或给定杂波密度,

检测概率越低, 3者的稳态误差均超过建议的误差界

越多, 但 3者中的最优值与该界相比, 相对误差均在

约 8%以内.

2) 当检测概率较高, 杂波密度较低时 (例如本例

中的 𝑝𝐷 = 1, 𝜆 ⩽ 100), MHT的性能最优, 其最接近

于建议的误差界, CPHD次之, PHD最差. 这是由于在

此场景下, MHT中的数据关联部分较为容易, 其所

引起的额外误差相对较小. 而 PHD和CPHD本身均

有一定的近似 (例如, PHD假设多目标状态集合为一

个泊松RFS; CPHD假设多目标状态集合为一个聚类

RFS), 且它们的粒子滤波实现中由于聚类还会引入一

定的额外误差, 所不同的是CPHD相比 PHD具有更

加稳定的目标个数估计, 因此它的性能优于后者.

3) 当检测概率较低或杂波密度较高时 (例如

本例中的 𝑝𝐷 = 0.6, 𝜆 ⩽ 200或 𝑝𝐷 = 0.2, 𝜆 ⩽ 50),

CPHD的性能最优, 最接近于建议的误差界, MHT最

差, PHD略优于MHT. 这是由于在此场景下, MHT中

的数据关联部分较为复杂, 导致其错误关联率较高,

性能迅速下降. 而CPHD不需要进行数据关联, 故其
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此时具有较明显的优势. PHD尽管也不需要进行数

据关联, 但是当杂波较密集或检测概率较低时其目

标个数估计的波动较大, 导致相应的OSPA距离高于

CPHD, 略低于MHT.

综上可知, 本文建议的误差界能够正确反映这

3个多目标 JDE算法可能达到的最优性能, 它可作为

衡量该类算法性能的一个有效指标.

4 结结结 论论论

当杂波和漏检同时存在时, 本文在RFS框架下

推导获得了基于OSPA距离的多目标 JDE误差界, 并

通过 2个算例展示了该误差界的应用. 今后的工作主

要集中在以下两点:

1) 结合多目标运动模型进一步研究本文误差界

的递推形式;

2) 将本文结论推广到扩展目标或群目标[14]JDE

问题.
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