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摘 要: 针对一类饱和非线性系统研究抗饱和控制器综合问题.基于线性分式表示技术 (LFR),该类非线性系统可转

化为带有满足扇形区间不等式条件的非线性函数及额外线性分式约束的饱和线性系统.基于二次Lyapunov方程并

利用广义扇形区间不等式条件处理饱和非线性项,提出了基于LMI条件的非线性抗饱和控制器综合方法. 数值仿真

验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: The anti-windup controller synthesis problems are studied for a certain class of nonlinear systems subject

to actuator saturation. Based on the linear-fractional representation(LFR) techniques, the original system is transformed

into a linear system incorporating a sector-bounded nonlinearity and a saturation nonlinearity with an additional linear-

fractional constraint. Based on a quadratic Lyapunov function and with a modified sector condition describing the saturation

nonlinearity, LMI-based conditions for the synthesis of a nonlinear anti-windup controller are presented. A numerical

example illustrates the effectiveness of the proposed approaches.
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0 引引引 言言言

在工程实践中,执行器由于无法传输无限大控制

信号而经常饱和.当执行器饱和时闭环系统的性能会

显著下降甚至整个闭环系统出现不稳,此时需设计抗

饱和补偿器以尽可能地恢复闭环系统的性能.在过去

的几十年里,抗饱和补偿器的设计研究获得了极大的

发展,涌现出大量有效的研究手段和设计方法[1-9]. 然

而这些现有的成果主要针对的是线性系统,针对非线

性系统抗饱和补偿器的设计研究成果相对较少. 一方

面, 线性系统抗饱和补偿器设计相对容易, 并且有成

熟的线性控制理论可以利用; 另一方面, 大部分实际

系统都可以在所关心的平衡点附近线性化. 但是,基

于线性化模型设计的抗饱和补偿器通常只能在较小

的范围内起作用,并且在饱和约束作用下闭环系统通

常很难达到所设计的性能指标.更重要的是, 当对闭

环系统进行稳定性分析时,所估计的闭环系统吸引域

将会更加保守甚至可能导致错误的结果[10].

尽管如此, 利用线性抗饱和研究成果处理非线

性系统的抗饱和控制问题依然是一个重要的研究方

向.在此意义下, 针对具有某种线性特征的非线性系

统 (例如状态依赖系统、二次系统、多项式系统、有理

系统、LPV系统等)的抗饱和技术研究已经取得了较

大的进展[10-17]. 文献 [11]研究了Lur’e型非线性系统

的静态抗饱和控制问题.文献 [13]研究了LPV系统抗

饱和补偿器设计问题.在文献 [10,17]中, Gomes等对

有理系统静态抗饱和问题进行了深入的研究,其成果

主要致力于闭环系统吸引域的非保守估计.基于有理

系统的微分代数方程表示 (DAR)技术,闭环系统吸引
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域的最优估计被转化为LMI条件在给定有界凸集顶

点上的优化问题.文献 [14]针对一类特殊的仿射系统

提出了基于非线性动态逆 (NDI)控制器的动态抗饱

和补偿器设计方法. 文献 [15]研究了二次系统动态抗

饱和控制问题.基于所提出的一种特殊的变换表示技

术,二次系统被转化为状态依赖型LPV系统,并在此

基础上提出了非线性 IMC抗饱和控制策略.值得一提

的是, 针对有理系统DAR静态抗饱和控制技术的不

足,文献 [16]提出了基于LFR的抗饱和补偿器设计方

法,由于在设计抗饱和补偿器过程中无需添加额外约

束,在估计闭环系统吸引域时具有更好的保守性.

本文对有理系统LFR静态抗饱和控制技术进行

了推广[16],使其适用于更一般的非线性系统.采用更

一般形式的广义扇形区间不等式处理饱和函数项[11],

获得了保守性较低的抗饱和补偿器设计方法.当预先

设计好的控制器是线性的时, 提出了增广型静态抗

饱和控制策略以进一步扩大闭环系统稳定区域, 并

通过数值仿真指出增广型抗饱和补偿器设计原则,

即: 对非线性项描述越保守越需要对其进行测量,并

将其用于抗饱和控制器设计以提高闭环系统的性能.

与DAR方法相比, 本文所得LMI条件均是状态独立

的, 从而极大地降低了计算负担, 并且在推导过程中

没有增加任何额外约束,因而本文所提出抗饱和控制

器设计方法能够获得相对较大的吸引域.

1 预预预备备备知知知识识识

引引引理理理 1 [18] 考虑具有饱和度 𝑣0 > 0的死区函

数𝜓(𝑣𝑐) := 𝑣𝑐 − sat(𝑣𝑐) ∈ 𝑹𝑚,并定义如下多面体集:

𝒮(𝑣𝑐, 𝑤) = {𝑣𝑐 ∈ 𝑹𝑚, 𝑤 ∈ 𝑹𝑚 ∣−𝑣0 ⩽ 𝑣𝑐 − 𝑤 ⩽ 𝑣0 },
(1)

若 (𝑣𝑐, 𝑤)是多面体集𝒮(𝑣𝑐, 𝑤)中的任意一点,则对于

任意正定对角矩阵𝑇 ∈ 𝑹𝑚×𝑚, 死区函数𝜓(𝑣𝑐)满足

如下不等式条件:

𝜓(𝑣𝑐)
T𝑇 (𝜓(𝑣𝑐)− 𝑤) ⩽ 0. (2)

不等式条件 (1)和 (2)通常称为广义扇形区间不

等式. 当取𝑤 = 𝑣𝑐时, 多面体集𝒮(𝑣𝑐, 𝑤) = 𝑹𝑚即为

整个𝑚维空间,此时不等式 (2)即为传统的扇形区间

不等式[19]. 与传统扇形区间不等式相比,基于广义扇

形区间不等式所获得的LMI稳定性条件适用于开环

不稳定系统.本文将利用广义扇形区间不等式处理非

线性系统中的饱和函数项.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下非线性系统:⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝑓(𝑥)𝑥+ 𝛼(𝑥)𝜑(𝑧) + 𝑔(𝑥)sat(𝑣𝑐(𝑡)),

𝑦 = ℎ(𝑥)𝑥+ 𝛽(𝑥)𝜑(𝑧) + 𝑘(𝑥)sat(𝑣𝑐(𝑡)),

𝑧 = 𝐶𝑧𝑥.

(3)

其中: 𝑥 ∈ ℬ𝑝 ⊆ 𝑹𝑛, 𝑣𝑐(𝑡) ∈ 𝑹𝑚, 𝑦 ∈ 𝑹𝑞, 𝑧 ∈ 𝑹𝑙分

别为系统的状态、控制输入、系统输出和非线性向量

函数𝜑(𝑧) : 𝑹𝑙 → 𝑹𝑙的输入; sat(𝑣𝑐)𝑖 = sat(𝑣𝑐𝑖) : =

sign(𝑣𝑐𝑖)min(𝑣0𝑖, ∣𝑣𝑐𝑖∣)为饱和函数, 其饱和度表示为

𝑣0 > 0. 假设非线性向量函数𝜑(𝑧)是Lipshcitz的, 并

满足如下 sector-bounded条件:

𝜑(𝑧)
T
𝑇2(𝜑(𝑧)− Ω𝑧) ⩽ 0, ∀𝑧 ∈ 𝒮2 ⊆ 𝑹𝑙. (4)

其中: 矩阵Ω是已知的正定矩阵; 矩阵𝑇2 ∈ 𝑹𝑙×𝑙为

任意的正定对角矩阵. 假设向量函数 𝑓(𝑥) : 𝑹𝑛 →
𝑹𝑛×𝑛, 𝛼(𝑥) : 𝑹𝑛 → 𝑹𝑛×𝑙, 𝑔(𝑥) : 𝑹𝑛 → 𝑹𝑛×𝑚, ℎ(𝑥) :

𝑹𝑛 → 𝑹𝑞×𝑛, 𝛽(𝑥) : 𝑹𝑛 → 𝑹𝑞×𝑙, 𝑘(𝑥) : 𝑹𝑛 → 𝑹𝑞×𝑚

均为关于𝑥的有理函数,且在原点非奇异并使得对于

所有的𝑥 ∈ ℬ𝑝系统状态方程存在唯一解.

考虑如下非线性静态抗饱和控制器:⎧⎨⎩
𝑥̇𝑐(𝑡) = 𝑓𝑐(𝑥𝑐(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜑𝑐(𝑧𝑐)) + 𝐸𝑎𝜓(𝑣𝑐(𝑡)),

𝑣𝑐(𝑡) = ℎ𝑐(𝑥𝑐(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜑𝑐(𝑧𝑐)),

𝑧𝑐(𝑡) = 𝐶𝑐𝑧𝜉(𝑡).

(5)

其中: 𝜉 = [𝑥T 𝑥𝑐
T]T, 𝑥𝑐 ∈ ℬ𝑐 ⊆ 𝑹𝑛𝑐为控制器的状

态; 𝜓(𝑣𝑐)为引理 1中定义的死区函数; 𝐸𝑎𝜓(𝑣𝑐)对应

于静态抗饱和项.当执行器发生饱和时, 𝐸𝑎𝜓(𝑣𝑐) ∕= 0,

抗饱和项开始运作以尽可能地恢复闭环系统的性

能.与函数𝜑(𝑧)一样,非线性向量函数𝜑𝑐(𝑧𝑐) : 𝑹
𝑙𝑐 →

𝑹𝑙𝑐 (简记为𝜑𝑐)同样也是Lipschitz的, 并且满足如下

sector-bounded条件:

𝜑T
𝑐 𝑇3(𝜑𝑐 − Ω𝑐𝑧𝑐) ⩽ 0, ∀𝑧𝑐 ∈ 𝒮3 ⊆ 𝑹𝑙𝑐 . (6)

其中: Ω𝑐为可预先确定的正定矩阵; 𝑇3 ∈ 𝑹𝑙𝑐×𝑙𝑐为

任意的正定对角矩阵. 非线性向量函数 𝑓𝑐(⋅) : 𝑹𝑛𝑐 ×
𝑹𝑞 ×𝑹𝑙𝑐 → 𝑹𝑛𝑐 , ℎ𝑐(⋅) : 𝑹𝑛𝑐 ×𝑹𝑞 ×𝑹𝑙𝑐 → 𝑹𝑚应能

够确保对于所有的 (𝑥, 𝑥𝑐) ∈ ℬ𝑝 × ℬ𝑐,闭环系统 (3)和

(5)存在唯一解. 考虑到非线性向量函数 𝑓(𝑥),𝛼(𝑥),

𝑔(𝑥),ℎ(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝑘(𝑥)均为有理函数,根据有理函数矩

阵的LFR技术[16,20](即任何在原点非奇异的有理函数

矩阵都具有下线性分式表示形式),可将系统 (3)转化

为⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝜋𝜋 +𝐵𝜑𝜑(𝑧) +𝐵𝑢sat(𝑣𝑐),

𝜂 = 𝐶𝜂𝑥+𝐷𝜂𝜋𝜋 +𝐷𝜂𝜑𝜑(𝑧) +𝐷𝜂𝑢sat(𝑣𝑐),

𝑦 = 𝐶𝑦𝑥+𝐷𝑦𝜋𝜋 +𝐷𝑦𝜑𝜑(𝑧) +𝐷𝑦𝑢sat(𝑣𝑐),

𝑧 = 𝐶𝑧𝑧.

(7)

其中 [
𝑓(𝑥) 𝛼(𝑥) 𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥) 𝛽(𝑥) 𝑘(𝑥)

]
=[

𝐴 𝐵𝜑 𝐵𝑢

𝐶𝑦 𝐷𝑦𝜑 𝐷𝑦𝑢

]
+

[
𝐵𝑢

𝐷𝑦𝜋

]
Δ1(𝑥)[𝐼𝑁−

𝐷𝜂𝑢Δ1(𝑥)]
−1[ 𝐶𝜂 𝐷𝜂𝜑 𝐷𝜂𝑢 ];
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𝜋 = Δ1(𝑥)𝜂, Δ1(𝑥) = diag(𝑥1𝐼𝑟1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛𝐼𝑟𝑛); 𝑁 =

𝑟1 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑟𝑛;系统矩阵𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝐵𝜋 ∈ 𝑹𝑛×𝑁 ,

𝐵𝜑∈𝑹𝑛×𝑙, 𝐵𝑢 ∈ 𝑹𝑛×𝑚, 𝐶𝜂 ∈ 𝑹𝑁×𝑛, 𝐷𝜂𝜋 ∈ 𝑹𝑁×𝑁 ,

𝐷𝜂𝜑 ∈ 𝑹𝑁×𝑙, 𝐷𝜂𝑢 ∈ 𝑹𝑁×𝑚, 𝐶𝑦 ∈ 𝑹𝑞×𝑛, 𝐷𝑦𝜋 ∈
𝑹𝑞×𝑁 , 𝐷𝑦𝜑 ∈ 𝑹𝑞×𝑙, 𝐷𝑦𝑢 ∈ 𝑹𝑞×𝑚, 𝐶𝑧 ∈ 𝑹𝑙×𝑛均为

常数矩阵.

本文假设:

1) 𝐷𝑦𝑢 = 0 (为了简化推导过程);

2) 非线性静态抗饱和控制器 (5)可转化为如下

LFR形式:⎧⎨⎩

𝑥̇𝑐 = 𝐴𝑐𝑥𝑐 +𝐵𝑐𝑢𝑦 +𝐵𝑐𝑝𝑝+𝐵𝑐𝜑𝜑𝑐 + 𝐸𝑎𝜓(𝑣𝑐),

𝑞 = 𝐶𝑞𝑥𝑐 +𝐷𝑞𝑢𝑦 +𝐷𝑞𝑝𝑝+𝐷𝑞𝜑𝜑𝑐,

𝑣𝑐 = 𝐶𝑐𝑥𝑐 +𝐷𝑐𝑢𝑦 +𝐷𝑐𝑝𝑝+𝐷𝑐𝜑𝜑𝑐,

𝑧𝑐 = 𝐶𝑐𝑧𝜉 = [𝐶𝑐𝑧1 𝐶𝑐𝑧2]𝜉.

(8)

其中

𝑝(𝑥, 𝑥𝑐) = Δ2(𝑥, 𝑥𝑐)𝑞(𝑥, 𝑥𝑐), 𝐴𝑐 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑛𝑐 ,

𝐵𝑐𝑢 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑞, 𝐵𝑐𝑝 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑁𝑐 , 𝐵𝑐𝜑 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑙𝑐 ,

𝐸𝑎 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑚, 𝐶𝑞 ∈ 𝑹𝑁𝑐×𝑛𝑐 , 𝐷𝑞𝑝 ∈ 𝑹𝑁𝑐×𝑁𝑐 ,

𝐷𝑞𝑢 ∈ 𝑹𝑁𝑐×𝑞, 𝐷𝑞𝜑 ∈ 𝑹𝑁𝑐×𝑙𝑐 , 𝐶𝑐 ∈ 𝑹𝑚×𝑛𝑐 ,

𝐷𝑐𝑢 ∈ 𝑹𝑚×𝑞, 𝐷𝑐𝑝 ∈ 𝑹𝑚×𝑁𝑐 , 𝐷𝑐𝜑 ∈ 𝑹𝑚×𝑙𝑐 ;

Δ21(𝑥) = diag(𝑥1𝐼𝑙1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛𝐼𝑙𝑛),
Δ22(𝑥𝑐) = diag(𝑥𝑐1𝐼𝑓1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑐𝑛𝑐𝐼𝑓𝑛𝑐

),

Δ2(𝑥, 𝑥𝑐) = diag(Δ21(𝑥),Δ22(𝑥𝑐));

𝑁𝑐1 = 𝑙1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑙𝑛, 𝑁𝑐2 = 𝑓1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑓𝑛𝑐 ,

𝑁𝑐 = 𝑁𝑐1 +𝑁𝑐2.

通过有理矩阵函数的LFR技术[19], 非线性系统

(3)可转化为带有一个额外非线性回路的Lur’e系统.

事实上,若非线性向量函数 𝑓(𝑥),𝛼(𝑥),𝑔(𝑥),ℎ(𝑥),𝛽(𝑥),

𝑘(𝑥)均为常系数矩阵, 则非线性系统 (3)即为传统意

义上的Lur’e系统,对于该系统的抗饱和问题的研究,

可参考文献 [11]. 因而, 可将本文所研究的非线性系

统视为更一般的Lur’e系统,从而可将更广一类饱和

非线性系统的抗饱和控制问题纳入本文所提出的

LMI框架下.

正如文献 [21]所述, 通过有理系统的LFR可获

得其DAR形式. 事实上,只需定义状态依赖型矩阵

Π1 = Δ1(𝑥)𝐶𝜂, Π2 = Δ1(𝑥)𝐷𝜂𝜋 − 𝐼𝑁 ,

Π3 = Δ1(𝑥)𝐷𝜂𝜑, Π4 = Δ1(𝑥)𝐷𝜂𝑢,

便可将系统 (7)转化为DAR形式 (对应地, 可以将静

态抗饱和控制系统 (8)转化为相应的DAR形式).此

时, 由于系数矩阵Π1,Π2,Π3,Π4是状态依赖的, 所获

得的LMI条件必然也是状态依赖的.从而,当受控系

统 (3)的维数增加时, 求解静态抗饱和问题所需计算

量将指数性增加.文献 [10]研究了基于DAR的有理

系统静态抗饱和问题. 不难看出, 同样可以将基于

DAR的抗饱和控制技术进行推广以使其适用于本文

所研究的非线性系统.然而, 与有理系统[10,16]情况相

似, 为了获得LMI条件不得不对椭球域 ℰ(𝑃 )增加额
外的约束,这势必会增加闭环系统吸引域估计的保守

性.另外,可将非线性系统 (3)看作如下形式的LPV系

统: ⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝑓(𝜃)𝑥+ 𝛼(𝜃)𝜑(𝑧) + 𝑔(𝜃)sat(𝑣𝑐(𝑡)),

𝑦 = ℎ(𝜃)𝑥+ 𝛽(𝜃)𝜑(𝑧) + 𝑘(𝜃)sat(𝑣𝑐(𝑡)),

𝑧 = 𝐶𝑧𝑥,

其中 𝜃在某一凸集Θ上取值. 这样可将非线性系统

(3)的静态抗饱和问题纳入LPV系统的抗饱和控制

框架下[13]. 此时,由于时变参数 𝜃完全独立于系统状

态𝑥,所估计的闭环系统吸引域势必较为保守.以上所

述的两点可从下文的仿真结果中获得证明.

本文主要研究非线性系统 (3)的静态抗饱和控制

器设计问题,即构造静态抗饱和控制器 (8)以及一个

尽可能大的椭球域 ℰ(𝑃 ),使得选择 ℰ(𝑃 )中的任意一
点作为初始状态,闭环系统轨线都将渐近稳定到原点.

3 主主主要要要结结结果果果

本节将提出基于LMI条件的非线性静态抗饱和

控制器设计方法.

首先,定义如下系统矩阵:

𝐴 =

[
𝐴+𝐵𝑢𝐷𝑐𝑢𝐶𝑦 𝐵𝑢𝐶𝑐

𝐵𝑐𝑢𝐶𝑦 𝐴𝑐

]
, 𝐵̃𝜑𝑐

=

[
𝐵𝑢𝐷𝑐𝜑

𝐵𝑐𝜑

]
,

𝐵̃𝜋 =

[
𝐵𝜋 +𝐵𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋 𝐵𝑢𝐷𝑐𝑝

𝐵𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋 𝐵𝑝

]
, 𝐵̃𝑢 =

[
−𝐵𝑢

0

]
,

𝐵̃𝜑 =

[
𝐵𝜑 +𝐵𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

𝐵𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

]
, 𝐷̃𝜂𝜑𝑐 =

[
𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝜑

𝐷𝑞𝜑

]
,

𝐶𝜂 =

[
𝐶𝜂 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐶𝑦 𝐷𝜂𝑢𝐶𝑐

𝐷𝑞𝑢𝐶𝑦 𝐶𝑞

]
, 𝐷̃𝜂𝑢 =

[
−𝐷𝜂𝑢

0

]
,

𝐷̃𝜂𝜋 =

[
𝐷𝜂𝜋 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋 𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑝

𝐷𝑞𝑢𝐷𝑦𝜋 𝐷𝑞𝑝

]
,

𝐷̃𝜂𝜑 =

[
𝐷𝜂𝜑 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

𝐷𝑞𝑢𝐷𝑦𝜑

]
, 𝐼 =

[
0

𝐼

]
,

𝐶𝑐 = [ 𝐷𝑐𝑢𝐶𝑦 𝐶𝑐 ], 𝐷̃𝑐𝜋 = [ 𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋 𝐷𝑐𝑝 ],

𝐷̃𝑐𝜑 = 𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑, 𝐶𝑧 = [𝐶𝑧 0], 𝐷̃𝑐𝜑𝑐 = 𝐷𝑐𝜑.

闭环系统 (7), (8)可由如下状态方程表示:
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𝜉 = 𝐴𝜉 + 𝐵̃𝜋𝜋̃ + 𝐵̃𝜑𝜑+ 𝐵̃𝜑𝑐𝜑𝑐 + 𝐵̂𝑢𝜓(𝑣𝑐),

𝜂 = 𝐶𝜂𝜉 + 𝐷̃𝜂𝜋𝜋̃ + 𝐷̃𝜂𝜑𝜑+ 𝐷̃𝜂𝜑𝑐
𝜑𝑐 + 𝐷̃𝜂𝑢𝜓,

𝑧 = 𝐶𝑧𝜉,

𝑧𝑐 = 𝐶𝑐𝑧𝜉.

(9)

其中

Δ̄1(𝑥) = diag(Δ1(𝑥),Δ21(𝑥)),

Δ̃(𝑥, 𝑥𝑐) = diag(Δ̄1(𝑥),Δ22(𝑥𝑐)),

𝜋̃ = Δ̃𝜂, 𝐵̂𝑢 = (𝐵̃𝑢 + 𝐼𝐸𝑎),

且

𝑣𝑐 = 𝐶𝑐𝜉 + 𝐷̃𝑐𝜋𝜋̃ + 𝐷̃𝑐𝜑𝜑(𝑧) + 𝐷̃𝑐𝜑𝑐𝜑𝑐(𝑧𝑐). (10)

一般情况下, 状态方程 (9)不一定是适定的, 其

适定性可通过选择适当的LFR来实现. 因而假设

在区域ℬ𝜎 = {𝜉∣ ∣𝑥𝑖∣ ⩽ 𝜀−1
𝑖 , ∣𝑥𝑐𝑗 ∣ ⩽ 𝜀−1

𝑛+𝑗}内, 状

态方程 (9)是适定的 (即对于所有 𝜉 ∈ ℬ𝜎, det(𝐼 −
𝐷̃𝜂𝜋Δ̃(𝑥, 𝑥𝑐)) ∕= 0总成立), 其中, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛为出
现在 Δ̃(𝑥, 𝑥𝑐)中非线性系统 (3)状态𝑥𝑖的下标; 𝑗 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑐为出现在 Δ̃(𝑥, 𝑥𝑐)中静态抗饱和控制器 (8)

状态𝑥𝑐𝑗的下标.容易证明, 在区域ℬ𝜎中有下列不等

式成立:

𝜂T𝑆𝜂 − 𝜋̃T𝛿𝑆𝜋̃ ⩾ 0. (11)

其中

𝛿 =diag(𝜀21𝐼𝑟1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀2𝑛𝐼𝑟𝑛 , 𝜀21𝐼𝑙1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀2𝑛𝐼𝑙𝑛 ,
𝜀2𝑛+1𝐼𝑓1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀2𝑛+𝑛𝑐

𝐼𝑓𝑛𝑐
) =

diag(𝛿1𝐼𝑟1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑛𝐼𝑟𝑛 , 𝛿1𝐼𝑙1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑛𝐼𝑙𝑛 ,
𝛿𝑛+1𝐼𝑓1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑛+𝑛𝑐𝐼𝑓𝑛𝑐

),

且分块对角矩阵𝑆与矩阵 Δ̃(𝑥, 𝑥𝑐)可交换.

考虑矩阵变量𝐻 ∈ 𝑹𝑚×(𝑛+𝑛𝑐), 𝐾 ∈ 𝑹𝑚×𝑙,

𝐾𝑐 ∈ 𝑹𝑚×𝑙𝑐 ,并定义如下多面体集:

𝒮1 = {𝜉∣∣(𝐶𝑐 −𝐻)𝑖𝜉 + (𝐷̃𝑐𝜑 −𝐾)𝑖𝜑+

(𝐷̃𝑐𝜑𝑐 −𝐾𝑐)𝑖𝜑𝑐∣ ⩽ 𝑣0𝑖}. (12)

根据引理 1, 死区函数𝜓(𝑣𝑐)满足如下更具一般形式

的扇形区间不等式条件:

𝜓(𝑣𝑐)
T𝑇1(𝜓(𝑣𝑐)−𝐻𝜉 − 𝐷̃𝑐𝜋𝜋̃ −𝐾𝜑−𝐾𝑐𝜑𝑐) ⩽ 0,

(13)

其中𝑇1 ∈ 𝑹𝑚×𝑚为任意正定对角矩阵. 考虑非线性

向量函数𝜑(𝑧)及𝜑𝑐(𝑧𝑐)满足局部 sector-bounded条件

的情况,分别定义区域

𝒮2 = {𝜉∣∣(𝐶𝑧𝜉)𝑖∣ ⩽ 𝜅𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙},
𝒮3 = {𝜉∣∣(𝐶𝑐𝑧𝜉)𝑖∣ ⩽ 𝜅𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑐}.
基于以上讨论与假设,给出如下定理用以构造静

态抗饱和增益矩阵𝐸𝑎.

定定定理理理 1 考虑非线性系统 (3)及其静态抗饱和

控制器 (5). 对于给定的正定对角矩阵 𝛿, 如果存在 1

个对称正定矩阵𝑊 ∈ 𝑹(𝑛+𝑛𝑐)×(𝑛+𝑛𝑐), 3个正定对角

矩阵𝑆1 ∈ 𝑹𝑚×𝑚, 𝑆2 ∈ ℜ𝑙×𝑙, 𝑆3 ∈ 𝑹𝑙𝑐×𝑙𝑐 , 1个分块

正定对角矩阵𝒩 ∈ 𝑹(𝑁+𝑁𝑐)×(𝑁+𝑁𝑐) (与矩阵 Δ̃(𝑥,

𝑥𝑐)可交换)以及矩阵𝑌 ∈ 𝑹𝑚×(𝑛+𝑛𝑐), 𝐹 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑚,

𝐺 ∈ 𝑹𝑚×𝑙, 𝐺𝑐 ∈ 𝑹𝑚×𝑙𝑐使得矩阵不等式 (14)∼ (18)

成立,则以椭球 ℰ(𝑃 )中任意点为初始状态,闭环系统

(9), (10)的轨线都将渐近稳定到原点. 在矩阵不等式

(14)∼ (18)中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙; 𝑡 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑐; 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 + 𝑛𝑐为出现在 Δ̃(𝑥, 𝑥𝑐)中的

𝜉𝑗的下标; 𝜏𝑗为单位矩阵 𝐼𝑛+𝑛𝑐的第 𝑗行行向量; Ω0

= 𝐻𝑒{𝐴𝑊}, Ω1 = 𝐵̃𝜑𝑆2 + 𝑊𝐶T
𝑧 Ω , Ω2 = 𝐵̃𝜑𝑐𝑆3 +

𝑊𝐶T
𝑐𝑧Ω𝑐, Ω3 = 𝐵̃𝑢𝑆1 + 𝐼𝐹 + 𝑌 T, Ω4 = 𝐶𝑐𝑊 − 𝑌 , Ω5

= 𝐷̃𝑐𝜑𝑆2 −𝐺, Ω6 = 𝐷̃𝑐𝜑𝑐𝑆3 −𝐺𝑐.⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ω0 𝐵̃𝜋𝒩 Ω1 Ω2 Ω3 𝑊𝐶T
𝜂

★ −𝛿𝒩 0 0 𝒩 𝐷̃T
𝑐𝜋 𝒩 𝐷̃T

𝜂𝜋

★ ★ −2𝑆2 0 𝐺T 𝑆2𝐷̃
T
𝜂𝜑

★ ★ ★ −2𝑆3 𝐺T
𝑐 𝑆3𝐷̃

T
𝜂𝜑𝑐

★ ★ ★ ★ −2𝑆1 𝑆1𝐷̃
T
𝜂𝑢

★ ★ ★ ★ ★ −𝒩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0,

(14)⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊 ★ ★ ★

−Ω𝐶𝑧𝑊 2𝑆2 ★ ★

−Ω𝑐𝐶𝑐𝑧𝑊 0 2𝑆3 ★

Ω4𝑖 Ω5𝑖 Ω6𝑖 𝑣20𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ > 0, (15)

[
𝑊 ★

𝛿𝑗𝜏𝑗𝑊 𝛿𝑗

]
> 0, (16)[

𝑊 ★

𝐶𝑧𝑘𝑊 𝜅2𝑘

]
> 0, (17)[

𝑊 ★

𝐶𝑐𝑧𝑡𝑊 𝜅2𝑐𝑡

]
> 0. (18)

证证证明明明 定义Lyapunov函数𝑉 (𝑡) = 𝜉T𝑃𝜉及新的

矩阵变量𝑊 = 𝑃−1, 𝑆1 = 𝑇−1
1 , 𝑆2 = 𝑇−1

2 , 𝑆3 = 𝑇−1
3 ,

𝒩 = 𝑆−1, 𝑌 = 𝐻𝑊 , 𝐹 = 𝐸𝑎𝑆1, 𝐺 = 𝐾𝑆2, 𝐺𝑐 =

𝐾𝑐𝑆3. 容易看出,不等式 (16)∼ (18)确保了 ℰ(𝑃 )⊆ℬ𝜎∩𝒮2

∩𝒮3. 因而, 在椭球域 ℰ(𝑃 )中, 闭环系统 (9)和

(10)是适定的, 并且不等式 (4), (6), (11)成立.为了处

理执行器中的饱和非线性环节,需确保 ℰ(𝑃 ) ⊆ 𝒮1,这

等价于确保如下不等式成立:

𝜉T𝑃𝜉 − ∣(𝐶𝑐 −𝐻)𝑖𝜉 + (𝐷̃𝑐𝜑 −𝐾)𝑖𝜑+

(𝐷̃𝑐𝜑𝑐 −𝐾𝑐)𝑖𝜑𝑐∣2/𝑣20𝑖 > 0. (19)

根据 S-procedure,为使式 (19)成立需确保下式成立:

𝜉T𝑃𝜉 − ∣(𝐶𝑐 −𝐻)𝑖𝜉 + (𝐷̃𝑐𝜑 −𝐾)𝑖𝜑+

(𝐷̃𝑐𝜑𝑐
−𝐾𝑐)𝑖𝜑𝑐∣2/𝑣20𝑖 + 2𝜑T𝑇2(𝜑− Ω𝑧)+
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2𝜑𝑐(𝑧𝑐)
T𝑇3(𝜑𝑐 − Ω𝑐𝑧𝑐) > 0. (20)

根据Schur补引理,式 (20)等价于⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃 ★ ★ ★

−𝑇2Ω𝐶𝑧 2𝑇2 ★ ★

−𝑇3Ω𝑐𝐶𝑐𝑧 0 2𝑇3 ★

(𝐶𝑐 −𝐻)𝑖 (𝐷̃𝑐𝜑 −𝐾)𝑖 (𝐷̃𝑐𝜑𝑐 −𝐾𝑐)𝑖 𝑣20𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ > 0.

(21)

将式 (21)左右两边分别乘以分块正定对角矩阵

diag(𝑊,𝑆2, 𝑆3, 1),即可获得LMI条件 (15). 基于以上

讨论,在椭球域 ℰ(𝑃 )中, LMI条件 (13)成立. 因此,根

据S-procedure, 当Lyapunov函数𝑉 (𝑡)沿着闭环系统

轨线的时间导数满足

𝑉̇ + 𝜂T𝑆𝜂 − 𝜋̃T𝛿𝑆𝜋̃ − 2𝜑(𝑧)T𝑇2(𝜑(𝑧)− Ω𝑧)−
2𝜑T

𝑐 𝑇3(𝜑𝑐 − Ω𝑐𝑧𝑐)−2𝜓(𝑣𝑐)
T𝑇1(𝜓(𝑣𝑐)−

𝐻𝜉 − 𝐷̃𝑐𝜋𝜋̃ −𝐾𝜑(𝑧)−𝐾𝑐𝜑𝑐(𝑧𝑐)) < 0 (22)

时,有 𝑉̇ < 0. 根据Schur补引理,不等式 (22)等价于⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Υ0 𝑃𝐵̃𝜋 Υ1 Υ2 Υ3 𝐶T
𝜂 𝑆

★ −𝛿𝑆 0 0 𝐷̃T
𝑐𝜋𝑇1 𝐷̃T

𝜂𝜋𝑆

★ ★ −2𝑇2 0 𝐾T𝑇1 𝐷̃T
𝜂𝜑𝑆

★ ★ ★ −2𝑇3 𝐾T
𝑐 𝑇1 𝐷̃T

𝜂𝜑𝑐
𝑆

★ ★ ★ ★ −2𝑇1 𝐷̃T
𝜂𝑢𝑆

★ ★ ★ ★ ★ −𝑆

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0.

(23)

其中

Υ0 = 𝐻𝑒{𝑃𝐴}, Υ1 = 𝑃𝐵̃𝜑 + 𝐶T
𝑧 Ω𝑇2,

Υ2 = 𝑃𝐵̃𝜑𝑐 + 𝐶T
𝑐𝑧Ω𝑐𝑇3,

Υ3 = 𝑃𝐵̃𝑢 + 𝑃𝐼𝐸𝑎 +𝐻T𝑇1.

将不等式 (23)左右两边分别乘以分块正定对角矩阵

diag(𝑊,𝒩 , 𝑆2, 𝑆3, 𝑆1,𝒩 ),即可获得LMI条件 (14). 2
注注注 1 求解定理 1中的LMI条件之后, 可构造

静态抗饱和增益𝐸𝑎 = 𝐹𝑆−1
1 .

注注注 2 定理 1中的稳定性条件适用于非线性项

𝜑(𝑧)或者𝜑𝑐(𝑧𝑐)全局满足扇形区间不等式条件 (4)和

(6)的情形. 此时,只需将不等式 (17)或者 (18)删去即

可.

注注注 3 当𝜑(𝑧) = 𝜑𝑐(𝑧𝑐)时, 为了利用定理 1设

计静态抗饱和控制器,需对所得LMI条件及系统矩阵

作适当修改: 删去不等式条件 (18); 删去不等式条件

(14)中的第 4行和第 4列; 删去不等式条件 (15)中的

第 3行和第 3列; 用如下系统矩阵代替相应的原系统

矩阵:

𝐵̃𝜑 =

[
𝐵𝜑 +𝐵𝑢𝐷𝑐𝜑 +𝐵𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

𝐵𝑐𝜑 +𝐵𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

]
,

𝐷̃𝜂𝜑 =

[
𝐷𝜂𝜑 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝜑 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

𝐷𝑞𝜑 +𝐷𝑞𝑢𝐷𝑦𝜑

]
,

𝐷̃𝑐𝜑 = 𝐷𝑐𝜑 +𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑.

注注注 4 由于非线性系统的复杂属性,利用线性系

统稳定性分析工具 (如LMI)处理非线性系统稳定性

问题必然造成保守性.对于本文所讨论的问题,保守

性主要来自两个方面: 1)饱和非线性系统 (3)的LFR

是非唯一的,选择不同的LFR会获得不同的吸引域估

计值,其结果的保守性各不相同.传统上,减小由于非

唯一性带来的保守性的方法是在不等式 (22)左端额

外增加一项 𝜂𝑇𝐺𝜋̃ (其中, 𝐺是任意斜对称矩阵),以增

加所得LMI条件的自由度进而减小保守性[20]. 然而,

这种方法将破坏所得稳定性条件的凸性 (所得条件

为BMI). 2) 传统扇形区间不等式条件 (4), (6)无法反

映出非线性向量函数𝜑(𝑧)和𝜑𝑐(𝑧𝑐)的特有属性,相反

地,其所描述的是很广泛的一类非线性函数的共有属

性,因而所获得的稳定性条件对很大一类非线性系统

均有效. 这两类保守源本质上均由非唯一性产生. 为

了减小这类保守性, 可采用测量补偿法, 即对保守非

线性项进行测量,并将测量信号引入控制系统中从而

达到减小保守性的目的. 本文提出如下增广型抗饱和

控制器:{
𝑥̇𝑐 = 𝐴𝑐𝑥𝑐 +𝐵𝑐𝑢𝑦 +𝐵𝑐𝑝𝜋 +𝐵𝑐𝜑𝜑+ 𝐸𝑎𝜓,

𝑣𝑐 = 𝐶𝑐𝑥𝑐 +𝐷𝑐𝑢𝑦 +𝐷𝑐𝑝𝜋 +𝐷𝑐𝜑𝜑,
(24)

其中𝐵𝑐𝑝, 𝐵𝑐𝜑, 𝐷𝑐𝑝, 𝐷𝑐𝜑, 𝐸𝑎均为待定的矩阵变量. 与

传统的静态抗饱和控制器相比,增广型静态抗饱和控

制器具有更多的优化变量, 因而可以预见,增广型抗

饱和控制器能够获得保守性较小的优化结果.

定定定理理理 2 考虑非线性系统 (3)以及静态抗饱和

控制器 (24). 对于给定的正定对角矩阵 𝛿, 如果存在

1个正定矩阵𝑊 ∈ 𝑹(𝑛+𝑛𝑐)×(𝑛+𝑛𝑐), 2个正定对角矩

阵𝑆1 ∈ 𝑹𝑚×𝑚, 𝑆2 ∈ 𝑹𝑙×𝑙, 1个分块正定对角矩阵

𝒩 ∈ 𝑹𝑁×𝑁 (与矩阵Δ1(𝑥)可交换), 以及矩阵𝑌 ∈
𝑹𝑚×(𝑛+𝑛𝑐), 𝐹 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑚, 𝐺 ∈ 𝑹𝑚×𝑙, 𝐵1 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑁 ,

𝐵2 ∈ 𝑹𝑛𝑐×𝑙, 𝐷1 ∈ 𝑹𝑚×𝑁 , 𝐷2 ∈ 𝑹𝑚×𝑙, 使得以下不

等式成立:⎡⎢⎣ 𝑊 ★ ★

−Ω𝐶𝑧𝑊 2𝑆2 ★

(𝐶𝑐𝑊 − 𝑌 )𝑖 (𝐷2 + 𝐷̃𝑐𝜑𝑆2 −𝐺)𝑖 𝑣20𝑖

⎤⎥⎦ > 0, (25)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ω0 Υ4 Υ5 Ω3 𝑊𝐶T
𝜂

★ −𝛿𝒩 0 𝐷T
1 +𝒩 𝐷̃T

𝑐𝜋 ΥT
6

★ ★ −2𝑆2 𝐺T ΥT
7

★ ★ ★ −2𝑆1 𝑆1𝐷̃
T
𝜂𝑢

★ ★ ★ ★ −𝒩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0,

(26)
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𝑊 ★

𝛿𝑗𝜏𝑗𝑊 𝛿𝑗

]
> 0, (27)[

𝑊 ★

𝐶𝑧𝑘𝑊 𝜅2𝑘

]
> 0, (28)

则以椭球 ℰ(𝑃 )中任意点为初始状态, 闭环系统 (7)

和 (24)的轨线都将渐近稳定到原点. 其中: 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙; 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛为出现在矩阵

Δ1(𝑥)中非线性系统 (3)的状态的下标; 𝜏𝑗为单位矩

阵 𝐼𝑛+𝑛𝑐
第 𝑗行的行向量;而

Υ4 = 𝐵̃𝜋𝒩 − 𝐵̃𝑢𝐷1 + 𝐼𝐵1,

Υ5 = 𝐵̃𝜑𝑆2 − 𝐵̃𝑢𝐷2 + 𝐼𝐵2 +𝑊𝐶T
𝑧 Ω ,

Υ6 = 𝐷̃𝜂𝜋𝒩 +𝐷𝜂𝑢𝐷1,

Υ7 = 𝐷̃𝜂𝜑𝑆2 +𝐷𝜂𝑢𝐷2,

且

𝐵̃𝜋 =

[
𝐵𝜋 +𝐵𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋

𝐵𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋

]
,

𝐵̃𝜑 =

[
𝐵𝜑 +𝐵𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

𝐵𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑

]
,

𝐶𝜂 = [ 𝐶𝜂 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐶𝑦 0 ],

𝐷̃𝑐𝜑 = 𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑,

𝐷̃𝑐𝜋 = 𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋,

𝐷̃𝜂𝜑 = 𝐷𝜂𝜑 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜑,

𝐷̃𝜂𝑢 = −𝐷𝜂𝑢,

𝐷̃𝜂𝜋 = 𝐷𝜂𝜋 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐷𝑦𝜋. (29)

证证证明明明 沿着定理 1的证明过程,很容易证明定理

2.考虑到𝜑(𝑧) = 𝜑𝑐(𝑧𝑐),根据注 3,首先将不等式 (18),

不等式 (14)的第 4行和第 4列以及不等式 (15)的第

3行和第 3列删除. 以式 (29)中的常数矩阵替代原系

统中的矩阵 𝐵̃𝜋, 𝐵̃𝜑, 𝐷̃𝜂𝜋, 𝐷̃𝜂𝜑, 𝐷̃𝑐𝜑,得

𝐵̃𝜋 → 𝐵̃𝜋 − 𝐵̃𝑢𝐷𝑐𝑝 + 𝐼𝐵𝑐𝑝,

𝐵̃𝜑 → 𝐵̃𝜑 − 𝐵̃𝑢𝐷𝑐𝜑 + 𝐼𝐵𝑐𝜑,

𝐷̃𝑐𝜑 → 𝐷̃𝑐𝜑 +𝐷𝑐𝜑,

𝐷̃𝜂𝜋 → 𝐷̃𝜂𝜋 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑝,

𝐷̃𝜂𝜑 → 𝐷̃𝜂𝜑 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝜑.

定义新的矩阵变量

𝐶𝜂 = [𝐶𝜂 +𝐷𝜂𝑢𝐷𝑐𝑢𝐶𝑦 0],

𝐵1 = 𝐵𝑐𝑝𝒩 , 𝐵2 = 𝐵𝑐𝜑𝑆2,

𝐷1 = 𝐷𝑐𝑝𝒩 , 𝐷2 = 𝐷𝑐𝜑𝑆2,

从而得到矩阵不等式条件 (25), (26). 2
注注注 5 求解矩阵不等式 (25)∼ (28)之后, 可求

得增广型静态抗饱和控制器 (21)中的待定矩阵𝐵𝑐𝑝

= 𝐵1𝒩−1, 𝐵𝑐𝜑 = 𝐵2𝑆
−1
2 , 𝐷𝑐𝑝 = 𝐷1𝒩−1, 𝐷𝑐𝜑 =

𝐷2𝑆
−1
2 .

注注注 6 当仅有𝜋(𝑥)或者𝜑(𝑧)可测量时, 定理 2

依然可以构造相对应的增广型静态抗饱和控制器. 在

此情况下, 只需分别令矩阵变量𝐵2, 𝐷2或者矩阵变

量𝐵1, 𝐷1为适当维数的零矩阵即可. 𝜋(𝑥)由等式约

束描述, 其中Δ1(𝑥)反映了原系统的非线性程度, 而

非线性项𝜑(𝑧)由扇形区间不等式描述,容易看出,对

非线性项𝜑(𝑧)的描述相对保守,其对吸引域估计结果

的保守性影响更大, 因而对其测量显得更加的重要.

可以预见,与引入𝜋(𝑥)相比,将非线性项𝜑(𝑧)引入静

态抗饱和控制器当中更能减小吸引域估计的保守性.

求解LMI所需计算量取决于LMI中决策变量的

个数以及LMI的行数[27]. 与LPV及DAR静态抗饱和

方法相比, 本文所提出的LFR静态抗饱和方法在计

算量上具有明显的优势. 这是因为,不论LPV静态抗

饱和方法还是DAR静态抗饱和方法, 所对应的LMI

条件均依赖于时变参数.另外,在文献 [10]中,为了减

小所得LMI条件的保守性,采用了矩阵权重法推导过

程,人为增加了LMI条件中决策变量的个数,从而提

高了计算负担. 以第 4节中的控制系统为例, 基于定

理 1的抗饱和方法, 只需求解 12个决策变量及 21行

LMI条件; 基于定理 2的抗饱和方法, 需求解 20个

决策变量及 21行LMI条件; 基于DAR抗饱和方法,

需求解 16个决策变量及 28行LMI条件; 基于LPV

方法, 需求解 10个决策变量及 26行LMI条件 (对于

LPV系统关于时变参数非凸的情况, 构造静态抗饱

和控制器所需计算量会更高). 对于更一般的情况,

表 1中列出了 3类方法所需计算量 (以控制器为线性

的情况为例). 其中: 𝑛 = 𝑛+ 𝑛𝑐; 𝑛𝒩 表示𝒩 中决策变
量个数; 𝑛𝒱1表示网格化点数

[13], 𝑛𝒱2表示状态变量所

在多面体集的顶点个数[10].

表 1 不同抗饱和策略下LMI决策变量个数及行数的比较

抗饱和策略 决策变量个数 LMI行数

LPV方法
1

2
𝑛̄(𝑛̄ + 1) + 𝑚𝑛̄𝑛𝒱1 + 𝑚 + 𝑙 + 𝑚𝑛𝑐 (𝑛̄ + 𝑚𝑛̄ + 2𝑛̄ + 2𝑚 + 𝑙)𝑛𝒱1 + 𝑙(𝑛̄ + 1)

DAR方法
1

2
𝑛̄(𝑛̄ + 1) + 2𝑛̄2 + 𝑚(𝑛̄ + 𝑛𝑐) + 𝑚 + 𝑙 (3𝑛̄ + 𝑚 + 𝑙)𝑛𝒱2 + (𝑚 + 𝑛̄ + 𝑙)(𝑛̄ + 1)

定理 1
1

2
𝑛̄(𝑛̄ + 1) + 𝑚(𝑛̄ + 𝑛𝑐 + 𝑙) + 𝑚 + 𝑙 + 𝑛𝒩 𝑛̄ + 2𝑛𝒩 + 𝑙 + 𝑚 + 𝑚(𝑛̄ + 𝑙 + 1) + (𝑛̄ + 𝑙)(𝑛̄ + 1)

定理 2 (𝜋, 𝜑)
1

2
𝑛̄(𝑛̄ + 1) + 𝑚(𝑛̄ + 𝑛𝑐 + 𝑙) + 𝑚 + 𝑙 + 𝑛𝑁 + (𝑚 + 𝑛𝑐)(𝑁 + 𝑙) 𝑛̄ + 2𝑛𝒩 + 𝑙 + 𝑚 + 𝑚(𝑛̄ + 𝑙 + 1) + (𝑛̄ + 𝑙)(𝑛̄ + 1)
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4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑如下非线性系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇ = (𝑥2 − 1)𝑥+
0.3

𝜋
(𝑥2 + 0.3) sin(π𝑥) + sat(𝑣𝑐),

𝑦 = 𝑥,

(30)

饱和度 𝑣0 = 1. 预先设计好的线性控制器为{
𝑥̇𝑐 = −𝑦,
𝑣𝑐 = 𝑥𝑐 − 2𝑦.

(31)

定义 𝑧 = π𝑥, 𝜑(𝑧) =
0.3

𝜋
sin 𝑧以及

𝜋(𝑥) =

⎡⎢⎣ 𝑥2

𝑥3 + 𝑥2𝜑(𝑧)

𝑥𝜑(𝑧)

⎤⎥⎦ ,

𝜂(𝑥) =

⎡⎢⎣ 𝑥

𝑥2 + 𝑥𝜑(𝑧)

𝜑(𝑧)

⎤⎥⎦ ,
则非线性系统 (27)可转化为LFR形式,且其系数矩阵

如下所示 (其中Δ1 = diag(𝑥, 𝑥, 𝑥)):

𝐶𝜂 =

⎡⎢⎣ 1

0

0

⎤⎥⎦ , 𝐷𝜂𝜋 =

⎡⎢⎣ 0 0 0

1 0 1

0 0 0

⎤⎥⎦ , 𝐷𝜂𝜑 =

⎡⎢⎣ 0

0

1

⎤⎥⎦ ,
𝐴 = −1, 𝐵𝜋 = [ 0 1 0 ],

𝐵𝑢 = 1, 𝐶𝑦 = 1, 𝐶𝑧 = 𝜋,𝐵𝜑 = 0.3,

其他系统矩阵均为适当维数的零矩阵.考虑多面体

集ℬ𝜎 = {𝜉∣ ∣𝑥1∣ ⩽ 𝜀−1
1 }, 其中 𝜀1 = 1.1 (此处通过

线性搜索的方法确定 𝜀1的最佳取值). 在此区域中,

𝜑(𝑧)满足局部扇形区间不等式 (4) (Ω = 0.3). 求解

广义最短轴最优化问题[10,16]获得静态抗饱和增益矩

阵𝐸𝑎 = −1.651 3. 另外,利用定理 2设计增广型静态

抗饱和控制器, 分别获得 3种情况下静态抗饱和增

益矩阵以及对应的闭环系统吸引域的估计值: 仅非

线性项𝜑(𝑧)可测量; 仅非线性项 𝜋(𝑥)可测量; 非线

性项𝜑(𝑧)和𝜋(𝑥)均可测量,如图 1和表 2所示. 其中:

𝑅1基于定理 2 (𝜋, 𝜑可测量); 𝑅2基于定理 2(𝜑可测

量); 𝑅3基于定理 2(𝜋可测量); 𝑅4基于定理 1; 𝑅5基

于LPV方法; 𝑅6基于DAR方法[10].
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图 1 闭环系统吸引域的估计与比较

表 2 闭环系统吸引域的比较

抗饱和策略 𝐸𝑎 𝑃 Trace(𝑃 )

DAR方法 −1.895 0

[
1.553 7 −0.202 7

−0.202 7 0.842 6

]
2.396 3

LPV方法 −1.931 9

[
1.285 0 −0.171 8

−0.171 8 0.675 8

]
1.960 8

定理 1 −1.651 3

[
1.267 3 −0.174 7

−0.174 7 0.533 0

]
1.800 3

定理 2 (𝜋) −0.412 2

[
1.271 0 −0.156 2

−0.156 2 0.407 5

]
1.678 6

定理 2 (𝜑) −0.759 5

[
1.279 6 −0.153 7

−0.153 7 0.344 6

]
1.624 1

定理 2 (𝜋, 𝜑) −0.426 3

[
1.278 9 −0.141 1

−0.141 1 0.294 7

]
1.573 6

从仿真结果可以看出,通过引入可测量的非线性

项𝜑(𝑧)和𝜋(𝑥), 扩大了所估计的闭环系统吸引域的

大小. 同时还能看出, 与引入𝜋(𝑥)相比, 引入𝜑(𝑧)更

能扩大所估计的闭环系统吸引域.这说明对于𝜑(𝑧)的

描述是相对保守的,因而对其测量并加以利用显得更

为重要.为了与现有的方法进行比较 (例如LPV静态

抗饱和方法, DAR静态抗饱和方法[10]),推广了这些技

术以使其能适用于本文所研究的非线性系统.还可以

看出,与LPV及DAR方法相比,本文所提出的静态抗

饱和控制器设计方法获得了更好的估计效果. LPV方

法以 𝜃 = 𝑥2作为有界时变参数,利用与定理 1相似的

证明方法很容易获得相应的LMI条件;对于本例,由

于系统矩阵关于 𝜃是仿射的,因而只需确保LMI在凸

集ℬ𝜃 = {𝜃 ∣0 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜀−2
1 }的顶点上的可解性即可.然

而, 本文所提出的设计方法依然具有较大的保守性,

如图 2所示 (对于保守性产生的原因,请参考注 4).其

中𝑅1基于定理 1, 𝑅2基于定理 2 (𝜋, 𝜑可测量), 虚线

描述了实际闭环系统吸引域的范围.
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图 2 闭环系统吸引域的估计值与真实值的比较.

5 结结结 论论论

本文研究了一类饱和非线性系统的抗饱和控制

器设计问题.基于有理矩阵函数的LFR技术,该类非

有理系统可转化为带有一个额外非线性回路的Lur’e

型系统. 基于非有理函数项满足 sector-bounded条件

的假设,并利用广义扇形区间不等式条件处理系统中

的饱和非线性项,提出了基于LMI条件的非线性抗饱
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和控制器设计方法. 特别地,当预先设计好的控制器

是线性控制器时, 提出了增广型抗饱和控制方法, 从

而进一步改善了闭环系统性能.
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