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摘 要: 研究各商空间之间的转换以及各商空间之间的关系是商空间理论的重要内容. 对若干给定商空间的论域进

行下、上确界合成,分别得到了粒度更细与更粗的商空间;讨论下、上确界合成论域之间的关系;通过定义粘合映射

的概念,研究 3类商空间之间的关系;提出并证明对于给定原空间的任意两个商空间𝑋1和𝑋2, 𝑋2是𝑋1的商空间所

满足的条件. 进一步丰富和完善了粒计算的理论体系.
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Abstract: The research of the conversion and the relationship between each quotient space are important contents of the

quotient space theory. Finer and coarser granularity quotient space can be obtained by conducting the infimum and supremum

combination on the domain of some given quotient space. The relationship between the infimum and the supremum

combination of domain is discussed. The relationship between the three types of quotient space is researched by defining the

conception of the bonding mapping. The conditions are proposed and proved that, for any two quotient space 𝑋1 and 𝑋2

of the given original space, 𝑋2 is the quotient space of 𝑋1. The theoretical system of granular computing are enriched and

improved further.

Keywords: quotient space；granular computing；combination

0 引引引 言言言

粒计算是当前智能信息处理领域中模拟人类思

维和解决复杂问题的一种计算范式.目前,主流的粒

计算模型有 3种: 基于模糊集理论的粒计算模型[1]、

基于粗糙集理论的粒计算模型[2-6]和基于商空间理论

的粒计算模型[7-10].

商空间理论基于论域上的等价关系描述问题的

粒度. 具体来说, 对于给定的三元组 (𝑈, 𝑓, 𝑇 )以及论

域𝑈上的一个等价关系𝑅,根据𝑅得到商集 [𝑋];然后

由 [𝑋]构造新的空间 ([𝑋], [𝑓 ], [𝑇 ]), 即为原空间 (𝑈, 𝑓,

𝑇 )的商空间, 其中 [𝑓 ]和 [𝑇 ]分别为商属性函数和商

结构[10]. 商空间理论就是研究各商空间之间的关系、

各商空间的转换和在商空间中的推理[11].

1 商商商空空空间间间理理理论论论的的的论论论域域域合合合成成成技技技术术术

在实际应用中,给定的问题往往粒度过细,解决

该问题时搜索空间过于庞大,通常需要将问题进行适

当处理,然后再解决. 但处理过程不能盲目进行,如果

问题粒度太细,则搜索空间依然庞大;如果粒度太粗,

则又会失去一些有用的信息. 商空间的合成技术能将

已知商空间合成为不同粒度的商空间,从而找到合适

的粒度去求解问题,往往能达到事半功倍的效果[12].

商空间的合成技术分为论域的合成、结构的合

成以及属性函数的合成. 3种合成技术的实质都是实

现粒度 (等价关系)的转换. 而粒度与论域是相互诱导

的,因此对于给定空间上的若干商空间, 不管以何种

技术对它们进行合成,最终讨论的还是对论域的转换.
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从这一角度看,论域的合成最为简单和直观.

本文讨论的是论域的合成. 论域的转换实际上是

粒度粗细的变换,因此下面先从粒度粗细的概念入手,

逐步介绍论域的合成.

定定定义义义 1 设𝑅1和𝑅2分别是非空集合𝑈上的等

价关系, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , 若𝑥𝑅1𝑦 ⇒ 𝑥𝑅2𝑦, 则称𝑅1比𝑅2

细,记为𝑅1 ⊆ 𝑅2.

定定定理理理 1[13] 设𝑋1和𝑋2是非空集合𝑈上的划

分, 并设𝑅1和𝑅2分别是由𝑋1和𝑋2诱导的等价关

系,则𝑅1比𝑅2细,当且仅当𝑋1细分𝑋2.

定理 1说明, 比较两个等价关系的粗细, 就是比

较这两个等价关系对应划分的粗细.而划分粗细的比

较是通过集合间的“细分”关系完成的, 因此可以将

原来较为抽象的关系之间的比较转化为直观的集合

间的比较.

定定定理理理 2[11] 设𝑅是𝑈上一切等价关系的全体,

则𝑅在定义 1所定义的⊆关系下形成一个完备格.

由完备格的性质可知,可以在这个格上取若干个

等价关系 (粒度)的上确界获得粗等价关系,取下确界

获得细等价关系,从而实现粒度的自由转换. 由于粒

度唯一确定一个划分, 通过取粒度的上下确界,可实

现对论域的自由转换,这种转换也是论域的合成.

论域的合成包括下确界合成与上确界合成. 下面

以两个论域的合成为例,分别介绍这两种合成.

1.1 下下下确确确界界界合合合成成成

定定定义义义 2 设𝑋1和𝑋2是非空集合𝑋的两个商

集, 𝑋1和𝑋2的下确界合成记为𝑋 ,它是𝑋的商集,满

足以下条件:

1) 𝑋细分𝑋1和𝑋2;

2)如果𝑋∗细分𝑋1和𝑋2,则𝑋∗细分𝑋 .

定定定理理理 3 等价关系𝑅 = 𝑅1

∩
𝑅2诱导出商集𝑋 ,

且𝑋 = {𝑤∣𝑤 = 𝑎𝑖
∩

𝑏𝑗 , 𝑎𝑖 ∈ 𝑋1, 𝑏𝑗 ∈ 𝑋2}.

证证证明明明 1) 先证𝑅 = 𝑅1

∩
𝑅2诱导出商集𝑋 . 𝑅

= 𝑅1

∩
𝑅2 ⇒ 𝑅 ⊆ 𝑅1且𝑅 ⊆ 𝑅2, 由定理 1可知条

件 1)成立.

另外,令𝑋∗细分𝑋1和𝑋2,且𝑋∗对应的等价关

系为𝑅∗,则𝑅∗ ⊆ 𝑅1且𝑅∗ ⊆ 𝑅2,即𝑅∗ ⊆ 𝑅1

∩
𝑅2 =

𝑅. 故由定理 1可知条件 2)成立.

2) 证明诱导的商集𝑋 = {𝑤∣𝑤 = 𝑎𝑖
∩

𝑏𝑗 , 𝑎𝑖 ∈
𝑋1, 𝑏𝑗 ∈ 𝑋2}.

∀𝑥𝑅𝑦 ⇔ 𝑥𝑅1𝑦且𝑥𝑅2𝑦 ⇔ ∃𝑎𝑖 ⊆ 𝑋1, 𝑏𝑗 ⊆ 𝑋2,

使得𝑥, 𝑦 ∈ 𝑎𝑖且𝑥, 𝑦 ∈ 𝑏𝑗 ⇔ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑎𝑖
∩

𝑏𝑗 ⇔
𝑎𝑖

∩
𝑏𝑗 ∈ 𝑋 , 即𝑋 = {𝑤∣𝑤 = 𝑎𝑖

∩
𝑏𝑗 , 𝑎𝑖 ∈ 𝑋1, 𝑏𝑗 ∈

𝑋2}成立. 2
显然, 𝑅是𝑅1和𝑅2的下确界, 即论域𝑋1和𝑋2

下确界合成对应的粒度即为𝑋1和𝑋2对应粒度的下

确界.因此,通过取论域的下确界合成,可实现从已知

粗粒度到细粒度的转换.

1.2 上上上确确确界界界合合合成成成

定定定义义义 3 设𝑋1和𝑋2是非空集合𝑋的两个商

集, 𝑋1和𝑋2的上确界合成记为𝑋 ,它是𝑋的划分,满

足以下条件:

1) 𝑋1和𝑋2细分𝑋;

2)如果𝑋1和𝑋2细分𝑋∗,则𝑋细分𝑋∗.

定定定理理理 4 等价关系𝑅 = 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2)诱导出划分

𝑋 ,其中 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2)表示𝑅1

∪
𝑅2的传递闭包.

证证证明明明 已知𝑅是𝑅1和𝑅2的传递闭包, 即𝑅1 ⊆
𝑅, 𝑅2 ⊆ 𝑅成立.由定理 1可知条件 1成立.

令𝑋1和𝑋2细分𝑋∗, 且𝑋∗对应的等价关系为

𝑅∗, 则𝑅1 ⊆ 𝑅∗, 𝑅2 ⊆ 𝑅∗成立. 又因为𝑅是𝑅1和

𝑅2的传递闭包,故𝑅 = 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2) ⊆ 𝑅∗. 由定理 1可

知条件 2)成立. 2
由定理 4可知, 𝑅是𝑅1和𝑅2的上确界. 因此, 通

过取论域的上确界合成,可实现从已知细粒度到粗粒

度的转换.根据保假原理[7], 若问题在合成空间𝑋上

无解,则该问题在𝑋1和𝑋2上也无解; 而𝑋1和𝑋2细

分𝑋 ,即在𝑋1和𝑋2上的计算要复杂,若将求解𝑋1和

𝑋2上的问题转换为求解𝑋上的问题, 可有效降低计

算复杂度.

1.3 合合合成成成论论论域域域之之之间间间的的的关关关系系系

通过对论域𝑋1和𝑋2进行下、上确界合成,分别

得到了粒度较𝑋1和𝑋2更细和更粗的论域𝑋和𝑋 .

下面通过实例来讨论所满足的关系.

例例例 1 设论域𝑈 = {1, 2, 3, 4, 5}, 其两个商集

𝑋1和𝑋2分别为

𝑋1 = {{1, 2}, {3}, {4, 5}},
𝑋2 = { {1, 2}, {3, 4}, {5}}.

由下、上确界合成的定义可分别求得

𝑋 = {{1, 2}, {3}, {4}, {5}},
𝑋 = {{1, 2}, {3, 4, 5}}.

观察𝑋和𝑋易知, 𝑋细分𝑋 . 事实上,对于一般

情况下论域𝑈上任意给定的若干商集𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑋𝑛, 它们的下确界合成𝑋与上确界合成𝑋之间的

这种细分关系依然成立. 设𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛对应的

等价关系分别为𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑛, 由定理 3和定理

4可知, 𝑋与𝑋对应的等价关系分别为𝑅1

∩
𝑅2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩
𝑅𝑛, 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2

∪ ⋅ ⋅ ⋅∪𝑅𝑛),而且𝑅1

∩
𝑅2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝑅𝑛

⊆ 𝑅1

∪
𝑅2

∪ ⋅ ⋅ ⋅∪𝑅𝑛 ⊆ 𝑡(⊆ 𝑅1

∪
𝑅2

∪ ⋅ ⋅ ⋅∪𝑅𝑛),故

由定理 1可知𝑋细分𝑋 .
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从粒计算的角度看, 论域合成提供了一种粒化

的方法.其中,上确界合成实现了粒子的粗化,而下确

界合成则实现了粒子的细化. 通过这种粒化方式,可

以得到一个不同粒度层次的结构.该结构的描述如图

1所示.

图 1 不同粒度层次的结构

1.4 各各各论论论域域域对对对应应应商商商空空空间间间之之之间间间的的的关关关系系系

对于给定的空间𝐴 = (𝑈, 𝑓, 𝑇 ),研究该空间上各

商空间之间的关系是商空间理论的主要研究内容之

一. 然而,由于属性函数与特定应用相关,为了简化讨

论,本文在讨论 3种商空间关系时只涉及到论域和拓

扑结构,对应的商空间也只用论域和拓扑结构表示.

设𝐴上两个商空间分别为 (𝑋1, 𝑇1)和 (𝑋2, 𝑇2),

简称为商空间𝑋1和𝑋2. 𝑋1和𝑋2的上、下确界论域

合成分别为𝑋和𝑋 . 直接计算𝑋和𝑋相对于𝑇 的商

拓扑𝑇 和𝑇 ,可得到𝐴的两个商空间 (𝑋 , 𝑇 )和 (𝑋 , 𝑇 ),

简称为商空间𝑋和𝑋 .总而言之, 本文得到了原空

间𝐴的 3类商空间, 分别是商空间𝑋1和𝑋2, 上确界

合成空间𝑋 ,以及下确界合成空间𝑋 . 下面分别讨论

这 3种空间之间的关系.

定定定义义义 4 设𝑋1和𝑋2为论域𝑈上的两个划分,

若𝑋1细分𝑋2,则称映射 𝑝 : 𝑋1 → 𝑋2为粘合映射. 另

外, 称𝑋2为𝑋1相对于该粘合映射的商集,简称为商

集.

定定定理理理 5 若设 𝑝 : 𝑈 → [𝑋]表示从论域𝑈到

[𝑋]的一个自然映射,则该映射是唯一的.

证证证明明明 若 𝑝是一个自然映射,则 [𝑋]是𝑈的划分,

而划分 [𝑋]唯一确定了𝑈上的一个等价关系𝑅.

假设存在另外一个自然映射 𝑓 : 𝑈 → [𝑋], 即对

于𝑈内某个元素𝑥, 存在 𝑎, 𝑏 ∈ [𝑋](𝑎 ∕= 𝑏), 使得𝑥 ∈
𝑎且𝑥 ∈ 𝑏. 而根据划分的定义,有𝑥 ∈ 𝑎且𝑥 ∈ 𝑏,当且

仅当 𝑎 = 𝑏,因此假设不成立,即由𝑈到 [𝑋]的自然映

射是唯一的. 2
定定定理理理 6 𝑋是𝑋1和𝑋2的商空间.

证证证明明明 要证明一个空间是另外一个空间的商

空间, 只需证明它们满足商空间的定义[11]即可. 令

𝑝1 : 𝑈 → 𝑋1, 𝑝2 : 𝑋 → 𝑋 , 𝑝3 : 𝑋1 → 𝑋 ,则商拓扑

𝑇 = {𝑈 ⊂ 𝑋∣𝑝−1
2 (𝑈) ∈ 𝑇}, (1)

𝑇1 = {𝑎𝑖 ⊂ 𝑋1∣𝑝−1
1 (𝑎𝑖) ∈ 𝑇}. (2)

1)证明𝑋是𝑋1和𝑋2的商集.

𝑋1和𝑋2对应的等价关系分别为𝑅1和𝑅2. 𝑋对

应的等价关系为 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2), 而𝑅1 ⊆ 𝑅1

∪
𝑅2 ⊆

𝑡(𝑅1

∪
𝑅2), 𝑅2 ⊆ 𝑅1

∪
𝑅2 ⊆ 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2),即𝑋1和𝑋2

细分𝑋 ,因此𝑋是𝑋1和𝑋2的商集.

2)证明𝑇 是𝑇1和𝑇2的商拓扑.

先证𝑇 是𝑇1的商拓扑.由商拓扑的定义可知, 𝑇

是𝑇1的商拓扑,等价于

∀𝑈 ∈ 𝑇 (𝑈 ⊂ 𝑋), 𝑝−1
3 (𝑈) ∈ 𝑇, (3)

即 𝑝−1
3 (𝑈)是𝑇1内的元素.由式 (2)可知, 式 (3)等价

于

𝑝−1
1 (𝑝−1

3 (𝑈)) ∈ 𝑇, (4)

而且

𝑝−1
1 (𝑝−1

3 (𝑈)) = (𝑝−1
1 𝑝−1

3 )(𝑈) = (𝑝3𝑝1)
−1(𝑈). (5)

令

(𝑝3𝑝1)
−1(𝑈) = 𝑝2′

−1(𝑈). (6)

显然, 𝑝2′表示一个从𝑈到𝑋的自然映射, 因此由定

理 5可知

𝑝2′
−1(𝑈) = 𝑝2

−1(𝑈). (7)

又由式 (1)可知

∀𝑈 ∈ 𝑇 (𝑈 ⊂ 𝑋), 𝑝−1
2 (𝑈) ∈ 𝑇, (8)

从而

∀𝑈 ∈ 𝑇 (𝑈 ⊂ 𝑋), 𝑝2′
−1(𝑈) ∈ 𝑇, (9)

即式 (3)成立,因此𝑇 是𝑇1的商拓扑.

同理,可证明𝑇 是𝑇2的商拓扑,因此满足商空间

的定义,即𝑋是𝑋1和𝑋2的商空间. 2
定定定理理理 7 𝑋1和𝑋2是𝑋的商空间.

证证证明明明 令 𝑝4 : 𝑈 → 𝑋 , 𝑝5 : 𝑋 → 𝑋1,商拓扑

𝑇 = {𝑈 ⊂ 𝑋), 𝑝−1
4 (𝑈) ∈ 𝑇}. (10)

1)证明𝑋1和𝑋2是𝑋的商集.

𝑋1和𝑋2对应的等价关系分别为𝑅1和𝑅2. 𝑋对

应的等价关系为𝑅1

∩
𝑅2.而𝑅1

∩
𝑅2 ⊆ 𝑅1, 𝑅1

∩
𝑅2 ⊆ 𝑅2, 即𝑋细分𝑋1和𝑋2, 因此𝑋1和𝑋2是𝑋的

商集.

2)证明𝑇1和𝑇2是𝑇 的商拓扑.

与定理 6的证明相类似, 若将本定理中的映射

𝑝4, 𝑝5和 𝑝1分别替代定理 6证明中的 𝑝1, 𝑝3和 𝑝2, 则

易得𝑇1和𝑇2是𝑇 的商拓扑,因此𝑋1和𝑋2是𝑋的商

空间. 2
定定定理理理 8 𝑋是𝑋的商空间.

证证证明明明 令粘合映射 𝑝6 : 𝑋 → 𝑋 .

1)证明𝑋是𝑋的商集.

𝑋和𝑋对应的等价关系分别为 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2), 𝑅1

∩
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𝑅2.而𝑅1

∩
𝑅2 ⊆ 𝑅1

∪
𝑅2 ⊆ 𝑡(𝑅1

∪
𝑅2), 即𝑋细

分𝑋 ,因此𝑋是𝑋的商集.

2)证明𝑇 是𝑇 的商拓扑.

同样,若将本定理中的映射 𝑝4, 𝑝6和 𝑝2分别替代

定理 6证明中的 𝑝1, 𝑝3和 𝑝2,则易得𝑇 是𝑇 的商拓扑.

由此可得𝑋是𝑋的商空间. 2
定定定理理理 9 设 (𝑋1, 𝑇1)和 (𝑋2, 𝑇2)分别为原空间

(𝑈, 𝑇 )上的任意两个商空间, 若存在粘合映射 𝑝 : 𝑋1

→ 𝑋2,则 (𝑋2, 𝑇2)是 (𝑋1, 𝑇1)的商空间.

证证证明明明 由于 𝑝 : 𝑋1 → 𝑋2是粘合映射, 𝑋1细分

𝑋2, 因此𝑋2是𝑋1的商集. 下面证明𝑇2是𝑇1的商拓

扑.

令自然映射 𝑝1 : 𝑈 → 𝑋1, 𝑝2 : 𝑈 → 𝑋2, 𝑇 的商

拓扑𝑇1和𝑇2可以表示为

𝑇1 = {𝑎𝑖 ⊂ 𝑋1∣𝑝−1
1 (𝑎𝑖) ∈ 𝑇}, (11)

𝑇2 = {𝑏𝑗 ⊂ 𝑋2∣𝑝−1
2 (𝑏𝑗) ∈ 𝑇}. (12)

观察定理 6的证明, 若把本定理中的映射 𝑝1,

𝑝2和 𝑝分别替代定理 6证明中的映射 𝑝1, 𝑝2和 𝑝3,

则易知𝑇2是𝑇1的商拓扑. 由此可得 (𝑋2, 𝑇2)是 (𝑋1,

𝑇1)的商空间. 2
2 结结结 论论论

商空间的合成技术包括论域的合成、结构的合

成以及属性函数的合成,本文主要研究了论域的合成.

对于给定空间上的若干个商空间,每个商空间对应一

个粒度 (等价关系),通过取这些粒度的上、下确界,分

别得到粒度更粗和更细的商空间,从而实现了粒度的

转换. 通过这种粒度的转换,得到了 3类商空间,即给

定的商空间,取上确界粒度得到的商空间以及取下确

界粒度得到的商空间. 在这些商空间基础上,本文详

细地讨论了它们之间的关系. 通过对这些基础理论的

研究,进一步探讨了原空间上不同商空间之间的关系,

丰富了商空间理论的相关知识.
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