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摘 要: 在加法需求情形和乘法需求情形下研究损失规避零售商的最优订货-定价联合决策问题.基于前景理论,建

立损失规避零售商的期望效用函数,并通过模型推导得到损失规避零售商的最优订货-定价决策的关系表达式,发现

库存因子满足特定条件时,最优决策的关系表达式一定存在. 同时,讨论零售商的损失规避行为对最优决策和期望效

用的影响.通过数值算例,验证了所得结论的有效性,发现商品定价较高时,损失规避行为驱使零售商采取保守的订

货策略,使得最优订货量趋于均值需求.

关键词: 需求依赖价格；损失规避；报童模型
中图分类号: F274；F224.3 文献标志码: A

Joint decision-making of order quantities and pricing for loss-averse
retailers with two demand cases
ZHANG Peng, ZHANG Jie, MA Jun
(Business School，University of International Business and Economics，Beijing 100029，China．Correspondent:

ZHANG Peng，E-mail: marksummer12@163.com)

Abstract: This paper studies the joint decision-making of order quantities and pricing for loss-averse retailers with the

price-dependent demand which is affected additively or multiplicatively by a random term. Based on the prospect theory, the

expected utility function of the loss-aversion retailer is expressed, and the expressions of optimal order quantities and pricing
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0 引引引 言言言

随着市场竞争的加剧和科技的快速发展,越来越

多的商品具有易逝品或季节性产品 (如时装、数码等

产品)的特点,产品生命周期不断缩短,利用报童模型

管理此类产品是不错的选择.传统的报童模型是指零

售商在单个销售周期内面对外生的随机需求, 通过

期望利润最大化原则来确定最优订货量. 报童模型

一直是库存管理研究中的经典问题,同时在生产、服

务、管理、金融等领域有广泛的应用, 这一问题及其

一系列扩展问题也得到了充分的研究[1]. Qin等[2]从

消费者需求、供应商的定价与库存策略以及购买者风

险偏好等 3方面对报童模型研究作了细致回顾和分

析,并指出了未来的研究方向.

传统报童问题的研究大都将销售价格等因素视

作外生变量, 不考虑价格因素对于商品需求的影响.

事实上, 零售商可能通过调整商品价格去影响商品

的市场需求, 即市场需求依赖于商品的价格. 因此,

Whitin[3]首先在报童问题中将销售价格看作内生变

量, 建立了受价格影响的需求函数, 并且得到了最优

订货量与最优销售价格的表达式.此后, 零售商的定

价与订购联合决策问题便引起了学术界的广泛兴趣.

Mills[4]和Karlin等[5]分别使用线性加函数 (𝐷(𝑝, 𝜀)

= 𝑦(𝑝) + 𝜀, 𝑦(𝑝) = 𝑎 − 𝑏𝑝)和弹性乘函数 (𝐷(𝑝, 𝜀) =

𝑦(𝑝)𝜀, 𝑦(𝑝) = 𝑎𝑝−𝑏)描述依赖销售价格的随机需求;
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Petruzzi等[6]总结完善了销售价格作为内生变量的单

周期报童模型理论,分别研究了需求关于销售价格的

加法函数形式和乘法函数形式下的最优解及其存在

条件, 并考虑了多周期随机库存问题; 刘玉霜等[7]研

究了需求受销售价格影响并且带有缺货惩罚的单周

期报童模型问题,证明了最优决策的存在性及唯一性

的充分条件,并具体给出了最优决策的解析表达式.

Kahneman等[8]提出的 “前景理论 ”是指人在作决

策时并非基于自己的总财富, 而是基于自身财富的

变化量. 应用“前景理论”描述供运作管理中决策者

的损失规避行为的研究也得到了越来越多的关注.

Schweitzer等[9]最早基于报童模型研究了损失规避决

策者的决策问题,发现损失规避决策者的订货数量严

格小于风险中性的决策者的订货数量,而且会随着损

失规避程度的增加而降低; Wang等[10]在前文的基础

上考虑了存在缺货成本时的情况; Nagarajan等[11]通

过分析实证数据, 发现前景理论无法解释实验数据,

得到前景理论下报童最优订货量与效用参数、权重参

数的关系,通过对比分析前景理论下报童与经典报童

得到了他们最优订货量之间的关系.国内学者对基于

报童模型的损失规避决策者的决策行为的研究也取

得了许多有意义的成果.索寒生等[12]基于前景理论研

究了损失厌恶零售商的决策行为,得出收益共享契约

需要强制执行以及批量折扣契约会自动执行;文平[13]

研究了损失规避报童的最优订货策略,并进行了比较

静态分析;柳键等[14]讨论了损失规避零售商订货量优

化模型,并分析了损失规避零售商的订货量与损失规

避系数、零售价格、采购价格等关系. 以上考虑损失

规避决策者决策行为的研究文献都是考虑需求是外

生变量,并不受商品的市场价格影响.

本文应用以上文献中被广泛采用的前景理论来

刻画零售商的损失厌恶行为,研究损失规避零售商面

临随机市场需求时的最优决策.不同以往的研究,本

文假设零售商面临的市场需求受商品价格因素的影

响,分别讨论零售商面临加法随机需求和乘法随机需

求时的最优订货-定价联合决策问题.通过理论分析,

本文得到了最优决策订货与最优决策定价的表达式,

给出了表达式存在的充分条件;并通过算例分析,讨

论了损失规避行为对零售商的最优订货量、最优订货

价格以及期望收益与期望效用的影响.

1 问问问题题题说说说明明明与与与模模模型型型描描描述述述

本文基于报童模型,考虑需求依赖价格情形下的

损失规避零售商最优订货与定价联合决策模型. 假设

零售商面对受销售价格影响的随机市场需求𝐷(𝑝, 𝜀),

在销售季节来临之前,零售商依据自身期望效用最大

化原则, 同时决定最优的零售价格和订购数量. 令 𝑝

为单位商品的进货价格,销售季节末该产品的残值为

𝑠,不失一般性, 𝑠 < 𝑤 < 𝑝. 零售商面临的需求噪音 𝜀

表示实际需求与均值需求的误差,是一个非负且连续

的随机变量,假设其期望为𝜇,概率密度函数和累积分

布函数分别为 𝑓(⋅)和𝐹 (⋅),其中𝐹 (⋅)为连续可微的单
调递增函数. 将需求噪声 𝜀的失败率函数 (FR)定义为

ℎ(𝜀) = 𝑓(𝜀)/𝐹 (𝜀),

其中𝐹 (𝜀) = 1− 𝐹 (𝜀).

广义失败率函数 (GFR)为
𝑔(𝜀) = 𝜀ℎ(𝜀) = 𝜀𝑓(𝜀)/𝐹 (𝜀).

如果ℎ(𝜀) (或 𝑔(𝜀))是 𝜀的增函数, 则称 𝜀具有递增失

败率 (IFR) (或递增广义失败率 (IGFR)), 事实上很多

分布都具有 IFR (或 IGFR), 如正态分布、均匀分布、

伽玛分布和威布尔分布等.

对于季节性产品而言, Wang等[15]认为不考虑产

品的残值或惩罚成本是合理的,因此本文不考虑因缺

货而带来的惩罚成本.

基于以上假设,可以给出零售商的收益函数为
Π (𝑞, 𝑝) = 𝑝 ⋅min{𝑞,𝐷} − 𝑤𝑞 + 𝑠(𝑞 −𝐷)+ =

(𝑝− 𝑤)𝑞 − (𝑝− 𝑠)(𝑞 −𝐷)+ =⎧⎨⎩(𝑝− 𝑠)𝐷 − (𝑤 − 𝑠)𝑞, 𝐷 < 𝑞;

(𝑝− 𝑤)𝑞, 𝐷 > 𝑞.

其中 (⋅)+ = max(⋅, 0).
损失规避描述了决策者对待损失的厌恶程度超

过了同样大小的收益.针对损失规避, 本文应用前景

理论描述零售商的损失规避特性. 采用在金融、经济

以及组织行为学等领域中广泛使用的分段线性函数

来刻画零售商的损失厌恶,其效用函数为[10]

𝑈(Π )

⎧⎨⎩Π , Π > 0;

𝜆Π , Π < 0.

其中: Π 表示零售商的期望收益; 𝜆表示零售商的损

失规避系数 (𝜆 ⩾ 1), 𝜆值越大,意味着对损失的规避

程度越高,反之意味着对损失的规避程度越低.

2 模模模型型型分分分析析析

对于需求依赖价格的报童模型, Petruzzi等[6]指

出以往研究中常见的需求函数形式主要有两种: 加法

需求和乘法需求. 加法需求的形式为
𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑦(𝑝) + 𝜀,

其中 𝑦(𝑝) = 𝑎− 𝑏𝑝 (𝑎 > 0, 𝑏 > 0)表示需求对于销售价

格的依赖关系, 𝑝为商品的销售价格.同理,乘法需求

的形式为

𝐷(𝑝, 𝜀) = 𝑦(𝑝)𝜀,

其中 𝑦(𝑝) = 𝑎𝑝−𝑏 (𝑎 > 0, 𝑏 > 1), 𝑎表示市场规模, 𝑏表

示市场需求的价格弹性指数. 假设该产品的需求是富

有弹性的,即 𝑏 > 1. 本文分别采用上述两种形式的需
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求函数来研究损失规避报童问题.

2.1 加加加法法法需需需求求求的的的损损损失失失规规规避避避报报报童童童模模模型型型

对于加法需求中的线性函数 𝑦(𝑝) = 𝑎− 𝑏𝑝,定义

库存因子 𝑧 = 𝑞−𝑦(𝑝),表示订货量与均值需求之间的

误差,这时零售商的决策问题转化为确定销售价格 𝑝

与库存因子 𝑧. 则零售商的收益函数可以改写为
Π (𝑧, 𝑝) =⎧⎨⎩𝑝(𝑦(𝑝) + 𝜀)− 𝑤(𝑦(𝑝) + 𝑧) + 𝑠(𝑧 − 𝜀), 𝜀 < 𝑧;

(𝑝− 𝑤)(𝑦(𝑝) + 𝑧), 𝜀 > 𝑧.

(1)

令式 (1)等于 0,当 𝜀 ⩽ 𝑧时,令

𝐷1(𝑝) =
(𝑤 − 𝑠)(𝑧 + 𝑦(𝑝))

𝑝− 𝑠
.

若𝐷(𝑝) ∈ [0, 𝐷1(𝑝)],则零售商的收益为负;若𝐷(𝑝) ∈
[𝐷1(𝑝), 𝑧],则零售商的收益为正. 当 𝜀 > 𝑧时,零售商

的收益总是为正.

使用损失规避模型,零售商的期望效用可表示为
𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))] =

𝐸(Π (𝑧, 𝑝)) + (𝜆− 1)
w 𝐷1−𝑦(𝑝)

0
[𝑝(𝑦(𝑝) + 𝜀)−

𝑤(𝑦(𝑝) + 𝑧) + 𝑠(𝑧 − 𝜀)]𝑓(𝜀)d𝜀, (2)

其中

𝐸(Π (𝑧, 𝑝)) = (𝑝− 𝑤)[𝑦(𝑝) + 𝑧]− (𝑝− 𝑠)
w 𝑧

0
𝐹 (𝜀)d𝜀.

𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]具有如下的经济学意义:损失规避零售

商的期望效用是零售商在风险中性条件下获得的期

望收益与在订货过量时所造成的更大 (𝜆 − 1 ⩾ 0)心

理损失之和.

损失规避零售商所选择的最优库存因子和销售

价格 (𝑧∗, 𝑝∗), 应当使得零售商的期望效用𝐸[𝑈(Π (𝑧,

𝑝))]达到最大化.因此,根据极值存在的必要条件,令

𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]分别关于 𝑧和 𝑝求一阶偏导数, 并令它

们等于 0,得

𝐺(𝑧, 𝑝) = ∂𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]/∂𝑧 =

(𝑝−𝑠)𝐹 (𝑧)−(𝑤 − 𝑠)−
(𝜆−1)(𝑤 − 𝑠)𝐹 (𝐷1 − 𝑦(𝑝)) = 0, (3)

𝐻(𝑧, 𝑝) =
∂𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑝
=

(𝑎+ 𝑏𝑤 − 2𝑏𝑝+ 𝑧)−
w 𝑧

0
𝐹 (𝜀)𝑑𝜀+

(𝜆− 1)
{
[𝐷1 − (𝑝− 𝑤)𝑏]𝐹 (𝐷1 − 𝑦(𝑝))−

w 𝐷1−𝑦(𝑝)

0
𝐹 (𝜀)d𝜀

}
= 0. (4)

定理 1 加法需求情形下的损失规避报童模型.

若

ℎ−1
( 𝑤 − 𝑠

2𝑏(𝑝∗ − 𝑠)2

)
⩽

𝑧∗ ⩽ 𝑏(𝑝∗ − 𝑠)(2𝑝∗ − 𝑠− 𝑤)

𝑤 − 𝑠
− (𝑎− 𝑏𝑝∗),

且 𝜀具有 IFR时, 零售商的期望效用函数𝐸[𝑈(Π (𝑧,

𝑝))]在 (𝑧∗, 𝑝∗)的Hessian矩阵是负定的, 则满足一阶

条件式 (3)和 (4)的最优库存因子和销售价格 (𝑧∗, 𝑝∗)

可使得损失规避的零售商的期望效用达到最大.

证证证 明明明 令𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]表 示𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]的

Hessian矩阵, 要证明𝐻𝐸[𝑈(Π(𝑧,𝑝))]是负定的, 只需证

明如下两个条件:

1)
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧2
< 0;

2) ∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗) > 0.

为了验证条件 1),对式 (2)求 𝑧的二阶偏导,得
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧2
=

− (𝑝− 𝑠)𝑓(𝑧)− (𝜆− 1)
(𝑤 − 𝑠)2𝑓(𝐷1 − 𝑦(𝑝))

𝑝− 𝑠
< 0;

为了验证条件 2),对式 (2)求 𝑧、𝑝的混合偏导,得
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧∂𝑝
=

𝐹 (𝑧)− (𝜆− 1)
(𝑤 − 𝑠)[(𝑝− 𝑤)𝑏−𝐷1]𝑓(𝐷1 − 𝑦(𝑝))

𝑝− 𝑠
;

对式 (2)求 𝑝的二阶偏导,得
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑝2
=

− 2𝑏+ (𝜆− 1)
{
− 2𝑏𝐹 (𝐷1 − 𝑦(𝑝))−

[𝐷1 − (𝑝− 𝑤)𝑏]2𝑓(𝐷1 − 𝑦(𝑝))

𝑝− 𝑠

}
.

则

∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−(𝑝−𝑠)𝑓(𝑧)−(𝜆−1)
(𝑤−𝑠)2𝑓(𝐷1−𝑦(𝑝))

𝑝−𝑠
𝐹 (𝑧)−(𝜆−1)

(𝑤−𝑠)[(𝑝−𝑤)𝑏−𝐷1]𝑓(𝐷1−𝑦(𝑝))

𝑝−𝑠

𝐹 (𝑧)−(𝜆−1)
(𝑤−𝑠)[(𝑝−𝑤)𝑏−𝐷1]𝑓(𝐷1−𝑦(𝑝))

𝑝−𝑠

−2𝑏+ (𝜆−1)
{
−2𝑏𝐹 (𝐷1−𝑦(𝑝))−

[𝐷1−(𝑝−𝑤)𝑏]2𝑓(𝐷1−𝑦(𝑝))

𝑝−𝑠

}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−(𝑝− 𝑠)𝑓(𝑧)− (𝜆− 1)

(𝑤 − 𝑠)2𝑓(𝐷1 − 𝑦(𝑝))

𝑝− 𝑠
𝐹 (𝑧)− (𝜆− 1)

(𝑤 − 𝑠)[(𝑝− 𝑤)𝑏−𝐷1]𝑓(𝐷1 − 𝑦(𝑝))

𝑝− 𝑠

𝐹 (𝑧) +
(𝑝− 𝑠)[(𝑝− 𝑤)𝑏−𝐷1]𝑓(𝑧)

𝑤 − 𝑠
−2𝑏(𝑝− 𝑠) + [(𝑝− 𝑤)𝑏−𝐷1]𝐹 (𝑧)

𝑤 − 𝑠

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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[2𝑏(𝑝− 𝑠)2𝑓(𝑧)

𝑤 − 𝑠
− 𝐹 (𝑧)

]
𝐹 (𝑧) + (𝜆− 1)×

2(𝑤 − 𝑠)[(2𝑝− 𝑤 − 𝑠)𝑏−𝐷1]𝑓(𝐷1 − 𝑦(𝑝))𝐹 (𝑧)

𝑝− 𝑠
+

(𝜆− 1)[(𝑝− 𝑤)𝑏−𝐷1]
2𝑓(𝑧)𝑓(𝐷1 − 𝑦(𝑝)).

因为 (𝑧∗, 𝑝∗)满足

ℎ−1
( 𝑤 − 𝑠

2𝑏(𝑝∗ − 𝑠)2

)
⩽ 𝑧∗,

且 𝜀具有 IFR,所以
2𝑏(𝑝− 𝑠)2𝑓(𝑧)

𝑤 − 𝑠
− 𝐹 (𝑧) ⩾ 0.

又由于

𝑧∗ ⩽ 𝑏(𝑝∗ − 𝑠)(2𝑝∗ − 𝑠− 𝑤)

𝑤 − 𝑠
− (𝑎− 𝑏𝑝∗),

可以保证以上 ∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗)运算结果中的第 2

项大于等于 0. 所以

∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗) > 0.

这说明𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]在 (𝑧∗, 𝑝∗)是负定的.

另外,由式 (3)易得
𝑝 =

𝑤 + (𝑝− 𝑠)𝐹 (𝑧) + (𝜆− 1)(𝑤 − 𝑠)𝐹 (𝐷1 − 𝑦(𝑝)) ⩾ 𝑤,

可保证零售商的最优价格不小于进货价格.

综上所证,当满足

ℎ−1
( 𝑤 − 𝑠

2𝑏(𝑝∗ − 𝑠)2

)
⩽

𝑧∗ ⩽ 𝑏(𝑝∗ − 𝑠)(2𝑝∗ − 𝑠− 𝑤)

𝑤 − 𝑠
− (𝑎− 𝑏𝑝∗)

时,损失规避的零售商在 (𝑧∗, 𝑝∗)效用达到最大. □

2.2 乘乘乘法法法需需需求求求的的的损损损失失失规规规避避避报报报童童童模模模型型型

乘法需求模式下, 𝑦(𝑝)为幂函数形式, 𝑦(𝑝) =

𝑎𝑝−𝑏 (𝑎 > 0, 𝑏 > 1). 借鉴Wang[15]的研究,定义库存因

子 𝑧 = 𝑞/𝑦(𝑝),表示订货量与均值需求之间的比例关

系,则相应的订货量可变形为 𝑞 = 𝑧𝑦(𝑝). 这时零售商

的决策问题转化为确定销售价格 𝑝和库存因子 𝑧, 则

零售商的收益函数可改写为

Π (𝑧, 𝑝) =

⎧⎨⎩𝑦(𝑝)[(𝑝− 𝑠)𝜀− (𝑤 − 𝑠)𝑧], 𝜀 < 𝑧;

𝑦(𝑝)(𝑝− 𝑤)𝑧, 𝜀 > 𝑧.
(5)

令式 (5)等于 0,当 𝜀 ⩽ 𝑧时,令

𝐷2(𝑝) =
(𝑤 − 𝑠)𝑧

𝑝− 𝑠
.

若𝐷(𝑝) ∈ [0, 𝐷2(𝑝)],则零售商的收益为负;若𝐷(𝑝) ∈
[𝐷2(𝑝), 𝑧],则零售商的收益为正. 当 𝜀 > 𝑧时,零售商

的收益总是为正.

使用损失规避模型,零售商的期望效用可表示为

𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))] =

𝐸(Π (𝑧, 𝑝)) + (𝜆− 1)
w 𝐷2

0
𝑦(𝑝)[(𝑝−

𝑠)𝜀− (𝑤 − 𝑠)𝑧]𝑓(𝜀)d𝜀, (6)

其中

𝐸(Π (𝑧, 𝑝)) = 𝑦(𝑝)
[
(𝑝− 𝑤)𝑧 − (𝑝− 𝑠)

w 𝑧

0
𝐹 (𝜀)d𝜀

]
.

𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]具有如下的经济学意义:损失规避零售

商的期望效用是零售商在风险中性条件下获得的期

望利润与在订货过量时所造成的更大 (𝜆 − 1 ⩾ 0)心

理损失之和.

损失规避零售商所选择的最优库存因子和销售

价格 (𝑧∗, 𝑝∗)应当使得零售商的期望效用𝐸[𝑈(Π (𝑧,

𝑝))]达到最大化. 因此,根据极值存在的必要条件,令

𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]分别关于 𝑧和 𝑝求一阶偏导数, 并令它

们等于 0,得
∂𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧
= 𝑦(𝑝)[(𝑝− 𝑠)𝐹 (𝑧)− (𝑤 − 𝑠)−
(𝜆− 1)(𝑤 − 𝑠)𝐹 (𝐷2)] = 0,

∂𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑝
=

− 𝑎𝑝−𝑏−1[(𝑏𝑝− 𝑏𝑤 − 𝑝)𝑧 − (𝑏𝑝− 𝑏𝑠−
𝑝)

w 𝑧

0
𝐹 (𝜀)d𝜀− (𝜆− 1)(𝑏𝑝− 𝑏𝑠−

𝑝)
w 𝐷2

0
𝐹 (𝜀)d𝜀− (𝜆− 1)𝑝𝐷2𝐹 (𝐷2)] = 0.

显然, 𝑦(𝑝)和−𝑎𝑝−𝑏−1都不可能为 0, 因此极值

存在的必要条件为

𝐾(𝑧, 𝑝) = (𝑝−𝑠)𝐹 (𝑧)−(𝑤−𝑠)−
(𝜆−1)(𝑤−𝑠)𝐹 (𝐷2) = 0, (7)

𝐿(𝑧, 𝑝) = (𝑏𝑝−𝑏𝑤−𝑝)𝑧−(𝑏𝑝−𝑏𝑠−𝑝)
w 𝑧

0
𝐹 (𝜀)d𝜀−

(𝜆− 1)(𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝)
w 𝐷2

0
𝐹 (𝜀)d𝜀−

(𝜆− 1)𝑝𝐷2𝐹 (𝐷2) = 0. (8)

定理 2 乘法需求情形下的损失规避报童模型.

若 (𝑧∗, 𝑝∗)满足

𝑔(𝑧∗) ⩾ 𝑝(𝑏𝑝∗ − 𝑏𝑠− 𝑝∗)
(𝑏− 1)(𝑝∗ − 𝑠)2𝑏

> 0,

零售商的期望效用函数𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]在 (𝑧∗, 𝑝∗)的

Hessian矩阵是负定的, 则满足式 (7)和 (8)的最优库

存因子和销售价格 (𝑧∗, 𝑝∗)可使得损失规避的零售商

的期望效用达到最大.

证证证 明明明 令𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]表 示𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]的

Hessian矩阵, 要证明𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]是负定的, 只需证

明如下两个条件:

1)
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧2
< 0;

2) ∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗) > 0.

为了验证条件 1),对式 (6)求 𝑧的二阶偏导,得
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧2
=

− 𝑦(𝑝)[(𝑝− 𝑠)𝑓(𝑧) + (𝜆− 1)
(𝑤 − 𝑠)2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠
< 0;

为了验证条件 2),对式 (6)求 𝑧、𝑝的混合偏导,得
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∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧∂𝑝
=

−𝑎𝑝−𝑏−1
[
(𝑏𝑝−𝑏𝑠−𝑝)𝐹 (𝑧)−𝑏(𝑤−𝑠)−

(𝜆−1)(𝑤−𝑠)𝑏𝐹 (𝐷2)−(𝜆−1)
(𝑤−𝑠)𝑝𝐷2𝑓(𝐷2)

𝑝−𝑠

]
.

对式 (6)求 𝑝的二阶偏导,得
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑝2
=

𝑎𝑝−𝑏−2
{
𝑏𝑧[(𝑏− 1)𝑝− (𝑏+ 1)𝑤]−

𝑏[(𝑏− 1)𝑝− (𝑏+ 1)𝑠]
w 𝑧

0
𝐹 (𝜀)d𝜀−

(𝜆− 1)𝑏[(𝑏− 1)𝑝− (𝑏+ 1)𝑠]
w 𝐷2

0
𝐹 (𝜀)d𝜀−

2(𝜆− 1)𝑏𝑝𝐷2𝐹 (𝐷2)− (𝜆− 1)
𝑝2𝐷2

2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠

}
.

则

∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧2
∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧∂𝑝

∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑧∂𝑝

∂2𝐸[𝑈(Π (𝑧, 𝑝))]

∂𝑝2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

𝑎2𝑝−2𝑏−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(𝑝− 𝑠)𝑓(𝑧) + (𝜆− 1)
(𝑤 − 𝑠)2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠

(𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝)𝐹 (𝑧)− 𝑏(𝑤 − 𝑠)− (𝜆− 1)(𝑤−
𝑠)𝑏𝐹 (𝐷2)− (𝜆− 1)

(𝑤 − 𝑠)𝑝𝐷2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠

(𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝)𝐹 (𝑧)− 𝑏(𝑤 − 𝑠)− 𝑏𝑧[(𝑏− 1)𝑝− (𝑏+ 1)𝑤]− 𝑏[(𝑏− 1)𝑝− (𝑏+ 1)𝑠]

(𝜆− 1)(𝑤 − 𝑠)𝑏𝐹 (𝐷2)−
w 𝑧

0
𝐹 (𝜀)d𝜀− (𝜆− 1)𝑏[(𝑏− 1)𝑝− (𝑏+ 1)𝑠]

w 𝐷2

0
𝐹 (𝜀)d𝜀−

(𝜆− 1)
(𝑤 − 𝑠)𝑝𝐷2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠
2(𝜆− 1)𝑏𝑝𝐷2𝐹 (𝐷2)− (𝜆− 1)

𝑝2𝐷2
2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

𝑎2𝑝−2𝑏−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(𝑝− 𝑠)𝑓(𝑧) + (𝜆− 1)

(𝑤 − 𝑠)2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠
−
[
𝑝𝐹 (𝑧) + (𝜆− 1)

(𝑤 − 𝑠)𝑝𝐷2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠

]
−
[
𝑝𝐹 (𝑧) + (𝜆− 1)

(𝑤 − 𝑠)𝑝𝐷2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠

] (𝑏− 1)𝑝𝑏𝑧(𝑝− 𝑠)𝐹 (𝑧)

𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝
+ (𝜆− 1)

𝑝2𝐷2
2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (9)

令

Λ = (𝜆− 1)
(𝑤 − 𝑠)2𝑓(𝐷2)

𝑝− 𝑠
,

则式 (9)可以整理得∣∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]

∣∣
(𝑧∗,𝑝∗) =

𝑎2𝑝−2𝑏−1

∣∣∣∣∣∣∣
(𝑝− 𝑠)𝑓(𝑧) + Λ

−
(
𝑝𝐹 (𝑧) +

𝑝𝑧Λ

𝑝− 𝑠

) ⇒

⇐
−
(
𝐹 (𝑧) +

𝑧Λ

𝑝− 𝑠

)
(𝑏− 1)𝑏𝑧(𝑝− 𝑠)𝐹 (𝑧)

𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝
+

𝑝𝑧2Λ

(𝑝− 𝑠)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
𝑎2𝑝−2𝑏−1

{[ (𝑏− 1)𝑏𝑧(𝑝− 𝑠)𝑓(𝑧)

𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝
−

𝑝𝐹 (𝑧)
]
𝐹 (𝑧) +

[( (𝑏− 1)𝑏(𝑝− 𝑠)

𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝
−

2𝑝

𝑝− 𝑠

)
𝐹 (𝑧) +

𝑝𝑧𝑓(𝑧)

𝑝− 𝑠

]
𝑧Λ

}
.

若 (𝑧∗, 𝑝∗)满足

𝑔(𝑧∗) ⩾ 𝑝(𝑏𝑝∗ − 𝑏𝑠− 𝑝∗)
(𝑏− 1)(𝑝∗ − 𝑠)2𝑏

,

则有
𝑧𝑓(𝑧)

𝐹 (𝑧)
⩾ 𝑝(𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝)

(𝑏− 1)(𝑝− 𝑠)2𝑏
,

使得式 (9)大括号中的第 1部分必非负.又由于
𝑝(𝑏𝑝∗ − 𝑏𝑠− 𝑝∗)
(𝑏− 1)(𝑝∗ − 𝑠)2𝑏

> 0,

则必有 (𝑏− 1)𝑝− 𝑏𝑠 > 0,易得 𝑠 <
(
1− 1

𝑏

)
𝑝,从而有[ (𝑏− 1)𝑏(𝑝− 𝑠)

𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝
− 2𝑝

𝑝− 𝑠

]
𝐹 (𝑧) +

𝑝𝑧𝑓(𝑧)

𝑝− 𝑠
⩾[ (𝑏− 1)𝑏(𝑝− 𝑠)

𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝
− 2𝑝

𝑝− 𝑠
+

𝑝2(𝑏𝑝− 𝑏𝑠− 𝑝)

(𝑝− 𝑠)3(𝑏− 1)𝑏

]
𝐹 (𝑧) ⩾

2
[√ (𝑏−1)𝑏(𝑝−𝑠)

𝑏𝑝−𝑏𝑠−𝑝
⋅ 𝑝

2(𝑏𝑝−𝑏𝑠−𝑝)

(𝑝−𝑠)3(𝑏−1)𝑏
− 𝑝

𝑝−𝑠

]
𝐹 (𝑧) = 0.

可以保证以上 ∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗)运算结果中

的第 2项大于等于 0. 所以,

∣𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]∣(𝑧∗,𝑝∗) > 0.

这说明𝐻𝐸[𝑈(Π (𝑧,𝑝))]在 (𝑧∗, 𝑝∗)是负定的.

另外,由式 (3)易得

𝑝 = 𝑤 + (𝑝− 𝑠)𝐹 (𝑧)+

(𝜆− 1)(𝑤 − 𝑠)𝐹 (𝐷2 − 𝑦(𝑝)) ⩾ 𝑤,

可保证零售商的最优价格不小于进货价格.

综上所证,当 (𝑧∗, 𝑝∗)满足

𝑔(𝑧∗) ⩾ 𝑝(𝑏𝑝∗ − 𝑏𝑠− 𝑝∗)
(𝑏− 1)(𝑝∗ − 𝑠)2𝑏

> 0

时,损失规避的零售商在 (𝑧∗, 𝑝∗)效用达到最大. □
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3 数数数值值值分分分析析析

下面通过两个数值例子讨论在不同的商品定价

情形下,零售商损失规避行为对最优库存因子和最优

订货的影响,并进一步讨论零售商的损失规避行为对

其最优定价、最优订货的影响.

3.1 加加加法法法需需需求求求情情情形形形

对于加法需求情形, 假设 𝜀服从区间 [−𝐴,𝐴]上

的均匀分布,模型参数设置为: 𝐴 = 2, 𝑤 = 5, 𝑠 = 3,

𝑎 = 150, 𝑏 = 5. 首先讨论商品销售价格处于不同情

形时,零售商的损失规避行为对最优库存因子和最优

订货的影响.考虑到商品的销售价格不能小于其进货

价格,假设销售价格的范围为 [5, 25]. 𝜆分别取 1、1.1、

1.2、1.3和 1.4,最优库存因子和最优订货量随着商品

销售价格的变化趋势如图 1和图 2所示.

5 15 25

-2

12

5

p

z

图 1 加法需求情形下价格变化对最优库存因子 𝑧∗的影响

λ=1 λ=1.1

λ=1.2 λ=1.3

λ=1.4

5 15 25

20

130

75

p

q

图 2 加法需求情形下价格变化对最优订货量 𝑞∗的影响

由图 1可知: 当𝜆 = 1,即零售商没有损失规避行

为时, 最优库存因子随着商品价格的增大而增大;但

当零售商具有损失规避行为时,随着商品价格的增大,

最优库存因子先增大再减小, 最终趋于稳定. 从图 1

中曲线的趋势可以看出, 当商品价格不是特别大时,

最优库存因子会达到最大峰值.由于库存因子表示的

是订货量与均值需求之间的偏差, 当商品价格不是

很大时, 损失规避零售商的这种偏差会随着价格的

增大而变大;但当商品价格比较大时 (如图 1中价格 𝑝

> 10), 损失规避零售商的订货量与均值需求之间的

偏差会随着价格的增大而变小. 这表明当商品价格不

是很大时, 与无损失规避行为的零售商一样, 当商品

价格增大时,具有损失规避行为的零售商确定的订货

量与均值需求之间的偏差也会越来越大;而在商品价

格较大时,零售商的损失规避行为却使得零售商的订

货量与均值需求之间的偏差随价格增大而变得越来

越小. 损失规避行为使零售商对损失的厌恶程度大于

同样大小的收益,因此当商品定价比较高时, 零售商

会降低订货量与均值需求之间的偏差来减少损失.这

表明, 如果商品定价越高, 零售商的订货量会越趋近

均值需求,损失规避行为使得零售商的订货决策越保

守,倾向于把握均值需求而不愿冒风险.

比较图 1中的 5条曲线可以发现,当选择相同的

商品价格时, 损失规避行为程度越大,零售商选择的

最优库存因子越大.也就是说, 零售商的损失规避行

为程度越大,其最优订货量与均值需求之间的偏差将

越大. 同样的, 比较图 2中的五条曲线, 可以发现, 当

面临相同的商品价格时,零售商的损失规避行为程度

越大,其选择的最优订货量将越大.

表 1 加法需求情形下,损失规避零售商的最优决策

𝜆 𝑝∗ 𝑧∗ 𝑞∗ 𝐸(Π ) 𝐸(𝑈(Π ))

1 17.546 1.45 63.719 785.062 785.062

1.1 22.836 1.899 37.722 645.003 390.81

1.2 25.676 1.957 23.578 454.464 237.97

1.3 26.867 1.971 17.637 350.547 170.39

1.4 27.503 1.977 14.469 289.375 132.654

结合表 1分析,零售商选择的最优零售价格随着

其损失规避行为程度的增大而变大;最优库存因子也

随着其损失规避行为程度的增大而变大,即最优订货

量与均值需求之间的偏差随着其损失规避行为程度

的增大而增大; 但当零售商的损失规避行为程度越

大,表明其对损失越厌恶, 为了尽可能地降低自身损

失,零售商选择的最优订货量将越来越小. 这表明,损

失规避行为程度更大的零售商将选择少订货高价格

的策略来降低损失.同时,不论是零售商的期望收益,

还是零售商的期望效用,都随着其损失规避行为程度

的增大而减少. 损失规避零售商期望效用的经济学意

义是零售商在风险中性条件下获得的期望收益与在

订货过量时所造成的更大 (𝜆 − 1 ⩾ 0)心理损失之和.

对比表 1的最后两列可以发现,损失规避行为程度越

大,零售商的最优决策是通过降低订货过量来减少这

种更大心理损失,这反映了损失规避零售商厌恶损失

的本质.

3.2 乘乘乘法法法需需需求求求情情情形形形

对于乘法需求情形, 假设 𝜀服从区间 [𝐴,𝐵]上的

均匀分布,模型参数设置为: 𝐴 = 0.8, 𝐵 = 1.2, 𝑤 = 5,

𝑠 = 3, 𝑎 = 1000, 𝑏 = 2. 首先讨论商品销售价格处于

不同情形时,零售商的损失规避行为对最优库存因子

和最优订货的影响.考虑到商品的销售价格不能小于

其进货价格,假设销售价格的范围为 [5, 25]. 𝜆分别取

值为 1、1.5、2、2.5和 3, 最优库存因子和最优订货量



1826 控 制 与 决 策 第 30 卷

随着商品销售价格的变化趋势如图 3和图 4所示.
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图 3 乘法需求情形下价格变化对最优库存因子 𝑧∗的影响
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图 4 乘法需求情形下价格变化对最优订货量 𝑞∗的影响

由图 3可知,当𝜆 = 1,即零售商没有损失规避行

为时, 最优库存因子随着商品价格的增大而增大.由

于库存因子表示的是零售商的订货量与均值需求之

间的比例关系,商品价格越大,损失规避行为中性的

零售商的最优订货量与均值需求的比将越大. 但是,

当零售商具有损失规避行为时,随着商品价格的增大,

最优库存因子先增大再减小, 并最终趋于稳定.当商

品价格不是很大时,损失规避零售商的最优订货量与

均值需求的比随着价格的增大而变大,最优订货量可

以达到均值需求量的 1.1∼ 1.3倍;但当商品价格比较

大时 (如图 3中价格 𝑝 > 10),损失规避零售商的订货

量与均值需求比会随着价格的增大而变小. 对比图 1

中的加法需求情形,乘法需求情形下的最优库存因子

随价格变化的趋势更加平缓.损失规避行为表示的是

零售商对损失的厌恶程度大于同样大小的收益,在商

品价格不是很大时,与无损失规避行为的零售商一样,

损失规避零售商的订货量与均值需求之间的比随价

格增大而变得越来越大,即其最优订货量越来越高于

均值需求; 而在商品价格较大时, 损失规避行为使得

零售商的订货量与均值需求之间的比随价格增大而

变得越来越小, 并趋于稳定, 零售商的损失规避行为

使得其最优订货量越来越趋于均值需求,这体现了损

失规避行为零售商保守的订货决策.

比较图 3中的 5条曲线可以发现,当选择相同的

商品价格时, 损失规避行为程度越大,零售商选择的

最优库存因子越大.也就是说, 零售商的损失规避行

为程度越大,其最优订货量将越高于均值需求. 同样

的,对比图 4中的 5条曲线可以发现,当面临相同的商

品价格时, 零售商的损失规避行为程度越大,其选择

的最优订货量将越大.但与图 2中加法情形不同的是,

乘法需求下的最优订货量关于商品价格以凹函数的

形式递减, 随着商品价格的变大,最优订货量将显著

降低. 这表明乘法需求情形下价格变化对最优订货量

的影响要大于加法需求情形下价格变化对最优订货

量的影响.

表 2 乘法需求情形下,损失规避零售商的最优决策

𝜆 𝑝∗ 𝑧∗ 𝑞∗ 𝐸(Π ) 𝐸(𝑈(Π ))

1 8.372 1.051 14.995 105.842 105.842

1.5 7.39 1.087 19.909 103.599 91.272

2 6.874 1.111 23.5 99.753 66.073

2.5 6.605 1.125 25.776 96.601 36.297

3 6.451 1.134 27.247 94.32 4.797

由表 2可知:在乘法需求情形下,当𝜆取值在 1 ∼
3之间,零售商选择的最优零售价格随着其损失规避

行为程度的增大而变小;最优库存因子将随着其损失

规避行为程度的增大而变大,即最优订货量与均值需

求的比随着其损失规避行为程度的增大而增大;但当

零售商的损失规避行为程度更大时,表明其更加厌恶

损失,为了尽可能地降低自身损失,零售商选择的最

优订货量将越来越大.这表明在面临乘法需求情形时,

损失规避行为程度更大的零售商将选择多订货低价

格的策略来降低损失,这与加法需求情形下采取的策

略恰好相反.同时, 零售商的期望收益与期望效用随

着其损失规避行为程度的增大而减少. 损失规避零售

商期望效用的经济学意义是零售商在风险中性条件

下获得的期望收益与在订货过量时所造成的更大 (𝜆

− 1 ⩾ 0)心理损失之和.对比表 2的最后两列可以发

现, 损失规避行为程度越大,零售商因订货过量而造

成的更大心理损失将越大.此时零售商的最优决策是

通过降低订货过量来减少这种更大心理损失,这反映

了损失规避零售商厌恶损失的本质.

通过以上分析,对比两种需求情形容易发现,不

论是面临加法需求情形还是面临乘法需求情形,损失

规避行为程度增大,零售商都会选择较低的最优商品

定价, 这表明零售商应对市场风险均采取低价策略,

进而降低其期望收益和期望效用. 但不同的是,在面

临加法需求时,零售商确定的最优订货量会随着损失

规避行为的增大而增大,而零售商在乘法需求情形下

确定的最优订货量会随着损失规避行为的增大而减

小. 综上所述,损失规避行为程度越大,零售商为了规

避损失,在加法需求情形下应采取低价低量策略,而

在乘法需求情形下应采取低价高量策略.
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4 结结结 论论论

本文基于报童模型,采用前景理论刻画零售商的

损失规避行为,分别考虑需求关于价格的加法需求情

形和乘法需求情形,研究了具有损失规避行为的零售

商的商品订货量与定价联合决策问题;分别对加法需

求情形和乘法需求情形给出了损失规避零售商最优

策略存在的充分条件;通过算例分析,得到了最优库

存因子和最优订货量关于商品价格的变化趋势,并发

现: 面临相同商品价格时,相对于损失规避中性的零

售商, 损失规避零售商的最优订货量较大,并且损失

规避零售商的最优订货量随着其损失规避行为程度

的增大而增大.

当面临加法需求情形时,随着其损失规避行为程

度的增大,零售商选择的最优零售价格越来越大,而

最优订货量越来越小. 损失规避行为程度增大,零售

商将选择少订货高价格的策略来降低损失.当面临乘

法需求情形时, 随着其损失规避行为程度的增大,零

售商选择的最优零售价格越来越小,而零售商选择的

最优订货量越来越大.损失规避行为程度增大,零售

商采取与加法需求情形恰好相反的策略,将选择多订

货低价格的策略来降低损失.

下一步的拓展方向为:分别在加法需求情形和乘

法需求情形下,考虑具有损失规避零售商的两阶段供

应链的协调策略研究等.
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