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摘 要: 针对一类非正则分布参数系统的迭代学习控制问题进行讨论,该类分布参数系统由抛物型偏微分方程构成.

基于非正则系统的特点,使用D型学习律构建得到迭代学习控制律,并基于压缩映射原理,证明得到输出跟踪误差

在𝐿2范数意义下沿迭代轴方向的收敛性结论.仿真算例表明了所提出结论的有效性.
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Abstract: The problem of iterative learning control for a class of irregular distributed parameter systems is considered.

The considered distributed parameter systems are composed of parabolic partial differential equations. According to the

characteristics of the irregular systems, iterative learning control laws are proposed for such irregular distributed parameter

systems by using the D-type learning scheme. Convergence of the output tracking errors in 𝐿2 norm along the iteration axis

is proved based on the contraction mapping method. A simulation example shows the feasibility and effectiveness of the

obtained conclusion.
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0 引引引 言言言

自Arimoto等[1]于 1984年首次提出完整的控制

算法后, 迭代学习控制设计便成为近年来自动控制

领域研究的热点问题, 并引起人们的广泛关注.针对

需要跟踪的理想输出,迭代学习控制设计的基本思想

是: 在重复受控的有限时间段内,结合系统所满足的

性质,使用合适的学习律,通过反复迭代,不断地修正

输出跟踪误差,并最终使得系统的输出完全跟踪给定

的理想输出.在迭代学习的控制设计过程中, 采用较

多的是两类学习律: D型学习律[1-3]和 P型学习律[4-6].

由偏微分方程,或偏微分-积分方程,或偏微分方

程与常微分方程耦合的方程描述的控制系统称为分

布参数系统.许多实际问题都可以用分布参数系统模

型刻画[7],如弹性振动系统的控制、温度场的控制、核

反应堆的控制、带柔性连杆的机器人等. 近年来,有关

分布参数系统的研究工作已取得了许多成果[8-10]. 由

于分布参数系统变量涉及到无穷维函数空间, 至今,

就迭代学习控制而言,尽管其在由常微分方程描述的

集中参数系统中的研究成果已很多,但在分布参数系

统中的研究成果并不多.文献 [7,11-13]研究了抛物型

分布参数系统的迭代学习控制问题;文献 [14]针对一

类一阶双曲型分布参数系统,构建得到了迭代学习控

制器; 文献 [15]利用 P型学习律, 对一类二阶双曲型

分布参数系统进行了迭代学习控制设计.上述工作针

对的均为正则系统 (系统的输入、输出有直输通道),

并采用了适合正则系统的 P型学习律进行控制设计.

至今,针对分布参数系统的迭代学习控制设计涉及的

多为正则系统. 文献 [16]利用算子半群理论, 借助于

D型学习律,对一类非正则 (系统的输入、输出无直输

通道)抛物型分布参数系统进行了迭代学习控制设

计,然而这类借助于算子半群理论为工具的方法所获

得的结论有一个共同的不足之处就是在具体应用中

收稿日期: 2014-09-03；修回日期: 2014-11-26.

基金项目: 国家自然科学基金项目(11371013).

作者简介: 傅勤(1962−),男,副教授,博士,从事分散控制、非线性系统鲁棒控制、迭代学习控制等研究.



第 1期 傅 勤 : 非正则分布参数系统的迭代学习控制 115

难以验证[17], 故对非正则分布参数系统寻求一种

实用有效的设计方法一直是分布参数系统迭代学习

控制领域的一个重要课题.

本文针对一类非正则抛物型分布参数系统, 研
究其迭代学习控制设计问题.采用适合非正则系统的
D型学习律设计得到迭代学习控制器,借助于泛函分
析中的相关知识, 并基于压缩映射原理, 证明得到系
统的输出跟踪误差在𝐿2范数意义下沿迭代轴方向的

收敛性结论.

1 问问问题题题描描描述述述

本文给出如下符号约定: 对于二元函数𝑄(𝑥, 𝑡) ∈
𝑅
∩
𝐿2[0, 1], 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],记

∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1] =

√w 1

0
𝑄2(𝑥, 𝑡)d𝑥,

定义 ∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝑠 = sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2[0,1], 对于

给定的𝜆 > 0,定义

∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 = sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

e−𝜆𝑡∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2[0,1].

由文献 [6]可知, 使用 ∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝑠证明收敛性结

果与使用 ∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆证明收敛性结果是等效的.
对于函数𝑄(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅

∩
𝐿2(Ω), Ω = [0, 1] × [0, 𝑇 ],记

∥𝑄(𝑥, 𝑡)∥𝐿2(Ω) =

√w 𝑇

0

w 1

0
𝑄2(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡.

考虑如下形式的非正则抛物型分布参数系统:⎧⎨⎩
∂𝑄(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
= 𝑎2

∂2𝑄(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
+𝐴𝑄(𝑥, 𝑡) +𝐵𝑢(𝑥, 𝑡),

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑄(𝑥, 𝑡).

(1)

其中: (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 1)× [0, 𝑇 ]; 𝑄(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑦(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅

分别为系统的状态、控制输入和输出.

对系统 (1),给出如下假设条件.

假设 1 对于给定的初值𝑄(𝑥, 0)、边值𝑄(0, 𝑡)(
或

∂𝑄(𝑥, 𝑡)

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=0

)
、𝑄(1, 𝑡)

(
或
∂𝑄(𝑥, 𝑡)

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=1

)
和控制

输入𝑢(𝑥, 𝑡),系统 (1)的解𝑄(𝑥, 𝑡)在 (0, 1)× [0, 𝑇 ]内存

在唯一.

假设 2 𝐶𝐵 > 0, 𝐴 < 0.

假设 3 对于给定的理想轨迹 𝑦𝑟(𝑥, 𝑡),存在唯一
的控制输入𝑢𝑟(𝑥, 𝑡),使得⎧⎨⎩
∂𝑄𝑟(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
= 𝑎2

∂2𝑄𝑟(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
+𝐴𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) +𝐵𝑢𝑟(𝑥, 𝑡),

𝑦𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑄𝑟(𝑥, 𝑡).

其中 (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 1)× [0, 𝑇 ].

设动态系统 (1)在有限区间 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]内是可重复

的,在迭代学习过程中,迭代第 𝑘次时系统 (1)即为⎧⎨⎩
∂𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
= 𝑎2

∂2𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
+𝐴𝑄𝑘(𝑥, 𝑡) +𝐵𝑢𝑘(𝑥, 𝑡),

𝑦𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑄𝑘(𝑥, 𝑡).

(2)

其中 (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 1)× [0, 𝑇 ].

假设 4 系统的初值定位条件为𝑄𝑘(𝑥, 0) =

𝑄𝑟(𝑥, 0),边值定位条件为

𝑄𝑘(0, 𝑡)=𝑄𝑟(0, 𝑡)或
∂𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=0

=
∂𝑄𝑟(𝑥, 𝑡)

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=0

,

𝑄𝑘(1, 𝑡)=𝑄𝑟(1, 𝑡)或
∂𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=1

=
∂𝑄𝑟(𝑥, 𝑡)

∂𝑥

∣∣∣
𝑥=1

,

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ .
学习控制的目的是寻求适当的学习律,使得迭代

学习序列 𝑦𝑘(𝑥, 𝑡)在𝐿2空间内一致收敛于理想的输

出 𝑦𝑟(𝑥, 𝑡),即

lim
𝑘→∞

∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝑠 = 0,

其中 𝑒𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑦𝑟(𝑥, 𝑡)− 𝑦𝑘(𝑥, 𝑡).

由泛函分析知识[18]可知, 自反Banach空间ℵ中
的任何有界序列 {𝜑𝑛}必有一个在ℵ中弱收敛的子列,

空间𝐿𝑝(Ω)(1 < 𝑝 < +∞)是自反的Banach空间.结

合弱收敛的定义[18]和本文中的𝐿2(Ω)空间, 注意到

(𝐿2(Ω))∗ = 𝐿2(Ω)((𝐿2(Ω))∗表示空间𝐿2(Ω)的共轭

空间),给出引理 1.

引理 1 设 {𝜑𝑛}为𝐿2(Ω)中的任一有界序列,

即 ∥𝜑𝑛∥𝐿2(Ω) ⩽ 𝑀 (𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ), 则存在子列 {𝜑𝑛𝑗}
⊂ {𝜑𝑛},并存在𝜑 ∈ 𝐿2(Ω),使得 {𝜑𝑛𝑗}在𝐿2(Ω)中弱

收敛于𝜑,即对于任意𝜓 ∈ (𝐿2(Ω))∗ = 𝐿2(Ω),都有

lim
𝑗→∞

𝜓(𝜑𝑛𝑗 ) = lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0
𝜑𝑛𝑗𝜓d𝑥d𝑡 =w 𝑇

0

w 1

0
𝜑𝜓d𝑥d𝑡 = 𝜓(𝜑).

注意到文献 [19]中的推论 1, 1 < 𝑞 < +∞, 如

果 {𝜑𝑛}在𝐿𝑞(Ω)中弱收敛于𝜑, {𝜓𝑛}在 (𝐿𝑞(Ω))∗中

弱收敛于𝜓,则有

lim
𝑛→∞

w
Ω
𝜑𝑛𝜓𝑛d𝑥 =

w
Ω
𝜑𝜓d𝑥.

结合本文的𝐿2(Ω)空间,给出引理 2.

引理 2 如果 {𝜑𝑛}在𝐿2(Ω)中弱收敛于𝜑, {𝜓𝑛}
在𝐿2(Ω)中弱收敛于𝜓,则有

lim
𝑛→∞

w 𝑇

0

w 1

0
𝜑𝑛𝜓𝑛d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

w 1

0
𝜑𝜓d𝑥d𝑡.

特别地,当𝜓𝑛 = 𝜑𝑛时,有

lim
𝑛→∞

∥𝜑𝑛∥2𝐿2(Ω) = lim
𝑛→∞

w 𝑇

0

w 1

0
𝜑2
𝑛d𝑥d𝑡 =w 𝑇

0

w 1

0
𝜑2d𝑥d𝑡 =∥𝜑∥2𝐿2(Ω).

由收敛序列与其子列间的关系可知, 如果 {𝜑𝑛}
在𝐿2(Ω)中弱收敛于𝜑,则 {𝜑𝑛}的任何子列在𝐿2(Ω)

中也弱收敛于𝜑. 利用有界序列的子列仍为有界序列,

采用子列中再取子列的方法,反复套用引理 1,可得性

质 1.

性质 1 𝐿2(Ω)中的𝑚个有界序列 {𝜑1
𝑛}, {𝜑2

𝑛},
⋅ ⋅ ⋅ , {𝜑𝑚

𝑛 },可相应找到相同序号的𝑚个子列 {𝜑1
𝑛𝑗
} ⊂

{𝜑1
𝑛}, {𝜑2

𝑛𝑗
} ⊂ {𝜑2

𝑛}, ⋅ ⋅ ⋅ , {𝜑𝑚
𝑛𝑗
} ⊂ {𝜑𝑚

𝑛 },使得 {𝜑1
𝑛𝑗
},
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{𝜑2
𝑛𝑗
}, ⋅ ⋅ ⋅ , {𝜑𝑚

𝑛𝑗
}在𝐿2(Ω)中弱收敛.

注 1[18] 空间ℵ是自反的, (ℵ∗)∗ = ℵ.

引理 3[20] 设 {𝑎𝑘}, {𝑏𝑘}是满足 𝑎𝑘+1 ⩽ 𝜌𝑎𝑘 + 𝑏𝑘

(0 ⩽ 𝜌 < 1)的非负实数数列,如果有 lim
𝑘→∞

𝑏𝑘 = 0,则

有 lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 0.

2 主主主要要要结结结果果果

对系统 (1)构建D型学习律

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝑝
∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
, (3)

其中 𝑝 > 0为学习增益.记

𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑄𝑘+1(𝑥, 𝑡)−𝑄𝑘(𝑥, 𝑡),

𝛿𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡),

𝛿𝑦𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑦𝑘+1(𝑥, 𝑡)− 𝑦𝑘(𝑥, 𝑡),

由式 (2)有
∂(𝛿𝑦𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
= 𝐶

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
=

𝐶
{
𝑎2
∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
+𝐴𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡) +𝐵𝛿𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)

}
.

再由 𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)− 𝛿𝑦𝑘(𝑥, 𝑡),结合式 (3)可得
∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
=

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
− ∂(𝛿𝑦𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
=

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
−

𝐶
{
𝑎2
∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
+𝐴𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡) +𝐵𝛿𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)

}
=

(1− 𝐶𝐵𝑝)
∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
− 𝐶𝑎2

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
−

𝐶𝐴𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡). (4)

选取学习增益 𝑝,使得

0 < 𝐶𝐵𝑝− 1 < 1 (5)

成立,则有以下引理 4.

引理 4 若假设 1∼假设 4和式 (5)成立, 则D型

学习律 (3)作用于式 (1)时, 存在子列
{∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
,{∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
,
{∂2(𝑒𝑘𝑗

(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
,
{∂2(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
,

{𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)},
{∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
在𝐿2(Ω)中弱收敛, 且

{𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)},
{∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
弱收敛于Ω上的零函

数.

证证证明明明 注意到

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
− ∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
= 𝐶

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
,

式 (4)两端乘以
∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
− ∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
,得(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
− ∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

)∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
=

(1− 𝐶𝐵𝑝)×

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

− ∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

)∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

−

𝐶2𝑎2
∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
−

𝐶2𝐴
∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡). (6)

对式 (6)右端第 2项应用分部积分公式,有w 1

0

{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}
d𝑥 ={∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}∣∣∣1
0
−

w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
d𝑥.

由假设 4中的边值定位条件,可知{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}∣∣∣1
0
= 0,

所以 w 1

0

{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}
d𝑥 =

−
w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
d𝑥 =

−
w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥∂𝑡

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
d𝑥 =

− 1

2

w 1

0

∂

∂𝑡

((∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2)
d𝑥 =

− 1

2

d

d𝑡

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)
)

∂𝑥

)2

d𝑥.

利用假设 4中的初值定位条件, 对上式两端从 0到 𝑡

积分,有w 𝑡

0

w 1

0

{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝑥2

}
d𝑥d𝜉 =

− 1

2

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥. (7)

对式 (6)右端第 3项积分,有w 1

0

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)d𝑥 =

1

2

d

d𝑡

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥.

利用假设 4中的初值定位条件, 对上式两端从 0到 𝑡

积分,可得w 𝑡

0

w 1

0

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝜉)d𝑥d𝜉 =

1

2

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥. (8)

对式 (6)两端变量𝑥从 0到 1积分, 变量 𝑡从 0到 𝑡积

分,结合式 (7)和 (8),有w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉−

(2− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑡

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉−

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉+

𝐶2𝑎2

2

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥−
𝐶2𝐴

2

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥 = 0. (9)
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注意到假设 2中的𝐴 < 0,式 (9)取 𝑡 = 𝑇 ,可得w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉−

(2− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉−

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉 ⩽ 0. (10)

由𝐿2(Ω)范数,并应用Cauchy-Schwarz不等式,有w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉 ⩽√w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉×√w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉 =∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥
𝐿2(Ω)

∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

∥∥∥
𝐿2(Ω)

.

由式 (5)有 2− 𝐶𝐵𝑝 > 0,式 (10)结合上式,可得∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
−

(2− 𝐶𝐵𝑝)
∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥
𝐿2(Ω)

∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

∥∥∥
𝐿2(Ω)

−

(𝐶𝐵𝑝− 1)
∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
⩽

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉−

(2− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉−

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉 ⩽ 0.

记 𝑐𝑘 =
∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥
𝐿2(Ω)

,上式可化为

𝑐2𝑘+1 − (2− 𝐶𝐵𝑝)𝑐𝑘+1𝑐𝑘 − (𝐶𝐵𝑝− 1)𝑐2𝑘 ⩽ 0.

解之可得

−(𝐶𝐵𝑝− 1)𝑐𝑘 ⩽ 𝑐𝑘+1 ⩽ 𝑐𝑘.

因为 𝑐𝑘 ⩾ 0,结合式 (5)的𝐶𝐵𝑝− 1 > 0,有

0 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑐𝑘+1 ⩽ 𝑐𝑘 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑐0. (11)

结论 1
{∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
、
{∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
为有界

序列.

对式 (9)两端变量 𝑡从 0到𝑇 积分,得到w 𝑇

0

w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉d𝑡−

(2−𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 𝑡

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉d𝑡−

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 𝑇

0

w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉d𝑡+

𝐶2𝑎2

2

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡−
𝐶2𝐴

2

w 𝑇

0

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥d𝑡 = 0. (12)

应用Cauchy-Schwarz不等式,有w 𝑇

0

w 𝑡

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉d𝑡 ⩽√w 𝑇

0

w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉d𝑡×√w 𝑇

0

w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉d𝑡.

记

𝑑𝑘 =

√w 𝑇

0

w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉d𝑡,

注意到 2− 𝐶𝐵𝑝 > 0,式 (12)结合上式,有

𝑑2𝑘+1 − (2− 𝐶𝐵𝑝)𝑑𝑘+1𝑑𝑘 − (𝐶𝐵𝑝− 1)𝑑2𝑘+

𝐶2𝑎2

2

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡−
𝐶2𝐴

2

w 𝑇

0

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥d𝑡 ⩽ 0. (13)

注意到𝐴 < 0,由式 (13)可得

𝑑2𝑘+1 − (2− 𝐶𝐵𝑝)𝑑𝑘+1𝑑𝑘 − (𝐶𝐵𝑝− 1)𝑑2𝑘 ⩽ 0.

同前面过程, 有 0 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑑𝑘+1 ⩽ 𝑑𝑘 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑑0, 由

此可知序列 {𝑑𝑘}的极限存在,记 lim
𝑘→∞

𝑑𝑘 = 𝜃 ⩾ 0. 由

式 (13)和𝐴 < 0,可得

0 ⩽ 𝐶2𝑎2

2

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡−
𝐶2𝐴

2

w 𝑇

0

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥d𝑡 ⩽

− 𝑑2𝑘+1 + (2− 𝐶𝐵𝑝)𝑑𝑘+1𝑑𝑘 + (𝐶𝐵𝑝− 1)𝑑2𝑘. (14)

而

lim
𝑘→∞

{−𝑑2𝑘+1 + (2− 𝐶𝐵𝑝)𝑑𝑘+1𝑑𝑘 + (𝐶𝐵𝑝− 1)𝑑2𝑘} =

− 𝜃2 + (2− 𝐶𝐵𝑝)𝜃𝜃 + (𝐶𝐵𝑝− 1)𝜃2 = 0,

利用夹逼准则,由式 (14)可得

lim
𝑘→∞

{𝐶2𝑎2

2

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡−
𝐶2𝐴

2

w 𝑇

0

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥d𝑡
}
= 0.

又因为𝐴 < 0,所以有

lim
𝑘→∞

∥𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2(Ω) =

lim
𝑘→∞

w 𝑇

0

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥d𝑡 = 0, (15)

lim
𝑘→∞

∥∥∥∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
=

lim
𝑘→∞

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡 = 0. (16)

结论 2 序列 {𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)}、
{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
有界.

结论 3 序列 {𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)}、
{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
的任

一弱收敛子列必弱收敛于Ω上的零函数.

设 {𝛿𝑄𝑘𝑖(𝑥, 𝑡)}为 {𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)}的一个弱收敛子
列,且弱收敛于 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(Ω),则由引理 2有
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lim
𝑖→∞

∥𝛿𝑄𝑘𝑖(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2(Ω) =

lim
𝑖→∞

w 𝑇

0

w 1

0
(𝛿𝑄𝑘𝑖(𝑥, 𝑡))

2d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

w 1

0
(𝑓(𝑥, 𝑡))2d𝑥d𝑡 =∥𝑓(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2(Ω).

由式 (15)可知

lim
𝑖→∞

∥𝛿𝑄𝑘𝑖(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2(Ω) = 0,

所以 ∥𝑓(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2(Ω) = 0, 由此有 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0(∀(𝑥, 𝑡) ∈
Ω), 即 {𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)}的任一弱收敛子列弱收敛于Ω上

的零函数. 同样,由式 (16)可得,
{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
的任

一弱收敛子列弱收敛于Ω上的零函数.

式 (4)两端对变量𝑥求偏导,有
∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
=

(1− 𝐶𝐵𝑝)
∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
−

𝐶𝑎2
∂3(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥3
− 𝐶𝐴

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥
. (17)

注意到
∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
− ∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
= 𝐶

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
,

式 (17)两端乘以
∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
− ∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
,得到(∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
− ∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

)∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
=

(1− 𝐶𝐵𝑝)×(∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡∂𝑥

− ∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

)∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡∂𝑥

−

𝐶2𝑎2
∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂3(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥3
−

− 𝐶2𝐴
∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥
. (18)

对式 (18)右端第 2项应用分部积分公式,有w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂3(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥3

}
d𝑥 =

lim
𝜇→1−
𝜔→0+

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}∣∣∣𝑥=𝜇

𝑥=𝜔
−

w 1

0

{∂3(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥2
∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}
d𝑥. (19)

由式 (2)和 (3)可得
∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
=

1

𝑎2

{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
−𝐴𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)−𝐵𝑝

∂𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑡

}
.

进而有

lim
𝜇→1−
𝜔→0+

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}∣∣∣𝑥=𝜇

𝑥=𝜔
=

1

𝑎2
lim

𝜇→1−
𝜔→0+

{{ ∂

∂𝑡

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)}
×

{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
−𝐴𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)−𝐵𝑝

∂𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑡

}}∣∣∣𝑥=𝜇

𝑥=𝜔
=

1

𝑎2

{{ ∂

∂𝑡

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)}
×{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
−𝐴𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)−𝐵𝑝

∂𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑡

}}∣∣∣1
0
.

利用假设 4中的边值定位条件,有

lim
𝜇→1−
𝜔→0+

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}∣∣∣𝑥=𝜇

𝑥=𝜔
= 0.

将上式代入式 (19),可得w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂3(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥3

}
d𝑥 =

−
w 1

0

{( ∂
∂𝑡

(∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

))∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}
d𝑥 =

− 1

2

d

d𝑡

w 1

0

(∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

)2

d𝑥.

利用假设 4中的初值定位条件, 对上式两端从 0到𝑇

积分,有w 𝑇

0

w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂3(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥3

}
d𝑥d𝑡 =

− 1

2

w 1

0

(∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑇 ))

∂𝑥2

)2

d𝑥. (20)

对式 (18)右端第 3项积分,有w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
d𝑥 =

1

2

d

d𝑡

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥.

利用假设 4中的初值定位条件, 对上式两端从 0到𝑇

积分,可得w 𝑇

0

w 1

0

{∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
d𝑥d𝑡 =

1

2

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑇 ))

∂𝑥

)2

d𝑥. (21)

对式 (18)两端变量𝑥从 0到 1积分,变量 𝑡从 0到𝑇 积

分,结合式 (20)和 (21),有w 𝑇

0

w 1

0

(∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡−

(2− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 1

0

∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
d𝑥d𝑡−

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 𝑇

0

w 1

0

(∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡+

𝐶2𝑎2

2

w 1

0

(∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑇 ))

∂𝑥2

)2

d𝑥−
𝐶2𝐴

2

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑇 ))

∂𝑥

)2

d𝑥 = 0.

注意到𝐴 < 0,由上式可得w 𝑇

0

w 1

0

(∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡−

(2− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 1

0

∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
d𝑥d𝑡−

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 𝑇

0

w 1

0

(∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡∂𝑥

)2

d𝑥d𝑡 ⩽ 0.

记 𝑔𝑘 =
∥∥∥∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∥∥∥
𝐿2(Ω)

,结合上式和前面的过程,

可得 0 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑔𝑘+1 ⩽ 𝑔𝑘 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑔0,进而有结论 4.

结论 4 序列
{∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
、
{∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
有界.
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综合结论 1∼结论 4, 并应用性质 1, 针对 6个序

列
{∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
、
{∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
、
{∂2(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
、{∂2(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
、
{
𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

}
、
{∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
, 可

相应找到相同序号的 6个子列
{∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
、{∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
、
{∂2(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
、
{∂2(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
、{

𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)
}
、
{∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
, 使 6个子列在𝐿2(Ω)

中弱收敛,且 {𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)}、
{∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
弱收敛于

Ω上的零函数. □

引理 5 若假设 1∼假设 4和式 (5)成立, 则当D

型学习律 (3)作用于系统 (1)时,有

lim
𝑘→∞

∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
=

lim
𝑘→∞

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

)2

d𝑥d𝑡 = 0.

证证证明明明 由式 (11)可知序列 {𝑐𝑘}的极限存在,记

lim
𝑘→∞

𝑐2𝑘 = lim
𝑘→∞

∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
= 𝐾 ⩾ 0. (22)

设引理 4中的子列
{∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
、
{∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

}
、{∂2(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
、
{∂2(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

}
分别弱收敛于

𝐿2(Ω)中的函数𝜑(𝑥, 𝑡), 𝜓(𝑥, 𝑡), 𝜎(𝑥, 𝑡), 𝜏(𝑥, 𝑡).

由引理 2有

lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

w 1

0
𝜓(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡. (23)

利用引理 2和式 (22),可得

𝐾 = lim
𝑗→∞

∥∥∥∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
=

lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡

)2

d𝑥d𝑡 =

∥𝜑(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2(Ω), (24)

𝐾 = lim
𝑗→∞

∥∥∥∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
=

lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

)2

d𝑥d𝑡 =

∥𝜓(𝑥, 𝑡)∥2𝐿2(Ω). (25)

注意到,引理 4中 {𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)}、
{∂(𝛿𝑄𝑘𝑗

(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}
弱收

敛于零函数的结论,应用引理 2,有

lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0
𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

w 1

0
0𝜑(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡 = 0,

lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0
𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

w 1

0
0𝜓(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡 = 0,

lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥

∂2(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

w 1

0
0𝜎(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡 = 0,

lim
𝑗→∞

w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥

∂2(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥
d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

w 1

0
0𝜏(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡 = 0. (26)

利用序号 𝑘𝑗替换式 (4)中的 𝑘,即得到
∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
=

(1− 𝐶𝐵𝑝)
∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡
− 𝐶𝑎2

∂2(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
−

𝐶𝐴𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡). (27)

对式 (27)两端乘以
∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
, 并在Ω上积分, 可

得w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

)2

d𝑥d𝑡 =

(1− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥d𝑡−

𝐶𝑎2
w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂2(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
d𝑥d𝑡−

𝐶𝐴
w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡. (28)

应用分部积分公式,并利用假设 4中的边值定位条件,

有 w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂2(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
d𝑥d𝑡 =

w 𝑇

0

{{∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}∣∣∣1
0
−

−
w 1

0

∂2(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥
d𝑥

}
d𝑡 =

−
w 𝑇

0

w 1

0

∂2(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥
d𝑥d𝑡.

将上式代入式 (28),得到w 𝑇

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

)2

d𝑥d𝑡 =

(1− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥d𝑡+

𝐶𝑎2
w 𝑇

0

w 1

0

∂2(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡∂𝑥

∂(𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))

∂𝑥
d𝑥d𝑡−

𝐶𝐴
w 𝑇

0

w 1

0

∂(𝑒𝑘𝑗+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
𝛿𝑄𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡.

令 𝑗 → ∞,由式 (23)、(25)和 (26),可得

𝐾 = (1− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑇

0

w 1

0
𝜓(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡. (29)

对式 (27)两端乘以 ∂(𝑒𝑘𝑗 (𝑥, 𝑡))/∂𝑡,并在Ω上积分,借

助于式 (23)、(24)和 (26),同样可得w 𝑇

0

w 1

0
𝜑(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑥, 𝑡)d𝑥d𝑡 = (1− 𝐶𝐵𝑝)𝐾. (30)

结合式 (29)和 (30),有

𝐾 = (1− 𝐶𝐵𝑝)2𝐾.

由式 (5)可知, 0 < (1 − 𝐶𝐵𝑝)2 < 1, 由此得到𝐾 =

0. □
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定理 1 若假设 1∼假设 4和式 (5)成立,则系统

(1)在D型学习律 (3)作用下是收敛的,即

lim
𝑘→∞

∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝑠 = 0.

证证证明明明 注意到 𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)− 𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡),

式 (4)两端乘以 𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)− 𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡),得到

(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)− 𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))
∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
=

(1− 𝐶𝐵𝑝)(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)− 𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))
∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
−

𝐶2𝑎2𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)
∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2
− 𝐶2𝐴(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2.

(31)

对式 (31)右端第 2项应用分部积分公式,并利用假设

4中的边值定位条件,有w 1

0

{
𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

∂2(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥2

}
d𝑥 ={

𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)
∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

}∣∣∣1
0
−

w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥 =

−
w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥.

对式 (31)两端变量𝑥从 0到 1积分,结合上式,有w 1

0
𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥−

w 1

0
𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥 =

(1− 𝐶𝐵𝑝)
{w 1

0
𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥−

−
w 1

0
𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥

}
+

𝐶2𝑎2
w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥−

𝐶2𝐴
w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥.

由此得
1

2

d

d𝑡

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

2d𝑥+

𝐶2𝑎2
w 1

0

(∂(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑥

)2

d𝑥−

𝐶2𝐴
w 1

0
(𝛿𝑄𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥 =

𝐶𝐵𝑝− 1

2

d

d𝑡

w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥+

(1− 𝐶𝐵𝑝)
w 1

0
𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥+

w 1

0
𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥.

注意到𝐴 < 0,由上式可推得
d

d𝑡

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

2d𝑥 ⩽

(𝐶𝐵𝑝− 1)
d

d𝑡

w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥+

2(1− 𝐶𝐵𝑝)
w 1

0
𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥+

2
w 1

0
𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
d𝑥.

对上式两端变量 𝑡从 0到 𝑡积分,并利用假设 4中的初

值定位条件,得w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

2d𝑥 ⩽

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥+

2(1− 𝐶𝐵𝑝)
w 𝑡

0

w 1

0
𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉)

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉+

2
w 𝑡

0

w 1

0
𝑒𝑘(𝑥, 𝜉)

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉. (32)

由基本不等式,有

2
∣∣∣w 𝑡

0

w 1

0
𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉)

∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉

∣∣∣ ⩽
w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉+

w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))
∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉 ⩽
w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉 +
∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
,

2
∣∣∣w 𝑡

0

w 1

0
𝑒𝑘(𝑥, 𝜉)

∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉
d𝑥d𝜉

∣∣∣ ⩽
w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉+

w 𝑡

0

w 1

0

(∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

∂𝜉

)2

d𝑥d𝜉 ⩽
w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉 +
∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
.

将上两式代入式 (32),并注意到𝐶𝐵𝑝− 1 > 0,有w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

2d𝑥 ⩽

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥+

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉+

(𝐶𝐵𝑝− 1)
∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
+

w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉 +
∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
. (33)

而 w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉 =w 𝑡

0
{e𝜆𝜉e−𝜆𝜉

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝜉))

2d𝑥}d𝜉 ⩽w 𝑡

0
e𝜆𝜉d𝜉∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 =

e𝜆𝑡 − 1

𝜆
∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆, (34)

同样有 w 𝑡

0

w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝜉))

2d𝑥d𝜉 ⩽

e𝜆𝑡 − 1

𝜆
∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆. (35)

将式 (34)和 (35)代入 (33),得到w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

2d𝑥 ⩽

(𝐶𝐵𝑝− 1)
w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥+

(𝐶𝐵𝑝− 1)
e𝜆𝑡 − 1

𝜆
∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆+
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(𝐶𝐵𝑝− 1)
∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
+

e𝜆𝑡 − 1

𝜆
∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 +

∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
.

进而有

∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 =

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

{
e−𝜆𝑡

w 1

0
(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

2d𝑥
}
⩽

(𝐶𝐵𝑝− 1) max
𝑡∈[0,𝑇 ]

{
e−𝜆𝑡

w 1

0
(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

2d𝑥
}
+

(𝐶𝐵𝑝− 1)∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 max
𝑡∈[0,𝑇 ]

{1− e−𝜆𝑡

𝜆

}
+

∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 max
𝑡∈[0,𝑇 ]

{1− e−𝜆𝑡

𝜆

}
+(

(𝐶𝐵𝑝− 1)
∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)

)
max
𝑡∈[0,𝑇 ]

{e−𝜆𝑡}+(∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)

)
max
𝑡∈[0,𝑇 ]

{e−𝜆𝑡} =

(𝐶𝐵𝑝− 1)∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆+

(𝐶𝐵𝑝− 1)
1− e−𝜆𝑇

𝜆
∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆+

1− e−𝜆𝑇

𝜆
∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆+

(𝐶𝐵𝑝−1)
∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
+
∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
.

取𝜆 > 1,由 (𝐶𝐵𝑝− 1)
1− e−𝜆𝑇

𝜆
< 1,上式可化为

∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 ⩽

𝐶𝐵𝑝− 1 +
1− e−𝜆𝑇

𝜆

1− (𝐶𝐵𝑝− 1)
1− e−𝜆𝑇

𝜆

∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆+

1

1− (𝐶𝐵𝑝− 1)
1− e−𝜆𝑇

𝜆

×

{
(𝐶𝐵𝑝− 1)

∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
+∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)

}
. (36)

记

𝐶𝐵𝑝− 1 +
1− e−𝜆𝑇

𝜆

1− (𝐶𝐵𝑝− 1)
1− e−𝜆𝑇

𝜆

= 𝜌,

1

1− (𝐶𝐵𝑝− 1)
1− e−𝜆𝑇

𝜆

×

{
(𝐶𝐵𝑝− 1)

∥∥∥∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))
∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)
+∥∥∥∂(𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡))

∂𝑡

∥∥∥2

𝐿2(Ω)

}
= 𝑏𝑘,

式 (36)可记为

∥𝑒𝑘+1(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 ⩽ 𝜌∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 + 𝑏𝑘, (37)

由式 (5) 0 < 𝐶𝐵𝑝 − 1 < 1, 取足够大的𝜆, 能够使得

0 < 𝜌 < 1.由引理 5可知, lim
𝑘→∞

𝑏𝑘 = 0, 对式 (37)应

用引理 3, 可得 lim
𝑘→∞

∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝜆 = 0, 由此得到

lim
𝑘→∞

∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2[0,1],𝑠 = 0. □

注 2 由证明过程可知, 若将假设 2中的𝐶𝐵 >

0改为𝐶𝐵 < 0,或将𝐴 < 0改为𝐴 = 0,则结论同样成

立,若系统 (1)中的𝐴 > 0,则无法推得结论.

注 3 由式 (5)可知,本文所得结论是易验证的.

3 仿仿仿真真真算算算例例例

对系统 (1)取 𝑎2 = 1, 𝐴= − 1, 𝐵 = 1, 𝐶 = 1,有⎧⎨⎩
∂𝑄(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
=
∂2𝑄(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
−𝑄(𝑥, 𝑡) + 𝑢(𝑥, 𝑡),

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑄(𝑥, 𝑡).

考虑区域 (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 1) × [0, 1],构建理想输出 𝑦𝑟(𝑥, 𝑡)

= sin(𝑥 + 𝑡), 则有𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) = sin(𝑥 + 𝑡), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) =

2 sin(𝑥+ 𝑡) + cos(𝑥+ 𝑡). 迭代第 𝑘次时,有⎧⎨⎩
∂𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑡
=
∂2𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)

∂𝑥2
−𝑄𝑘(𝑥, 𝑡)+𝑢𝑘(𝑥, 𝑡),

𝑦𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑄𝑘(𝑥, 𝑡).

结合理想状态𝑄𝑟(𝑥, 𝑡) = sin(𝑥 + 𝑡), 取初、边值 (第 1

边值)𝑄𝑘(𝑥, 0) = sin(𝑥), 𝑄𝑘(0, 𝑡) = sin(𝑡), 𝑄𝑘(1, 𝑡) =

sin(1 + 𝑡). 取初始控制𝑢0(𝑥, 𝑡) = 1,构建迭代学习控

制𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝑝
∂(𝑒𝑘(𝑥, 𝑡))

∂𝑡
, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ .

由式 (5)可知, 选取学习增益 1 < 𝑝 < 2, 则能保

证迭代收敛, 由此取 𝑝 = 1.5. 利用Mathematica软件

进行仿真分析可得,当 𝑘 → ∞时,有 ∥𝑒𝑘(𝑥, 𝑡)∥𝐿2,𝑠 →
0,结果见图 1.
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图 1 跟踪误差随迭代次数的变化曲线

4 结结结 论论论

本文针对一类非正则分布参数系统, 进行了迭

代学习控制设计. 该系统由时不变线性抛物型偏微

分方程构建而成,并具有适定的初值、边值 (第 1边值

或第 2边值)定解条件. 本文采用适用于非正则系统

的D型学习律进行迭代学习控制设计,并借助于泛函

分析知识, 证明系统的输出跟踪误差于𝐿2空间内沿

迭代轴方向收敛, 得到了较好的结果.如何将本文的

结论作到系统中𝐴 > 0的情形,并进一步推广到时变

的、非线性的等非正则分布参数系统上,尚有待作进

一步的探究.
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