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摘 要: 针对多目标资源受限项目调度的特性,基于结合活动列表和资源列表的编码设计了合理的交叉操作,提出

一种多目标教学算法. 为了在个体间有效交互信息,在教师阶段非支配个体作为教师与学生执行交叉,而在学生阶段

学生间执行交叉,同时在每个阶段通过前向-反向改进增强局部搜索能力,并用 Pareto档案集存储和更新非支配个体.

基于标准测试集的数值仿真及与现有最好算法的比较,验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: According to the characteristics of the multi-objective resource constrained project scheduling problem, a

reasonable crossover operator is designed based on the encoding scheme that combines activity list and resource list, and

a multi-objective teaching-learning-based optimization algorithm is proposed. To exchange information among individuals

effectively, the non-dominated individual as the teacher performs crossover with students at the teacher phase, while students

perform crossover interactively at the student phase. At each phase, a forward-backward improvement is applied to enhance

the local search capability and a Pareto archive is used to store and update the non-dominated individuals. Numerical

simulation based on the benchmarking sets and comparisons with the state-of-the-art algorithms demonstrate the effectiveness

of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

资源受限项目调度问题 (RCPSP)[1]研究的是如

何通过合理利用资源和安排活动来优化既定的调度

目标,如最小化项目的完成时间. RCPSP具有广泛的

应用背景, 许多实际生产问题都可以建模成RCPSP,

例如半导体最终测试问题[2]、系统综合设计问题[3]、

软件开发问题[4]等. RCPSP的活动间存在 “结束-开

始 ”优先约束,即对于每个活动,其开始时间不能早于

其前继活动的结束时间. 同时,项目应满足资源约束,

即任意时刻执行中活动的总资源占用量不能超过资

源总量. RCPSP已被证明是NP-hard问题[5],其高效求

解算法的设计一直是相关领域的重要研究课题[1,6-7].

随着对RCPSP研究的发展, 多目标调度问题越

来越受到重视.相关代表性研究包括: 基于禁忌搜索

的最大完工时间和鲁棒性双目标优化[8]; 考虑时间、

成本、质量的多目标混合整数规划模型[9]; 基于蚁群

算法的时间-成本平衡[10]. 近期, 文献 [11]对多目标

RCPSP进行了分类,并给出了不同目标组合下的问题

性质;文献 [12]提出了一种考虑项目最大完工时间和

资源投资额度两个目标的基于 Pareto档案集的分布

估计算法,其性能优于现有其他方法. 鉴于多目标问

题的求解复杂性,新颖且高效算法的研究很值得重视.

作为一种新颖的智能算法,教学算法 (TLBO)[13]

通过模拟教学过程构造教师与学生以及学生与学生
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两个阶段的搜索来实现优化.目前, TLBO已应用于许

多复杂优化问题,譬如约束和无约束连续优化[14]、热

交换器多目标优化[15]、多目标经济负荷分配[16]等. 但

是尚无在多目标RCPSP (MORCPSP)方面的研究.基

于此,本文在TLBO框架内提出一种多目标教学算法

(MOTLBO),通过有效的编码、解码、交叉操作、改进

策略和多目标处理技术求解MORCPSP,并通过数值

仿真和算法比较验证所提出算法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

MORCPSP的项目活动集合为𝑁 = {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛}, 其中活动 0和活动𝑛为虚拟活动, 分别表示项目

的开始和结束.对于每一个活动 𝑗 ∈ 𝑁 , 𝑠𝑗表示其开始

时间, 𝑑𝑗表示其持续时间, 𝑃𝑗表示其前继活动集合.共

有𝐾种可更新资源,活动 𝑗在执行时占用第 𝑘种资源

𝑟𝑗𝑘单位. 约定活动均不可中断, 即一旦开始就一直

执行到结束. 虚拟活动的持续时间和占用资源均为

0.考虑文献 [12]的双目标问题,即项目最大完成时间

(MS)和总资源投资 (RI), 记作MORCPSP-MS-RI, 问

题描述如下:
min [MS,RI]. (1)

s.t. MS = 𝑠𝑛; (2)

RI =

𝐾∑
𝑘=1

𝑐𝑘 max
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝑟𝑘(𝑡); (3)

𝑠𝑖 + 𝑑𝑖 ⩽ 𝑠𝑗 ,∀ 𝑗 ∈ 𝑁, ∀ 𝑖 ∈ 𝑃𝑗 ; (4)∑
𝑗∈𝐴(𝑡)

𝑟𝑗𝑘 ⩽ 𝑎𝑘,∀ 𝑘 ∈ [1,𝐾],∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (5)

其中: 𝑟𝑘(𝑡)为 𝑡时刻资源 𝑘的占用量, 𝑎𝑘为项目执行

中最大资源占用量, 𝑐𝑘为每单位资源的投资, 𝐴(𝑡)为

𝑡时刻执行中的活动集合. 式 (2)和 (3)分别定义项目

最大完成时间MS和总资源投资RI, 式 (4)表示活动

优先约束,式 (5)表示项目资源约束.

设 𝑠为MORCPSP-MS-RI的一个可行调度解, 𝜒

为所有可行解集合.对于两个可行调度解 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝜒,

当且仅当满足如下条件[12]:⎧⎨⎩MS(𝑠1) ⩽ MS(𝑠2),

RI(𝑠1) ⩽ RI(𝑠2),
(6)

且上述不等式至少有一个为严格小于时, 称 𝑠1支配

𝑠2,记作 𝑠2 ≺ 𝑠1.

当且仅当不存在 𝑠′ ∈ 𝜒使得 𝑠∗ ≺ 𝑠′时, 称 𝑠∗为

Pareto最优解. 所有Pareto最优解的集合称为 Pareto

集合. 求解MORCPSP-MS-RI就是要获得问题的

Pareto集合.

2 教教教学学学算算算法法法

作为一种群体进化算法, 教学算法[13]主要包括

教师阶段和学生阶段.在教师阶段, 种群中的最优个

体选为教师𝑇 ,其余个体作为学生向教师𝑇 学习来产

生新的个体,如果新个体优于原个体则将其替换.在

学生阶段, 每次随机选取两个学生,通过相互学习来

产生新个体,若新个体优于较差个体则将其替换.

教学算法的流程如下.

Step 1: 初始化种群;

Step 2: 选择最优个体为教师;

Step 3: 学生向教师学习;

Step 4: 学生间互相学习;

Step 5: 判断终止条件是否满足,如果是,则输出

优化结果,否则转至Step 2.

教学算法的控制参数较少,并已在若干多目标优

化问题上展现了优良性能[15-16], 因此下节专门针对

MORCPSP-MS-RI设计一种多目标TLBO算法.

3 求求求解解解MORCPSP-MS-RI的的的MOTLBO
3.1 编编编码码码和和和解解解码码码

种群中每个个体对应问题的一个调度解. 每个

个体的编码包括资源列表和活动列表, 其中活动列

表𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋𝑛)表示活动优先顺序,资源列表

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝐾)表示可更新资源的限制.文献 [7]

的研究表明,活动列表编码性能通常优于其他编码方

式. 由于MORCPSP-MS-RI是RCPSP的扩展, 本文沿

用活动列表对活动优先顺序编码.

为了将上述编码转化为可行的调度方案,采用串

行调度产生机制 (SSGS)[17]实现解码. 即,在满足资源

列表设定的资源限制下,根据活动列表优先顺序依次

将活动安排到最早可能的开始时间.

3.2 初初初始始始化化化阶阶阶段段段

初始种群包含𝑃 个个体, 各个体初始化过程如

下.

对于资源列表,随机产生第 𝑘种资源投资量 𝑎𝑘 ∈
[𝑎𝑘,min, 𝑎𝑘,max], 𝑎𝑘,min = max𝑗∈𝑁 𝑟𝑗𝑘由项目中占资

源 𝑘最多的活动决定, 𝑎𝑘,max通常人为设定.

对于活动列表,采用基于最晚完成时间 (LFT)后

悔值的有偏随机采样[18]迭代产生. 具体过程如下:

设𝑆𝑙为第 𝑙次循环后选择过的活动集合, 𝑆1 =

{0}. 定义可选活动集𝑆𝑙
𝐸 = {𝑗 ∈ 𝑁 ∖ 𝑆𝑙, 𝑃𝑗 ⊆ 𝑆𝑙}表

示选择过 𝑙个活动后,下一次循环的可选活动,每次循

环选取活动 𝑗 ∈ 𝑆𝐸的概率 𝜂𝑗为

𝜂𝑗 =
𝜇𝑗 + 1∑

𝑖∈𝑆𝐸

(𝜇𝑖 + 1)
, (7)

其中𝜇𝑗 = max𝑖∈𝑆𝐸
LFT𝑖 − LFT𝑗 . 执行上述循环直至

所有活动均被选择.
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3.3 教教教师师师阶阶阶段段段和和和学学学生生生阶阶阶段段段

在教师阶段,从Pareto档案集中随机选择一个个

体作为教师,与种群中每个学生执行交叉产生新个体.

在学生阶段, 随机选择两个学生执行交叉产生新个

体. 鉴于MORCPSP-MS-RI编码特点, 交叉算子设计

如下.

对于活动列表,采用两点交叉[18]. 首先在区间 [1,

𝑛 − 1]随机产生两个不同的整数 𝑞1和 𝑞2 (𝑞1 < 𝑞2),然

后按如下方式产生新活动列表:

𝜋𝑛
𝑗 = 𝜋1

𝑗 , 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑞1; (8)

𝜋𝑛
𝑗 = 𝜋2

𝑙 , 𝑙 = min{𝑙∣𝜋2
𝑙 /∈ {𝜋𝑛

0 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋𝑛
𝑞1}},

𝑞1 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑞2; (9)

𝜋𝑛
𝑗 = 𝜋1

𝑙 , 𝑙 = min{𝑙∣𝜋1
𝑙 /∈ {𝜋𝑛

0 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋𝑛
𝑞2}},

𝑞2 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛. (10)

其中𝜋𝑛、𝜋1、𝜋2分别表示新个体的活动列表和用于

交叉的两个个体的活动列表.

对于资源列表,按如下方式更新:

𝑎𝑛𝑘 = (1− 𝜃)𝑎1𝑘 + 𝜃𝑎2𝑘, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝐾. (11)

其中: 𝜃 ∈ [0, 1]表示学习速率,即较差个体向较优个

体学习的速率; 𝑎𝑛𝑘、𝑎
1
𝑘、𝑎

2
𝑘分别表示新个体资源列表

和用于交叉的两个个体的资源列表中第 𝑘种资源量.

特别地,在教师阶段设定学生为第 1个交叉个体,

教师为第 2个交叉个体; 在学生阶段, 若一个个体可

支配另一个体, 则设定较差个体为第 1个交叉个体,

较优个体为第 2个交叉个体, 否则随机设定. 对于新

产生的个体, 若不能被第 1个交叉个体支配, 则替换

第 1个交叉个体,否则不替换.

3.4 局局局部部部搜搜搜索索索策策策略略略

为了增强局部搜索能力, 在教师阶段和学生阶

段, 每次产生新个体后均采用前向-反向改进策略

(FBI)[19]进一步改善个体的性能, 以减小项目的最大

完成时间,而不影响总资源投资.

具体而言, FBI首先按完成时间将活动降序排列,

然后采用反向SSGS生成调度,再按开始时间将活动

升序排列,最后采用前向 SSGS生成调度.

3.5 Pareto档档档案案案更更更新新新

在多目标教学算法中,采用Pareto档案集存储非

支配个体. 在初始化阶段, 由初始种群根据支配关

系获得 Pareto档案集; 在教师阶段和学生阶段, 随时

用新个体更新 Pareto档案集. 记 𝐼为新个体, Pareto档

案集中的个体表示为𝐴𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝑃𝐴∣, ∣𝑃𝐴∣为
Pareto档案集大小,则更新过程如下.

Step 1: 判断 Pareto档案集是否为空. 如果是, 则

添加解 𝐼至档案集,结束更新,否则转至Step 2.

Step 2: 判断是否存在 𝑗, 使得 𝐼 ≺ 𝐴𝑗或 𝐼 = 𝐴𝑗 .

如果存在, 则保持原档案集, 结束更新; 否则转至

Step 3.

Step 3: 对 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝑃𝐴∣,判断𝐴𝑗 ≺ 𝐼是否成

立. 如果成立,则将𝐴𝑗移出 Pareto档案集,并将 𝐼加至

Pareto档案集,结束更新.

3.6 算算算法法法流流流程程程和和和关关关键键键操操操作作作的的的复复复杂杂杂度度度分分分析析析

基于上述设计, 在TLBO框架内设计求解

MORCPSP-MS-RI的MOTLBO算法,其流程如图 1所

示,在此以最大调度数为终止条件.可见,算法通过教

师阶段和学生阶段交替执行种群的进化,同时通过不

断更新档案集获得最终的非支配解集.

=>?@A,BC "#$Pareto

! "#$%&'()*+,,
-./01.234,5 623
4789:,;<2 "#$

Pareto

FBI

Pareto

&'()D3-.EF/01
.234,5 623478
9:,;<2 "#$

FBI

Pareto

GH "#$Pareto

IJKLMNOP

M

N

图 1 求解MORCPSP-MS-RI的MOTLBO流程

就计算复杂性而言,用SSGS解码的计算复杂度

为𝑂(𝑛2𝐾).其中: 𝑛为项目规模, 𝐾为可更新资源数.

用交叉操作产生新个体计算复杂度为𝑂(𝑛), 更新

Pareto档案计算复杂度为𝑂(∣𝑃𝐴∣). 进一步考虑种群
规模, 产生新种群的复杂度为𝑂((𝑛 + ∣𝑃𝐴∣)𝑃 ). 实验

发现, ∣𝑃𝐴∣基本与𝑛规模相当, 因此种群更新过程的

复杂度简化为𝑂(𝑛𝑃 ).由综合解码和种群更新过程可

见, MOTLBO的计算复杂性不大,可实现MORCPSP-

MS- RI的高效优化.

4 仿仿仿真真真测测测试试试和和和比比比较较较

4.1 实实实验验验设设设置置置

MOTLBO采用Visual Studio 2008 C++编程,计算

机配置为 2.83 GHz四核处理器, 4 GB内存. 与文献

[12]相同, 测试数据集采用 PSPLIB[20]中 J30测试集

(共 480个项目, 每个项目 30个非虚拟活动)和 J120

测试集 (共 600个项目, 每个项目 120个非虚拟活动);

设定第 𝑘种资源投资量上限 𝑎𝑘,max为 PSPLIB中第 𝑘

种资源限制, 单位资源费用 𝑐𝑘 = 1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾;

设定学习速率 𝜃 = 0.95, 种群大小𝑃 = 100, 分别以
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1 000、5 000、50 000个调度解为终止条件来开展性能

测试.

4.2 算算算法法法评评评价价价指指指标标标

与文献 [12]相同,采用所得非支配解集大小和收

敛性指标对算法进行评价.其中: 非支配解集大小反

映了算法提供给项目经理方案的多样性,解集越大算

法可提供的方案越多;非支配解集收敛性指标[21],也

称𝐶指标,表示非支配解集中解的相互支配程度.

对于两个非支配解集𝑃1, 𝑃2 ⊆ 𝜒, 𝑃1相对𝑃2的

𝐶指标定义如下:

𝐶(𝑃1, 𝑃2) = ∣𝑄∣/∣𝑃2∣, (12)

其中𝑄 = {𝑠2∣𝑠2 ∈ 𝑃2,∃ 𝑠1 ∈ 𝑃1 : 𝑠2 ≺ 𝑠1 or 𝑠1 = 𝑠2}.

显然, 𝐶(𝑃1, 𝑃2) ∈ [0, 1], 其值越大说明𝑃2中越

多的解被𝑃1中的某个解支配或互不支配. 算法比较

时需同时计算𝐶(𝑃1, 𝑃2)和𝐶(𝑃2, 𝑃1),若𝐶(𝑃1, 𝑃2) >

𝐶(𝑃2, 𝑃1),则𝑃1的质量优于𝑃2.

4.3 实实实验验验统统统计计计结结结果果果与与与比比比较较较

为了测试MOTLBO的性能, 将其与现有的求解

MORCPSP-MS-RI最 好 的 两 种 算 法NSGA2[11]和

PAEDA[12]进行比较.表 1和表 2分别给出了 3种算法

求解 J30和 J120的平均非支配解集大小.

表 1 J30测试集的平均非支配解集大小

算法 1 000个调度 5 000个调度 50 000个调度

PAEDA 11.73 14.52 17.31
NSGA2 15.83 16.90 14.91
MOTLBO 9.96 10.87 11.23

表 2 J120测试集的平均近非支配解集大小

算法 1 000个调度 5 000个调度 50 000个调度

PAEDA 20.12 27.73 35.94
NSGA2 25.04 31.24 36.70
MOTLBO 20.14 24.00 25.93

由表 1和表 2可以看出, MOTLBO给出的非支配

解集略小于 PAEDA和NSGA2. 需要指出的是, 虽然

PAEDA和NSGA2获得的非支配解较多,但质量不一

定高. 因此,下面用𝐶指标考察解的质量.

为了直观体现非支配解集的𝐶指标,用盒图给出

对比结果. 将 PAEDA、MOTLBO、NSGA2成对比较.

J30和 J120的𝐶指标分布情况分别如图 2和图 3所

示. 每个子图中包含 3个盒图, 分别表示终止条件为

1 000、5 000、50 000个调度数时𝐶指标的分布. 盒图

上部和下部框线分别表示上四分位数和下四分位数,

盒子中间的线表示中位数, 两端须分别代表 5 %和

95 %分位数,须之外的十字点是离群值.

由图 2和图 3可知,在 3种终止条件下,无论小规

模 J30还是大规模 J120, MOTLBO的收敛性均明显优

于PAEDA,且两者均优于NSGA2.例如,对于 J120测
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试集在最大调度数为 50 000时, 𝐶(MOTLBO, PAEDA)

= 0.92,即第 1行第 2列子图的第 3个盒图; 𝐶(PAEDA,

MOTLBO) = 0.02,即第 2行第 1列子图的第 3个盒图.

这说明 PAEDA 92 %的解被MOTLBO的非支配解集

中的解支配或互不支配, 而MOTLBO的非支配解集

中仅有 2 %的解被 PAEDA的非支配解集中的解支配

或互不支配. 因此, 在相同计算量下, MOTLBO所得

非支配解集的质量明显优于PAEDA和NSGA2的结

果. 简而言之, MOTLBO是求解MORCPSP-MS-RI的

一种更有效的算法.

5 结结结 论论论

本文在TLBO框架内提出了MORCPSP-MS-RI

的一种多目标教学算法.在特定的编码方式下, 通过

设计交叉操作和改进策略以及Pareto档案集的更新,

取得了有效的求解性能, 结果优于现有的代表算法.

不仅丰富了多目标RCPSP的求解方法, 并且拓宽了

TLBO算法的应用领域.进一步的工作将研究多群体

下的协同TLBO算法设计,以及在其他类型的多目标

调度问题上的应用.
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