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摘 要: 迭代动态规划 (IDP)作为一种求解非线性问题的离散算法, 其寻优精度和收敛速度受到时间段划分的影

响. 通常, 时间段划分依赖主观经验, 缺乏科学有效的指导. 针对终端时刻固定的动态优化问题, 提出一种自适应变步

长 IDP算法, 综合考虑控制变量与目标函数值的变化, 对时间段数量、长度和切换点进行优化. 将该方法应用于间歇

过程优化, 结果表明其能够智能分配时间段数量与长度, 可有效提升寻优精度.
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Abstract: As a discrete algorithm to solve nonlinear optimization problems, iterative dynamic programming(IDP) algorithm

is rather vulnerable to the stage of time in several aspects such as accuracy as well as the convergence rate. Traditionally, the

time division associated with IDP algorithm relies on human’s subjective experiences, lacking effective guidance. Motivated

by this observation and targeted at fixed terimal time optimizaton problem, a self-adaptive variable-step IDP algorithm is

introduced in this paper, which can adjust the number, length and switching point of the time stages taking account of the

performance and control variables, in order to improve the performance of IDP. The approach is applied to batch process

optimization simulations. The results show that the time stages can be self-adjusted and the optimization performance can

be improved.
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0 引引引 言言言

动态规划是研究决策过程最优化的一种有效方

法. 该方法最初用于时间离散问题, 后来基于哈密顿-

雅克比理论推广到连续动态系统[1]. 然而, 由于求解

HJB方程过程复杂, 且随着维数的增高导致路径点激

增以及插值方法的局限性, 使得动态规划仍多用于低

维离散系统.

Luus[2]提出了迭代动态规划 (IDP)概念, 采用动

态规划的基本思想, 巧妙地从时间与空间两个维度对

系统进行离散化、网格化处理, 通过迭代计算缩小搜

索范围、提升寻优精度, 最终求取全局最优解. 网格点

的使用大幅降低了计算量, 使其可以处理高维非线性

问题, 扩展了动态规划方法的适用范围[3].

IDP中的时间段数𝑃 对于优化结果具有极其重

要的影响[4]. 分段过多会增加计算负担, 降低求解速

度; 而分段过少会降低求解精度, 影响对目标函数的

优化. 目前, 时间段数𝑃 的选取大多依靠人的主观经

验, 且每段长度平均分配, 缺乏一种科学、高效的处理

方式, 从而严重制约了 IDP算法的发展.

一些学者对时间段划分问题进行了一系列研

究, 提出了改进的方法. Bojkov等[5]利用变化时间段

长度的 IDP算法, 成功处理了终端时间不固定条件
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下的优化问题; Mekarapiruk等[6]在 IDP中加入区域大

小灵活变动的方案, 能在一定范围内随机调整步长;

Luus[7]采用罚函数的方式选择适当的步长, 保证了终

端时刻的约束条件.

上述方法对时间段划分提供了一定参考, 提升了

IDP算法的寻优精度. 但是, 这些方法并没有对时间

段数量进行调整, 同时缺少对化工过程动态特性的分

析, 没有考虑目标函数、状态量与控制量的动态变化.

由于随机、无方向地对步长进行选择, 严重降低了寻

优效率, 同时大幅提高的迭代次数造成了计算量的激

增.

本文针对终端时刻固定的动态优化问题, 提出一

种自适应变步长法的时间划分方法. 利用两个新函数

分析迭代过程中的目标函数与控制变量的变化, 动态

改变时间段的数量、长度和切换点. 将此方法应用于

间歇过程的优化, 获得了较好的仿真结果.

1 自自自适适适应应应变变变步步步长长长判判判定定定函函函数数数

1.1 动动动态态态优优优化化化问问问题题题

终端时间固定的动态优化问题一般可以表示为

如下形式:

目标函数

𝐽 = max𝜑[(𝑥(𝑡𝑓 ), 𝑡𝑓 ]; (1)

约束条件
d𝑥

d𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑐[𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)] = 0,

𝑔[𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)] ⩽ 0,

𝑎 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 𝑏. (2)

其中: 𝑥(𝑡)为状态量, 其初始状态𝑥0 已知; 𝑢(𝑡)为控制

量; 𝑐为等式约束; 𝑔为不等式约束; 𝑎、𝑏为控制量𝑢(𝑡)

的界限; 𝑡𝑓 为终端时刻.

IDP算法并不针对模型本身进行离散化, 而是先

利用控制量生成连续的状态量, 再对状态量进行采样,

得到离散的网格点, 从而将连续系统离散处理[8].

因为间歇过程的系统频率极低, 不能依据香农采

样定理选择 IDP步长, 所以 IDP通常会增加时间段数

量, 产生更为精细的网格点, 使采样信号包含更多连

续系统的信息, 并使采样系统与连续系统更相近, 从

而保证所求得的离散解能有效地用于实际系统. 然而,

单纯缩短步长、增加步数并不一定能提升控制效果.

对于控制变量变动剧烈的非线性系统, 选择最理想的

控制变量切换的时间点, 对优化结果同样具有重要影

响[9].

针对 IDP算法中时间采样方法固定不变的弊端,

本文构建Gap函数和Division函数, 采用自适应变步

长的方法优化时间段的分配以提升 IDP的寻优能力.

1.2 Gap函函函数数数

利用 IDP算法进行优化求解, 特别是求解控制变

量波动剧烈的系统, 控制变量切换点, 即时间采样点

对优化结果至关重要. 本节构建Gap函数, 优化时间

采样点以提升寻优能力.

通常, IDP算法将整个反应时间平均分为𝑃 段,

每段时间长度分别为

𝑣(𝑘) = 𝑡𝑘 − 𝑡(𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (3)

在此, 引入一个新的时间变量 𝜏 , 将不同长度的时间段

归一化处理, 即

d𝑡 = 𝑣(𝑘)𝑃d𝜏, (4)

𝑡𝑘 − 𝑡−1 = 𝑣(𝑘)𝑃 (𝜏𝑘 − 𝜏𝑘−1), (5)

𝜏𝑘 − 𝜏𝑘−1 =
1

𝑃
, (6)

d𝑥

d𝑡
= 𝑣(𝑘)𝑃𝑓(𝑥, 𝑢). (7)

设在第 𝑗次迭代后, 得到的时间向量为 𝑣𝑗(𝑖) =

[𝑣𝑗(1), 𝑣𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑗(𝑃 )], 求得的控制向量为𝑢𝑗(𝑖) =

[𝑢𝑗(1), 𝑢𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑗(𝑃 )].

定定定义义义 1 Gap函数为

𝐺(𝑖) =
Δ𝑢𝑗(𝑖)

Δ𝑢𝑗
max

, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 − 1. (8)

其中

𝑢𝑗
max = max

𝑚,𝑛=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑃
∣𝑢𝑗(𝑚)− 𝑢𝑗(𝑛)∣, (9)

𝑢𝑗(𝑖) = ∣𝑢𝑗(𝑖+ 1)− 𝑢𝑗(𝑖)∣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 − 1.

(10)

Gap函数从控制变量的角度出发, 根据相邻控制

变量的差值大小与本次迭代结果中所有控制变量间

最大差值之比, 自动选取大波动的控制变量切换点,

进而对切换点进行优化.

设Gap的阈值为𝜔. 若第 𝑘个采样点处, 有𝐺(𝑘)

⩾ 𝜔, 则对第 𝑘个采样点重新寻优. 保持 𝑣𝑗(𝑘)与 𝑣𝑗(𝑘

+ 1)之和不变, 随机产生 𝑏个采样点, 即 𝑏组 [𝑣𝑗
′
(𝑘),

𝑣𝑗
′
(𝑘 + 1)].

从 𝑡𝑘 时刻的网格点出发, 保持𝑢𝑗(𝑘)与𝑢𝑗(𝑘 + 1)

之和不变, 将生成的 𝑏组时间段代入方程 (2), 计算目

标函数𝜑, 有

𝜑[𝑥𝑗(𝑡𝑘+1), 𝑡𝑘+1] =w 𝑡𝑘−1+𝑣(𝑘)

𝑡𝑘−1

𝑓 [𝑥𝑗(𝑡𝑘), 𝑢
𝑗(𝑘)]d𝑡+

w 𝑡𝑘+𝑣(𝑘+1)

𝑡𝑘
𝑓 [𝑥𝑗 ′, 𝑢𝑗(𝑘 + 1)]d𝑡, (11)

𝑥𝑗 ′(𝑡𝑘) =
w 𝑡𝑘−1+𝑣(𝑘)

𝑡𝑘−1

𝑓 [𝑥𝑗(𝑡𝑘), 𝑢
𝑗(𝑘)]d𝑡. (12)

选择最优目标函数值对应的切换点, 得到新的时
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间段序列 𝑣𝑗(𝑖) = [𝑣𝑗(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑗 ′(𝑘), 𝑣𝑗 ′(𝑘+1), 𝑣𝑗(𝑃 )].

1.3 Division函函函数数数

虽然 IDP算法不能直接使用香农采样定理, 但仍

可依照其思想: 采样间隔越密集, 获得的控制过程信

息越多, 控制效果也越好.

以第 𝑗次迭代为例, 以平方的形式表征控制变量

间的波动程度, 记为Δ𝑢𝑗 ′, 有

Δ𝑢𝑗 ′(𝑖) =⎧⎨⎩
[𝑢𝑗(𝑖)− 𝑢𝑗(𝑖+ 1)]2, 𝑖 = 1;

[𝑢𝑗(𝑖)− 𝑢𝑗(𝑖+ 1)]
2
+ [𝑢𝑗(𝑖)− 𝑢𝑗(𝑖− 1)]

2
,

𝑖 ∈ [2, 𝑃 − 1];

[𝑢𝑗(𝑖)− 𝑢𝑗(𝑖− 1)]
2
, 𝑖 = 𝑃.

(13)

将控制变量𝑢𝑗(𝑖) = [𝑢𝑗(1), 𝑢𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑗(𝑃 )]代

入方程 (2), 得到每个时间采样点的目标值 𝐽𝑗(𝑖), 计算

相邻目标函数值差值的平方, 记为Δ𝐽𝑗(𝑖), 即

Δ𝐽𝑗(𝑖) = [𝐽𝑗(𝑖)− 𝐽𝑗(𝑖+ 1)]2, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 − 1.

(14)

定定定义义义 2 Division函数为

𝐷(𝑖) = 𝛼
Δ𝑢𝑗 ′(𝑖)

𝑃∑
𝑘=1

Δ𝑢𝑗 ′(𝑘)

+ 𝛽
Δ𝐽𝑗(𝑖)

𝑃∑
𝑘=1

Δ𝐽𝑗(𝑘)

. (15)

由于控制变量与目标函数对采样时间优化影响

不同, 引入式 (15)中𝛼、𝛽, 分别为目标函数与控制变

量的权重. 对𝐷(𝑖)进行归一化处理, 令𝛼+𝛽 = 1, 则有
𝑃∑
𝑖=1

𝐷(𝑖) = 1.

Division函数针对采样间隔问题, 根据控制变量

与目标函数在单一时间段内部的变化, 自动筛选出需

要更密集采样的时间段, 并细分该时间段以提升控制

变量的精确度, 产生最优的采样密度.

设𝐷(𝑖)的阈值为𝜆. 当𝐷(𝑖) ⩾ 𝜆时, 即认为在第

𝑖个时间段内, 控制变量的波动较大且目标函数灵敏

度高. 因此, 保持控制变量不变, 将时间段分为两段,

以便下次迭代求得更精确的控制策略.

对于𝜆的设计, 𝜆过小会导致时间段激增, 而𝜆过

大并不能有效地划分时间段. 经作者大量仿真实例发

现, 一般而言, 𝜆的经验值在 0.1附近时, 得到的目标

函数值较为理想.

2 自自自适适适应应应变变变步步步长长长 IDP算算算法法法

将上述函数加入原 IDP算法中, 即可得到自适应

变步长 IDP算法的步骤.

1) 设初始时间段数为𝑃 , 将时间区间 [0, 𝑡𝑓 ]平均

分为𝑃 段. 选择𝑁 个控制变量用于生成网格点, 对于

每个可行的控制变量设定𝑀 个可行值. 设定Gap函

数和Division函数的阈值𝜔和𝜆.

2) 给每个时间段一个初始控制变量值𝑢0, 其余

𝑁 − 1个控制变量在 [𝑢0 − 𝑟𝑗 , 𝑢0 + 𝑟𝑗 ]内随机生成.

3) 将第 2)步生成的𝑁 组控制向量分别代入状态

方程 (2), 得到𝑁 组𝑥的状态轨迹, 即𝑃 ×𝑁 个的网格

点.

4) 从最后一个时间段𝑃 开始, 其对应的时间区

间是 [𝑡𝑓 − 𝑣𝑗(𝑃 ), 𝑡𝑓 ], 对于 𝑡𝑓 − 𝑣𝑗(𝑃 )时刻上的每个

网格点, 用𝑀 个可行的控制变量代入状态方程 (2).

𝑀 个可行控制变量通过下式计算得到:

𝑢𝑗(𝑃 − 1) = 𝑢𝑗−1∗(𝑃 − 1) + 𝜂𝑟𝑗 . (16)

其中: 𝑢𝑗−1∗ 是上次迭代得到的控制量 (第 1次迭代使

用初始值), 𝜂是 [−1, 1]间的随机数. 从𝑀 个目标值中

选择使目标函数值最优的控制变量, 储存控制变量值

以便下一步使用.

5) 退至前一个时间段𝑃 − 1, 对应的时间区间为

[𝑡𝑓−𝑣𝑗(𝑃 )−𝑣𝑗(𝑃−1), 𝑡𝑓−𝑣𝑗(𝑃 )], 每个网格点用𝑀 个

可行控制变量值再代入状态方程 (2), 得到新的网格

点. 选择与新网格点距离最近的上一步网格点中储存

的控制变量值, 继续迭代, 最终得到𝑀 个目标函数值.

储存目标函数值最优的网格点对应的控制变量值.

6) 对𝑃−2, 𝑃−3直到初始时间段, 重复上述过程.

对于得到的控制变量向量进行正向搜索, 寻找使目

标函数值最优的一组, 记为𝑢𝑗(𝑖) = [𝑢𝑗(1), 𝑢𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢𝑗(𝑃 )].

7) 利用Gap函数和Division函数, 对每个时间段

的切换点、数量和长度进行优化, 重新生成时间向量

和控制向量.

8) 利用缩小因子 𝛾减小控制变量的搜索范围, 即

𝑟𝑗+1 = 𝛾 ∗ 𝑟𝑗 . (17)

增加迭代次数到 𝑗 + 1, 然后回到第 2)步进行下一次

迭代, 直到完成规定的迭代次数.

值得注意的是, 适当进行若干次第 7)步的判定

便可以得到良好的时间段优化效果. 特别在初始几次

的迭代后, 求得的控制变量并不精确, 此时进行上述

两种判定不但意义不大, 反而可能导致错误的时间段

划分, 降低算法的寻优能力. 因此, 本文实例中, 算法

的第 7)步只需在迭代次数 𝑖为偶数且 𝑖 > 5的迭代求

解过程中进行.

3 自自自适适适应应应变变变步步步长长长 IDP算算算法法法收收收敛敛敛性性性证证证明明明

假假假设设设 1 𝑈 是一个在子空间𝑹𝑁∗𝑛𝑢 上的紧子

集.

假假假设设设 2 𝐽0(𝑢)是一个在𝑈 上的凸函数.

假假假设设设 3 𝐿{𝑢[𝑗]∗} = {𝑢 ∈ 𝑈 ∣𝐽0(𝑢) ⩽ 𝐽0(𝑢
[𝑗]∗)}

是有限且紧的水平集.

定定定理理理 1 自适应变步长 IDP算法的每次求解过
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程, 都是在子空间𝑈 ∈ 𝑹𝑁∗𝑛𝑢 内的有序搜索 {𝑈(1),

𝑈(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈(𝑁)} ⊆ 𝑈 ∈ 𝑹𝑁∗𝑛𝑢 , 且 {𝑈(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈(𝑘 −
1), 𝑈(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈(𝑁)}在对应时间段内是分段常量[1, 9].

定定定理理理 2 在求解的序列 {𝑢[𝑗]∗ ∈ 𝑈 ∣𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }
中, 点集𝑢∗ ∈ {argmin

𝑢∈𝑈
𝐽0(𝑈)}是自适应变步长 IDP

算法中的最优解且是稳定点.

证证证明明明 每次迭代过程会产生𝑀 个可行值, 有

𝑢̂[𝑞] = 𝑢[𝑗+1]∗ + 𝑤[𝑗,𝑞](𝑘), 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 − 1. (18)

迭代过程中控制变量的选择可表示为

𝑢[𝑗+1]∗ = 𝑢[𝑗]∗ + 𝑤[𝑗] = 𝑢[𝑗]∗ +
𝑁−1∑
𝑘=0

𝑤[𝑗](𝑘) =

𝑢[0]∗ +
𝑗∑

𝑖=1

𝑁−1∑
𝑘=0

𝑤[𝑙](𝑘). (19)

其中: 𝑤[𝑗](𝑘)是在 𝑟[𝑗] 内的随机向量.

𝑢[𝑗+1]∗(𝑘) ={
𝑢[𝑗+1]∗(𝑘), 𝐽0(𝑢̂[𝑞]) ⩾ 𝐽0(𝑢

[𝑗+1]∗);

argmin𝐽0(𝑢), 𝐽0(𝑢̂
[𝑞]) < 𝐽0(𝑢

[𝑗+1]∗).

如果𝑢[𝑗]∗ = 𝑢∗ ∈ {argmin
𝑢∈𝑈

𝐽0(𝑢)}, 因 𝐽0(𝑢̂
[𝑞]) ⩾

𝐽0(𝑢
[𝑗+1]∗)成立, 则对于任意 𝑞, 有𝑢[𝑗+1]∗(𝑘)=𝑢[𝑗]∗(𝑘)

= 𝑢∗(𝑘). 因此, 对于所有 𝑘, 可以证明𝑢[𝑗+1]∗(𝑘) =

𝑢∗(𝑘). □

定定定理理理 3 自适应变步长 IDP算法产生的序列是

收敛的.

证证证明明明 由上文已知, 𝑤[𝑗] =

𝑁∑
𝑘=1

𝑤
[𝑗]
𝑘 , ∣𝑤[𝑗]

𝑘,𝐷∣ ⩽

𝛾𝑗−1𝑟, 其中𝐷 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑢. 因此, 由三角不等式

∣𝛼+ 𝛽∣ ⩽ ∣𝛼∣+ ∣𝛽∣, 有

∥𝑤[𝑗]∥2 =
∥∥∥ 𝑁∑
𝑘=1

𝑛𝑢∑
𝐷=1

𝑤
[𝑗]
𝑘,𝐷

∥∥∥
2
⩽ ∥𝛾𝑗−1𝑟∥2, (20)

从而可得𝑢[𝑗+1]∗ − 𝑢[𝑗]∗ = 𝑤[𝑗]. 同时有

lim
𝑗→∞

∥𝑢[𝑗+1]∗ − 𝑢[𝑗]∗∥2 =

lim
𝑗→∞

∥𝑤[𝑗]∥2 ⩽

lim
𝑗→∞

∥𝛾𝑗−1𝑟∥2 = ∥𝑟∥2 lim
𝑗→∞

𝛾𝑗−1 =

∥𝑟∥2 × 0 = 0 ⇒
lim
𝑗→∞

∥𝑢[𝑗+1]∗ − 𝑢[𝑗]∗∥2 = 0. (21)

因此, lim
𝑗→∞

𝑢[𝑗+1]∗ = 𝑢[𝑗]∗ = 𝑢[∞]∗. 由于已知{
𝑢[∞]∗ ∈ 𝐿{𝑢[0]∗},
𝐿{𝑢[0]∗}在假设中是有限的,

由自适应变步长 IDP算法产生的序列是收敛的. □

推推推论论论 1 IDP最大的收敛半径是

∥𝑢[∞]∗ − 𝑢[0]∗∥2 ⩽ ∥𝑟∥ × 𝛾

1− 𝛾
.

推推推论论论 2 对于充分大的 𝛾 (即 𝛾 → 1)且 𝑟 ∕= 0,

IDP的搜索范围是整个可行域.

以上两个推论的证明较简单, 本文不再赘述.

定定定理理理 4 对于充分大的 𝛾 (即 𝛾 → 1)且 𝑟 ∕= 0, 自

适应变步长 IDP的解𝑢[𝑗]∗ ∈ 𝑈 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )收敛到

𝑢∗ 的概率是 1.

证证证明明明 记

𝐿𝐾{𝑢[𝑗]∗} =

{𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘)∣𝐽0(𝑢[𝑗]∗∣𝑢[𝑗]∗(𝑘)=𝑢(𝑘)) ⩽ 𝐽0(𝑢
[𝑗]∗)},

并且𝐿𝑘{𝑢[𝑗+1]∗}在边界有一个无穷小的误差, 有

𝑃𝑟(𝑢
[𝑗+1]∗(𝑘) ∕= 𝑢[𝑗]∗(𝑘)) =

𝑃𝑟(𝑢
[𝑗+1]∗ + 𝑤[𝑗,𝑞](𝑘) ∈ 𝐿𝑘{𝑢[𝑗+1]∗}) =

Vol(𝐿𝑘{𝑢[𝑗+1]∗})
𝑛𝑢∏

𝐷=1

(2𝛾𝑗−1𝑟𝑘,𝐷)

. (22)

其中: Vol(⋅)在𝑛𝑢 = 1, 𝑛𝑢 = 2, 𝑛𝑢 ⩾ 3下分别代表长

度、面积与体积.

𝐽0(𝑢)在𝑈 上是严格凸的, 𝑢[𝑗+1]∗ 必然会落在

𝐿{𝑢[𝑗]∗}的边界上, 因此

0 ⩽ Vol(𝐿{𝑢[𝑗+1]∗}) ⩽
𝑛𝑢∏

𝐷=1

(𝛾𝑗−1𝑟𝑘,𝐷). (23)

如果𝑢[𝑗+1]∗ ∕= 𝑢∗, 则有

0 < Pr(𝑢[𝑗+1]∗(𝑘) ∕= 𝑢[𝑗]∗(𝑘)) < 0.5 ⇒
0.5 < Pr(𝑢[𝑗+1]∗(𝑘) = 𝑢[𝑗]∗(𝑘)) < 1 ⇒
0.5 < Pr(𝑢[𝑗+1]′(𝑘) = 𝑢[𝑗](𝑘)) < 1 ⇒
Pr(𝑢[𝑗+1]∗′

= 𝑢[𝑗]∗) = Pr(𝑢[𝑗+1]∗′
= 𝑢[𝑗]∗(𝑘)) < 1 ⇒

lim
𝑗→∞

Pr(𝑢[𝑗+1]∗′
= 𝑢[𝑗]∗) = 0 ⇒

lim
𝑗→∞

Pr(𝐽(𝑢[𝑗]∗′
< 𝐽(𝑢[𝑗]∗) = 1. (24)

𝑢∗ 存在且唯一, 在反复迭代之后, 𝛾 → 1时会有

唯一的稳定点𝑢∗′
, 因此

lim
𝑗→∞

Pr(𝑢[𝑗]∗′
= 𝑢[𝑗]∗) = 1. (25)

4 间间间歇歇歇过过过程程程动动动态态态优优优化化化实实实例例例

4.1 连连连续续续间间间歇歇歇过过过程程程实实实例例例

在一个连续间歇反应中进行𝐴 → 𝐵 → 𝐶的化

学反应. 其中: 𝐴是反应原料, 𝐵是目标产物, 𝐶是副

产品. 本例要求控制反应温度, 使𝐵的产量在终端时

刻达到最大值. 该优化问题可描述如下:

目标函数

max
𝑢(𝑡)

𝐽 = 𝑥2(𝑡𝑓 ); (26)

约束条件

𝑥1 = −4 000 exp(−2 500/𝑇 )𝑥2
1,
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𝑥2 = 4000 exp(−2 500/𝑇 )𝑥2
1−

620 000 exp(−5 000/𝑇 )𝑥2,

𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 0,

298 ⩽ 𝑇 ⩽ 398, 𝑡𝑓 = 1. (27)

其中: 𝑥1、𝑥2 分别为𝐴、𝐵的浓度分率 (mol ⋅ 𝐿−1), 其

初始值分别为 1和 0; 𝑇 为反应温度 (𝐾); 𝑡𝑓 为反应时

间长度.

对于这个间歇反应优化问题, 许多学者采用不

同方法对其进行了研究. Renfro等[10]采用同步优化策

略求得的最优值是 0.610; Rajesh等[11]利用蚁群结构

优化方法进行研究, 将最优值提升至 0.610 45; 刘兴

高等[12]利用传统的 IDP算法得到最优值为 0.610 632;

Logsdon等[13]采用 SQP法求解该问题, 得到的最优值

为 0.610 775.

采用原 IDP算法, 设状态变量离散点数𝑁 = 5,

控制变量数𝑀 = 5, 控制变量初始值𝑇 = 348K, 初

始搜索范围 𝑟 = 50K, 迭代次数为 15次. 设时间段长

度平均分配, 段数分别为𝑃 = 5, 𝑃 = 10, 𝑃 = 20和

𝑃 = 25, 求得目标函数值见表 1. 最优控制变量轨迹

如图 1所示. 可以看出, 随着时间段数𝑃 的增多, 求得

的控制变量更为精细, 目标函数值的精度更高.

表 1 不同时间段数量𝑃 下的目标函数值𝐽

𝑃 5 10 20 25

𝐽 0.609 400 0.610 070 0.610 453 0.610 535

利用自适应变步长 IDP算法再对本例进行求解.

设𝑃 = 10为初始时间段数量, 保持𝑀、𝑁 与 𝑟等参

数值不变, 对Division函数𝜆的阈值和权重𝛼选取不

同数值, 求得的目标函数值如表 2所示. 可见, 当𝜆 =

0.1, 𝛼 = 0.9时, 𝐽 有最大值 0.610 786.

由于𝑃 值在迭代过程中动态变化, Gap函数的阈

值𝜔也随𝑃 值而变化, 设阈值𝜔为

𝜔 = ℎ/𝑃, 𝑃 = 10, 11, 12 ⋅ ⋅ ⋅ , (28)

其中ℎ表征阈值的高低.

为了求得更为精确的控制变量, ℎ的取值应较小.

将ℎ的取值区间设为 [2, 5]间的整数, 表 3给出了不

同ℎ值下的目标函数值. 可见, 当ℎ = 4时, 目标函数

值最优. 因此, 选择ℎ = 4, 经过 15次迭代后, 𝑃 由 10

变为 24, 求得 𝐽 = 0.610 786. 该结果优于上文𝑃 = 25

条件下的 0.610 535, 也优于刘兴高等[12]用原 IDP算

法求得的 0.610 632和Logsdon等[13]用 SQP法求得的

0.610 775.

加入Gap函数后的目标函数值 𝐽 = 0.610 786 4

与只考虑Division函数的目标函数值 𝐽 = 0.610 786 2

相比, 只有极微小的提升, 得到的最优控制曲线如图 2

所示.
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图 1 不同𝑃 值下的最优控制轨迹

表 2 不同参数下的目标函数值𝐽

𝜆
𝛼

0.1 0.2 0.3

0.9 0.610 786 0.610 763 0.610 679

0.8 0.610 785 0.610 757 0.610 631

0.7 0.610 784 0.610 757 0.610 615

表 3 不同ℎ值下目标函数值𝐽

ℎ 2 3 4 5

𝐽 0.610 781 0.610 784 0.610 786 0.610 786

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
320

360

400

t
/h

T /K

340

380

图 2 自适应变步长 IDP算法下的最优控制轨迹
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由于本例中控制量𝑢相对平稳, 除了 𝑡 ∈ [0, 0.2]

时变动较大, 其他时刻趋于稳定, 引入Gap函数的效

果并不明显. 但是, 下一个实例将充分证明Gap函数

在控制变量波动大的情况下, 能有效地优化时间切换

点, 提升算法的寻优能力.

4.2 半半半间间间歇歇歇过过过程程程实实实例例例

采用Park等[14]提出的半间歇生化反应器模型,

其原料随反应的进行逐渐添加, 但并不伴随有产品的

产出. 该过程优化问题描述如下:

目标函数

𝐽 = max𝑥1(𝑡𝑓 )𝑥5(𝑡𝑓 ); (29)

约束条件
d𝑥1

d𝑡
= 𝑔1(𝑥2 − 𝑥1)− 𝑢

𝑥5
𝑥1,

d𝑥2

d𝑡
= 𝑔2𝑥3 − 𝑢

𝑥5
𝑥2,

d𝑥3

d𝑡
= 𝑔3𝑥3 − 𝑢

𝑥5
𝑥3,

d𝑥4

d𝑡
= −7.3𝑔3𝑥3 +

𝑢

𝑥5
𝑥2(20− 𝑥4),

d𝑥5

d𝑡
= 𝑢,

𝑔3 =
21.78𝑥4

(𝑥4 + 0.4)(𝑥4 + 62.5)
,

𝑔2 =
𝑥4e

−5𝑥4

0.1 + 𝑥4
,

𝑔1 =
4.75𝑔3

0.12 + 𝑔3
,

𝑥(0) = [0, 0, 1, 5, 1]T. (30)

其中: 𝑥1 为环境中细胞分泌的 SCU-s2的浓度 (gL−1),

𝑥2 为环境中 SCU-s2的浓度 (gL−1), 𝑥3 为细胞浓度水

平 (gL−1), 𝑥4 为葡萄糖浓度水平 (gL−1), 𝑥5 为反应液

的总体积 (L); 反应的总时长 𝑡𝑓 = 15 h; 反应液的滴加

速度𝑢的约束为

0 ⩽ 𝑢 ⩽ 2; (31)

𝐽 代表最终时刻 SUC2-s2的产量. 本例要求控制加料

速度, 使终端时刻SUC2-s2的产量最大.

采用自适应变步长 IDP算法, 设𝑃 = 10, 𝑀 = 5,

𝑁 = 5, Division函数阈值取𝜆 = 0.1, 暂不引入Gap函

数. 迭代 20次后, 得到𝑃 = 22, 𝐽 = 32.426 9, 控制变

量的轨迹如图 3所示.

由图 3可见, 𝑢(𝑡)的波动剧烈, 此时引入Gap函

数对控制变量切换点进行优化应有显著效果.

令𝜔 = ℎ/𝑃 中ℎ = 3. 迭代 20次, 得到 𝐽 =

32.622 2, 该结果优于未引入Gap函数的 32.426 9, 也

略优于Luus等[15]利用𝑃 = 31等长度时间段得到的

32.613 4.
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图 3 引入Division函数的最优控制轨迹

为了进一步提升寻优精度, 针对这个多变量的复

杂过程, 对 𝐽、𝑢、𝑥1 ∼ 𝑥5 等相关变量进行分析.

如图 4所示, 当 𝑡 < 9.54时, 𝑥1 ≈ 0, 𝐽 ≈ 0, 此时,

以 𝐽 = max𝑥1(𝑡𝑓 )𝑥5(𝑡𝑓 )为依据进行步长优化没有实

际意义. 因此, 考虑在 𝑡 < 9.54区间内, 重新建立评价

函数.
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图 4 𝐽, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥5的轨迹

𝑥3 代表细胞浓度的变化, 在𝑥3 达到峰值后, 即

𝑡 = 9.54后, 目标产物𝑥1 才开始大量产生. 因此, 针对

细胞总量建立新的评价函数

𝐽2 = 𝑥3(𝑡)𝑥5(𝑡), 𝑡 ⩽ 9.54. (32)
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以 𝑡 = 9.54为界, 前后分别采用 𝐽2 和 𝐽 作为Division

函数的判别依据. 重新迭代运算 20次, 求得 𝐽 =

32.626 8.

由于本例的控制变量波动明显, 考虑适当缩小

𝜆值以增加时间段数量, 使求得的控制变量能更精确

地拟合理想控制变量的轨迹.

𝜆 = 0.07时, 经 25次迭代得到 𝐽 = 32.671 5, 该结

果优于Luus[9]采用基于罚函数法变步长 IDP算法迭

代 2 000次求得的 32.669 1 , 控制轨迹如图 5所示.
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图 5 改变𝜆后的控制变量轨迹

5 结结结 论论论

本文通过对 IDP算法的时间分段理论进行分析,

提出了一种自适应变步长的 IDP算法. 建立了两个自

适应变步长的判定函数, 并给出了新算法的步骤. 将

其应用于两个经典间歇过程, 实例仿真结果表明, 本

文算法能够实现自适应的分段功能, 有效提升了算法

对目标函数的求解精度.
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