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摘 要: 针对现有T-S模糊模型建模精度与计算效率之间的矛盾,提出一种利用增广输入变量进行T-S模糊模型建

模的方法. 对输入变量进行多项式增广处理后,以核模糊𝐶均值聚类算法配合聚类评价指标自适应获得最佳聚类数

及相应的模糊划分,并通过递推最小二乘计算得出T-S模糊模型的后件参数. 提出可利用后件参数反推断前件结构

的方法来快速有效地确定前件结构. 最后通过仿真验证了上述方法的有效性.
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Abstract: To solve the problem of conflicting between accuracy and efficiency in T-S fuzzy modeling, a method of

establishing T-S fuzzy model by using the augmented input variables is proposed. After the input variables are augmented,

the best clustering number and fuzzy partition are automatically obtained by using kernel fuzzy 𝐶-means(KFCM) and a

clustering evaluation function, and the consequent parameters are determined by using recursive least-square algorithm. In

order to calculate the antecedent structure more efficiently, the input parameters are anti-inferenced according to consequent

parameters. Finally, simulation examples illustrate the effectiveness of the method.
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0 引引引 言言言

T-S模糊模型是一种已在非线性建模中得到广泛

研究的模糊模型[1-3]. T-S模糊模型中模糊规则的后件

为线性多项式,模型的总输出为每条规则输出的加权

平均,因此后件参数的辨识可通过经典的线性辨识方

法获得. T-S模型前件结构的确定以及前件参数的辨

识是T-S模糊建模的关键[4]. 目前常采用模糊聚类的

方法将输入数据分成若干类,以聚类数作为所需的模

糊规则数,以数据隶属于某类的程度作为模糊模型的

前件参数[5]. 理论上, T-S模糊模型的建模精度与模糊

规则的数目有关, 模糊规则越多, 所建T-S模型精度

越高. 然而,实际操作中发现在对某些非线性系统进

行T-S模糊模型建模时,单纯地增加模糊规则数目对

于模型精度的提高非常有限,反而极大地增加了整个

建模过程的计算量. 因此,本文提出一种基于增广输

入变量的T-S模糊建模方法,可有效地提高建模精度.

1 T-S模模模糊糊糊模模模型型型
T-S模糊模型采用 if-then结构表示, 后件部分采

用线性方程式描述. 对于一个MISO系统, T-S模糊模

型的第 𝑖条模糊规则可表示为

𝑅𝑖 : if 𝑥1 is 𝐴𝑖
1 and ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑚 is 𝐴𝑖

𝑚 then

𝑦𝑖 = 𝑏𝑖0 + 𝑏𝑖1𝑥1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑖𝑚𝑥𝑚.

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐, 𝑐为规则总数; 𝑥𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑚)为输入变量; 𝑦𝑖为第 𝑖条模糊规则的输出; 𝐴𝑖

1, 𝐴
𝑖
2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑖
𝑚为输入论域上的模糊子集; 𝑏𝑖𝑗(𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑚)为结论参数. T-S模型的总输出表现为每条规则的

加权平均.

2 增增增广广广输输输入入入变变变量量量的的的T-S模模模糊糊糊模模模型型型建建建模模模
2.1 输输输入入入变变变量量量的的的增增增广广广处处处理理理

对于一个MISO系统,设系统的实际输入为𝑋 =

(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛),输出为 𝑦,则系统的数学模型可以表
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示为函数 𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛). 而任意函数 𝑓都可以

展开为无穷阶多项式和的形式,即

𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛) =

𝑖=∞,⋅⋅⋅ ,𝑘=∞∑
𝑖=0,⋅⋅⋅ ,𝑘=0

𝑝(𝑠)𝑥𝑖
1𝑥

𝑗
2 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑘

𝑛,

其中 𝑝(𝑠)为多项式中每项的系数. 因此,对系统的输

入样本作如下处理得到增广输入矩阵:

𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛, 𝑥
2
1, 𝑥

2
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥2

𝑛, 𝑥1𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ ]. (1)

此时, T-S模型后件形式为多项式,其逼近任意线

性多项式的能力是肯定的, 参照文献 [4,6]中典型T-

S模型的逼近性证明过程,这种模型一样具有通用逼

近能力. 对于T-S模型前件而言, 增广输入变量增加

了样本之间的差异,有利于获得更准确的模糊划分[7].

对于T-S模型后件而言,增广输入变量增加了多项式

的阶,使其具有更高的拟合精度.实际操作中,并不需

要对输入变量进行无穷阶增广,只进行有限次增广使

模型达到要求的精度即可,因此对模糊系统复杂性的

增加是有限的.

2.2 前前前件件件结结结构构构和和和前前前件件件参参参数数数的的的确确确定定定

目前一般采用模糊聚类算法将输入数据分成若

干类, 以聚类数作为所需的模糊规则数, 以数据隶属

于某类的隶属度作为模糊模型的前件参数,采用得较

多的模糊聚类算法有模糊𝐶均值算法 (FCM)[8]. 但是,

FCM算法需要预先设定聚类数, 因此它并不能独立

获得T-S模型的规则数, 需要借助聚类有效性指标

才可以自适应获得最佳聚类数[9]. 另考虑到FCM的

改进算法—–核模糊𝐶均值聚类 (KFCM)具有比普

通FCM算法更少的收敛次数和更优的聚类效果, 本

文采用KFCM算法配合聚类有效性指标,自适应地确

定T-S模糊模型的最佳规则数以及其对应的前件参

数.

2.2.1 核核核模模模糊糊糊𝐶均均均值值值聚聚聚类类类

设待聚类样本集为𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}, 核非

线性映射为Φ : 𝑥 → Φ(𝑥),则KFCM聚类的目标函数

为

𝐽𝑚(𝑋;𝑈, 𝑉 ) =

𝑐∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

𝑢𝑚
𝑖𝑗 ∣∣Φ(𝑥𝑗)− Φ(𝑣𝑖)∣∣2. (2)

其中: 𝑣𝑖为第 𝑖类的中心, Φ(𝑣𝑖)为该类中心在相应核

空间的像,且有

Φ(𝑣𝑖) =

𝑁∑
𝑘=1

𝑢𝑚
𝑖𝑘Φ(𝑥𝑘)

𝑁∑
𝑘=1

𝑢𝑚
𝑖𝑘

. (3)

最小化式 (2), 利用核函数𝐾与特征空间内积的关系

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = ⟨Φ(𝑥𝑖),Φ(𝑥𝑗)⟩可以得到

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =

𝑁∑
𝑘=1

𝑢𝑚
𝑖𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑗)

𝑁∑
𝑘=1

𝑢𝑚
𝑖𝑘

, (4)

𝐾(𝑣𝑖, 𝑣𝑖) =

𝑁∑
𝑘=1

𝑁∑
𝑠=1

𝑢𝑚
𝑖𝑘𝑢

𝑚
𝑖𝑠𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑠)

( 𝑁∑
𝑘=1

𝑢𝑚
𝑖𝑘

)2
. (5)

当核函数选定为高斯函数时,有𝐾(𝑥, 𝑥) = 1,则

𝐽 = 2

𝑐∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑢𝑚
𝑖𝑗 (1−𝐾(𝑥𝑗 , 𝑣𝑖)).

构造拉格朗日函数并对𝑢、𝑣分别求偏导, 可以得到

KFCM算法的 𝑣𝑗和𝑢𝑖𝑗的更新公式

𝑣𝑗 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑢𝑚
𝑖𝑗𝐾(𝑥𝑖, 𝑣𝑗)𝑥𝑖

𝑁∑
𝑖=1

𝑢𝑚
𝑖𝑗𝐾(𝑥𝑖, 𝑣𝑗)

, (6)

𝑢𝑖𝑗 =
[1−𝐾(𝑥𝑖, 𝑣𝑗)]

−1/(𝑚−1)

𝑐∑
𝑗=1

[1−𝐾(𝑥𝑖, 𝑣𝑗)]
−1/(𝑚−1)

. (7)

2.2.2 改改改进进进的的的聚聚聚类类类评评评价价价指指指标标标

KFCM模糊聚类算法需预先设定聚类的数目,为

使得算法自适应获得最佳聚类数,可通过极小化模糊

聚类评价指标函数的方法来实现[10]. 在Hilbert空间

中, Xie-Ben指标[11]的紧致性表现形式为

𝑉𝐾𝑋 =
1

𝑛

𝑐∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

𝑢𝑚
𝑖𝑗 ∣∣Φ(𝑥𝑗)− Φ(𝑣𝑖)∣∣2, (8)

分离性评价指标表现为

𝑉𝐾𝐵 = min
𝑗 ∕=𝑘

∣∣Φ(𝑣𝑗)− Φ(𝑣𝑘)∣∣2. (9)

紧致性指标和分离性指标的比值即为Hilbert空间中

的Xie-Ben指标.对于T-S模糊模型聚类,较好的聚类

结果应该考虑两方面的因素:

1)表现在输入数据和输出数据上都应该具有较

好的类内紧致性和类间分离性;

2)表现在输入和输出的映射上则应该有较好的

分离性.

根据这一原理可构建新聚类评价指标如下:

𝑉𝑇𝑆 =
𝑉𝐾𝑋(𝑢)𝑉𝐾𝑋(𝑦)

𝑉𝐾𝐵(𝑢)𝑉𝐾𝐵(𝑦)𝑉𝐾𝐵(𝑢𝑦)
. (10)

对于不同的聚类数 𝑐,当𝑉𝑇𝑆取到极小值时,所对

应的聚类数可认为是最佳聚类数目.

2.3 T-S模模模型型型结结结构构构与与与后后后件件件辨辨辨识识识及及及算算算法法法整整整体体体描描描述述述

本文采用递推最小二乘算法 (RLS)辨识T-S模型



第 1期 杨马英等: 基于增广输入变量的T-S模糊模型建模 167

的后件参数. 关于RLS算法,本文不再赘述.

T-S模糊模型的前件结构通常可通过动态增加输

入变量并计算均方误差MSE得出, 然而这种方法需

要反复建模多次, 计算量较大.本文提出可通过对T-

S模糊模型的后件参数的判断,略去后件多项式中较

小系数 𝑝所对应的输入变量,在修剪阈值选取恰当的

情况下,仅通过较少次的重复建模便可获得T-S模型

的输入变量.

综上, 对于一个MISO系统, 采用增广输入变量

法对其进行T-S模糊建模的基本思想为:首先对样本

数据进行输入变量增广处理得到增广矩阵𝑋 ,将增广

样本矩阵𝑋以及输出 𝑦用KFCM算法聚类,得出包含

输出在内的聚类中心,截取聚类中心向量中输入数据

对应的部分作为输入数据的聚类中心,聚类中心中输

出数据对应的部分作为输出的聚类中心; 然后采用

式 (10)的聚类性能评价指标结合KFCM算法,自适应

地计算T-S模型的最佳规则数和前件参数, T-S模型

后件则采用递推最小二乘计算得出.整个模糊建模的

具体实施步骤如下.

Step 1: 通过式 (1)对输入矩阵𝑋进行增广处理,

得到增广矩阵𝑋 ,取𝑋中的增广部分𝑋𝐴作为待选输

入,并令𝑋 = [𝑋 𝑋𝐴(:, 1)]作为模糊系统的输入;

Step 2: 采用第 2节提到的KFCM结合T-S聚类

有效性指标函数 (10)的方法, 将增广样本 [𝑋 𝑦]进行

分类,计算出最佳聚类数 𝑐、隶属中心𝑉𝑢𝑦和模糊划分

矩阵𝑈𝑢𝑦;

Step 3: 剔除隶属中心𝑉𝑢𝑦中输出 𝑦对应的项,得

到不包含 𝑦的隶属中心𝑉𝑢;

Step 4: 采用递推最小二乘算法计算得出T-S模

糊模型的后件参数𝑃 ;

Step 5: 计算该模型输出与实际输出的均方误差

𝐽 ,若 𝐽 > 𝐸,则令𝑋 = [𝑋 𝑋𝐴(:, 2)],转 Step 1;

Step 6: 若所建T-S模型所有规则中某输入𝑥𝑖对

应的 𝑝均具有相对较小的绝对值,则判断其对该系统

仅具有较小的影响,从输入变量𝑋中剔除该项;

Step 7: 采用输入变量𝑋建立T-S模型,并用测试

数据对所建模型进行测试,若均方误差 𝐽test在允许范

围内,则该T-S模型确定为最终模型,否则调整参数重

新建模.

上述T-S模糊建模方法仅需要通过较少次数的

重复计算便可以快速确定T-S模糊模型的前件结构

和参数. 建模精度可以通过设定不同的均方误差阈值

加以控制.

3 仿仿仿真真真研研研究究究

为验证上述方法的有效性, 本文分别以Box and

Jenkins煤气炉数据和DISO数据进行仿真建模研究.

例例例 1 使用Box和 Jenkins煤气炉数据[12](以下简

称BJ数据)的前 150组数据进行模糊建模, 用后 146

组数据进行模型验证. 为了方便,本文直接选取𝑢(𝑡−
4)和 𝑦(𝑡 − 1)作为模型的原始输入变量. 模糊聚类所

需核函数采用高斯核函数,聚类精度 𝜀设为 0.01,模糊

指数𝑚 = 2, 最大迭代次数𝑇 = 100, 核参数的值设

为𝐾 = 10. 仿真结果如图 1和图 2所示.
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图 1 BJ系统MSE随增广变量个数的变化情况
(实际测得规则数计算结果均为 2)
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图 2 BJ系统MSE随规则数的变化情况

由图 1可看出, 仅加入 3个增广项, 模型的拟合

均方误差从初始无增广项的 0.344 0下降到了 0.071 3,

预测误差也有较明显的下降,对比图 2中增加规则数

的方法,本文的方法明显具有更好的效果.

例例例 2 DISO系统的 100组样本数据由如下标准

方程采样得到,该标准方程已经被许多学者作为检验

辨识算法有效性的标准例题之一[8].

𝑦 = (1 + 𝑥−2
1

+ 𝑥−1.5
2 )2,

1 ⩽ 𝑥1 ⩽ 5, 1 ⩽ 𝑥2 ⩽ 5.

同样采用本文的方法对其进行T-S模糊建模. 模

糊聚类所需核函数采用高斯核函数, 聚类精度 𝜀设

为 10−6, 模糊指数𝑚 = 2, 最大迭代次数𝑇 设为 100,

核参数的值设为𝐾=10. 本仿真在实际操作中采取了

10次重复计算取最小聚类数作为最佳聚类数的策略,

DISO仿真结果如图 3和图 4所示.

由图 3可看出,仅加入 4个增广项后,模型的拟合

均方误差从初始无增广项的 0.266 8下降到了 0.057 7,

模型的预测误差也有明显的下降,对比图 4增加规则

数的方法,本文的方法也同样具有更高的精度.
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图 3 DISO系统MSE随增广变量个数的变化情况
(实际测得规则数计算结果均为 2)
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图 4 DISO系统MSE随规则数的变化情况

4 结结结 语语语

本文结合T-S模糊建模的特点和无穷阶多项式

拟合任意函数这一原理,提出了利用增广输入变量作

为系统输入从而建立T-S模糊模型的方法,在确定T-

S前件结构的策略上,本文采用了利用后件参数反推

断前件结构的方法, 该方法比传统计算均方误差的

方法具有更快的计算速度.本文最后通过对Box and

Jenkins煤气炉数据和DISO数据的仿真,验证了该方

法相比普通方法具有更高的建模精度.
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