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摘 要: 针对连通二部图结构下的一阶多智能体系统,考虑有无时滞两种情形下多智能体的加权分组一致问题.设

计一类基于竞争关系的分散协调控制协议,利用矩阵论和代数图论等有利工具,使得在该控制协议下,多智能体系统

均可全局收敛到任意指定的加权一致状态. 针对系统存在时滞的情形,运用圆盘定理和广义奈氏准则,得到系统达到

收敛时可能容忍的最大时延上界. 仿真实例较好地验证了所得出结论的正确性.
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Abstract: For single-integrator kinematics of multi-agent systems with connected bipartite topology, the system’s weighted

group-consensus problem with/without time-delay is investigated. A decentralized and coordinated control protocol is

designed. Based on the matrix theory and the graph theory, it is proved that the multi-agent systems can converge to the

arbitrary prescribed weighted state. For the cases with time-delay, a upper bound on the maximum time-delay that the
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0 引引引 言言言

多智能体系统是分布式系统一个重要的研究分

支, 其在多机器人的编队、无人机的联合侦察与搜

索、无线传感器网络等方面的重要应用,引起了广大

学者的研究兴趣[1-4]. 在多智能体系统的诸多研究问

题中,一致性问题是多智能体系统研究的最根本问题.

一致性问题即通过设计系统的控制协议,使各个智能

体在信息交换后状态达到一致.各个智能体通过相互

之间的通讯、协调、合作和竞争解决很多复杂的问题,

从而使得系统的鲁棒性、容错性、可靠性得到有效的

提升.

近几年,一致性问题的研究发展非常迅速,取得

了相当丰富的理论成果. Vicsek等[5]根据Reynolds[6]

提出的模拟动物集结的计算机模型, 首次提出了非

平衡多智能体模型, 并验证了此类模型的收敛性.

Jadhabaie等[7]通过对Vicsek模型进行分析,提出了角

度一致性问题, 给出了模型的收敛性相应的结论.

Moreau等[8-9]对 Jadhabaie的结果展开进一步研究,将

系统推广到有向拓扑网络, 并得到相应的收敛结果,

从而使一致性问题得到了高速发展.

在实际应用中, 随着系统复杂程度的不断加大,

人们对系统分组问题产生了极大兴趣. 多智能体系统

的分组一致问题得到了学者的广泛关注,并取得了丰

硕的研究成果.文献 [10]利用矩阵半张量积方法对图

的最大稳定集和着色问题进行了研究,并使用该方法

设计了多智能体系统分组一致控制协议,将图的着色

理论与多智能体系统分组一致问题进行了结合.文献

[11]分别对具有相同自动态和不同自动态的智能体
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系统分组一致性问题进行分析, 给出了相应的结果.

文献 [12]通过对无向图和强连通平衡图进行研究,设

计了多智能体系统分组一致控制器,并给出了相关收

敛判据.文献 [13]针对智能体间仅存在竞争和智能体

间既存在竞争又存在合作两种情况进行分析,给出了

系统在有向二部图拓扑结构下实现分组同步的控制

协议,并证明了协议的稳定性.

由于智能体间信息交流通常存在时延,对多智能

体含有时延情况的研究具有较强的实际意义.利用双

树模型的转化思想,文献 [14]针对有时滞和无时滞两

种情况进行研究,通过对原系统进行降阶, 给出了系

统收敛的条件.文献 [15-16]在基于竞争的模型下,研

究了系统在连通二部图拓扑结构下达到分组一致的

情况, 并给出了相应的时延上界, 将含有时滞的系统

与分组一致问题进行了结合.此外, 多智能体系统加

权一致性的研究也取得了丰厚的成果.文献 [17]提出

了加权一致性的概念, 设计了一类分散协调控制器,

使在该控制器下多智能体达到加权平均一致性. 文

献 [18]考虑时延情况下智能体的加权平均一致问题,

设计了线性与非线性两种控制器,并给出了线性控制

器下系统可容忍的最大时延上界. 然而,基于竞争关

系设计分散协调控制器,使系统达到加权分组一致性

的研究成果,还较少见到相关报道.

本文利用智能体间的竞争关系研究了一类新的

加权一致问题,针对连通[19]二部图结构下的一阶多智

能体系统,考虑了有无时滞两种情形下多智能体的加

权分组一致问题,设计了一类基于竞争关系的分散协

调控制协议.利用矩阵论和代数图论等有利工具, 使

得在该控制协议下,多智能体系统均可全局收敛到任

意指定的加权一致状态,比文献 [19]协议具有更强的

灵活性. 针对系统存在时滞情形,运用圆盘定理和广

义奈氏准则,得到了系统达到收敛时可能容忍的最大

时延上界. 仿真实例较好地验证了所得出结论的正确

性.

1 预预预备备备知知知识识识

对于有𝑛个节点的无向图𝒢 := {𝒱, ℰ , 𝐴}, 𝒱 :=

{𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛}表示图的顶点集, 𝐿 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}表
示节点的下标集, ℰ ⊆ 𝒱 × 𝒱表示图的边集, 𝑒𝑖𝑗 =

(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ ℰ . 矩阵𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛 ∈ ℛ𝑛×𝑛表示𝒢的邻接
矩阵,且满足 𝑎𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝑎𝑖𝑗 > 0当且仅当 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑒𝑖𝑗成立.

𝒩𝑖 = {𝑗∣𝑒𝑖𝑗 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ ℰ}为节点 𝑖的邻接成员的集

合,即 𝑖与 𝑗有信息交流. 若𝐷 = diag{𝑑1, 𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛},

则矩阵𝐷称为𝐺的度矩阵,其中 𝑑𝑖 =
∑
𝑗∈𝒩𝑖

𝑎𝑖𝑗 .

本文仅考虑𝒢为无向简单图,即对于任意的顶点

𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ,有 𝑒𝑖𝑖 /∈ ℰ . 因为𝒢为无向图,所以有 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖,

𝑖 ∈ 𝐿,即矩阵𝐴为一个对称矩阵.

若𝒢 := {𝒱, ℰ}是一个具有𝑛个节点的二部

图[19], 则顶点集𝒱可以分割为两个互不相交的子集
{𝒱1,𝒱2}, 若 𝑣𝑖和 𝑣𝑗同属于一个子集𝒱1或𝒱2, 则 𝑖̂ =

𝑗̂,否则 𝑖̂ ∕= 𝑗̂,其中 𝑖̂为节点 𝑣𝑖所在的分组.

为了进一步研究,本文需要以下定义.

定义 1[13] 对于含有𝑛个节点的智能体系统,其

中𝑥(0)= [𝑥1(0), 𝑥2(0), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛(0)]
T为初始状态, 𝑥𝑖(0)

∈ ℛ. 如果当 𝑖̂ = 𝑗̂时 lim
𝑡→∞

∥𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥𝑗(𝑡)∥ = 0,当 𝑖̂ ∕= 𝑗̂

时 lim
𝑡→∞

sup ∥𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑗(𝑡)∥ > 0,则称系统可实现分组

一致.

定义 2 对于含有𝑛个节点的智能体系统,其中

𝑥(0) = [𝑥1(0), 𝑥2(0), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛(0)]
T为初始状态. 给定决

策函数Wave∗(𝑥) :=
𝑟∑

𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖 −
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑥𝑖,
𝑛∑

𝑖=1

𝑏𝑖 = 1,

𝑏𝑖 > 0, 如果当 𝑖 ∈ 𝐿1时 lim
𝑡→∞

𝑥𝑖(𝑡) = Wave∗(𝑥(0)),

当 𝑖 ∈ 𝐿2时 lim
𝑡→∞

𝑥𝑖(𝑡) = −Wave∗(𝑥(0)), 其中𝐿1 =

{𝑖∣𝑣𝑖 ∈ 𝒱1}, 𝐿2 = {𝑖∣𝑣𝑖 ∈ 𝒱2},则称系统可实现加权分

组一致.

考虑具有𝑛个节点的一阶多智能体系统

𝑥𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑖 ∈ 𝐿. (1)

其中: 𝑥𝑖 ∈ ℛ为第 𝑖个智能体的状态, 𝑢𝑖 ∈ ℛ为第 𝑖个

智能体的控制输入.

基于竞争关系的控制器可设计为

𝑢𝑖(𝑡) = −
∑
𝑗∈𝒩𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖(𝑡) + 𝑥𝑗(𝑡)), 𝑖 ∈ 𝐿. (2)

将控制器代入系统方程 (1),整理可得

𝑥̇ = −(𝐷 +𝐴)𝑥. (3)

其中: 𝐷为图𝒢的度矩阵, 𝐴为图𝒢的邻接矩阵.

基于上述控制器 (2)的设计方法, 为了实现多智

能体的加权分组一致,设计如下含有加权系数的控制

器. 下面分别针对系统不含时滞和含有时滞两种情况

进行讨论.

情况 1 当系统不含时滞时,控制器设计如下:

𝑢𝑖(𝑡) = −
∑
𝑗∈𝒩𝑖

1

𝑏 𝑖
𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖(𝑡) + 𝑥𝑗(𝑡)), 𝑖 ∈ 𝐿. (4)

其中: 𝑏𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝐿,
𝑛∑

𝑖=1

𝑏𝑖 = 1. 根据式 (1)和 (4),可得

𝑥̇ = −𝐵−1(𝐷 +𝐴)𝑥. (5)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ ℛ𝑛, 𝐵 = diag{𝑏1, 𝑏2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛}, 𝐷为图𝒢的度矩阵, 𝐴为图𝒢的邻接矩阵.

情况 2 当系统存在时滞时,控制器设计如下:

𝑢𝑖(𝑡) = −
∑
𝑗∈𝒩𝑖

1

𝑏 𝑖
𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖(𝑡− 𝜏) + 𝑥𝑗(𝑡− 𝜏)),

𝑖 ∈ 𝐿. (6)
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其中 𝑏𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝐿,
𝑛∑

𝑖=1

𝑏𝑖 = 1, 𝜏 > 0为系统的时滞. 根

据式 (1)和(6),可得

𝑥̇ = −𝐵−1(𝐷 +𝐴)𝑥(𝑡− 𝜏). (7)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ ℛ𝑛, 𝐵 = diag{𝑏1, 𝑏2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛}, 𝐷为图𝒢的度矩阵, 𝐴为图𝒢的邻接矩阵.

本文设计了上述具有加权系数的控制器,通过调

整控制器的加权系数,可使得多智能体状态全局收敛

到任意指定的加权状态,与控制器 (2)相比,所设计控

制器具有更强的灵活性.

引理 1[16] 若拓扑结构𝒢为具有𝑛个节点的连

通二部图, 𝐿1 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟}和𝐿2 = {𝑟 + 1, 𝑟 + 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}为系统的一个分割, 𝐴为𝒢的邻接矩阵, 则𝐴

在适当的排序下可以表示为

𝐴 :=

[
0𝑟×𝑟 𝐴1

𝐴T
1 0(𝑛−𝑟)×(𝑛−𝑟)

]
,

其中𝐴1 ∈ ℛ(𝑛−𝑟)×𝑟.

引理 2[19] 若拓扑结构𝒢为具有𝑛个节点的连

通的二部图,则在控制协议 (2)下,可得矩阵−(𝐷+𝐴)

的秩为𝑛− 1,且该矩阵的非零特征值具有负实部.

引理 3[20] 对于𝜔 ∈ ℛ,凸包Co(0
∪{𝑊𝑖(j𝑤), 𝑖 ∈

𝐿})包含圆盘的集合
∪
𝑖∈𝐿

𝐺𝑖.其中: 𝐺𝑖为系统特征根

的圆盘, 𝑊𝑖为原点到圆盘𝐺𝑖中心连线的延长线与圆

盘边界的交点.

引理 4[20] 当𝜔 ∈ ℛ时, 对于任意 𝜁 ∈ [0, 1), 凸

包 𝜁Co(0
∪{𝐸𝑖(j𝑤), 𝑖 ∈ 𝐿})不包含−1 + j0 点. 其中:

𝐸𝑖(j𝑤) =
π

2𝜏
× exp(−j𝜔𝜏)

j𝜔
, 𝜏为系统的时滞且 𝜏 > 0.

注 1 在实际应用中, 𝑏𝑖不宜过小.如果 𝑏𝑖 → 0,

则𝑥𝑖 → ∞,导致整个系统失去稳定.

2 主主主要要要结结结果果果

本节针对智能体系统不含时滞和含有时滞两种

情况进行研究分析,结合所给出的引理, 对以上两种

情况进行分析论证, 使得在上述控制器下, 系统最终

实现加权分组一致,并给出系统达到加权一致时各个

智能体最终的收敛值.

2.1 无无无时时时滞滞滞加加加权权权分分分组组组一一一致致致性性性控控控制制制器器器研研研究究究

定理 1 拓扑结构𝒢为具有𝑛个节点的连通的二

部图,在控制协议 (4)下,系统能实现分组一致.

证证证明明明 设

𝑥∗ = [𝑎, 𝑎, . . . , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎, . . . ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T,

其中 𝑎为常数. 由于𝒢为连通二部图, 由引理 1可知,

在适当的排序下, 𝒢的邻接矩阵𝐴可表示为

𝐴 =

[
0𝑟×𝑟 𝐴1

𝐴T
1 0(𝑛−𝑟)×(𝑛−𝑟)

]
.

由𝐷、𝐵−1和𝑥∗的定义可得−𝐵−1(𝐷 + 𝐴)𝑥∗ = 0,因

此𝑥∗为系统的平衡点.

下证系统平衡点的唯一性. 设𝜆𝑖 (𝑖 ∈ 𝐿)为矩阵

−𝐵−1(𝐷 + 𝐴)的特征根, 由引理 2可知, 秩 (−(𝐴 +

𝐷)) = 𝑛− 1. 由于𝐵−1 可逆,秩 (−𝐵−1(𝐴+𝐷)) =秩

(−(𝐴 +𝐷)) = 𝑛 − 1,矩阵 (−𝐵−1(𝐴 +𝐷))的零特征

根为单根.

对于任意的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑑𝑖𝑖 =
∑
𝑗∈𝒩𝑖

𝑎𝑖𝑗 ,由圆盘定

理可知,特征根𝜆𝑖 (𝑖 ∈ 𝐿)满足∣∣∣𝜆𝑖 −
(
− 1

𝑏𝑖
𝑑𝑖

)∣∣∣ ⩽ ∑
𝑗∈𝒩𝑖

∣∣∣− 1

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑗

∣∣∣ = 1

𝑏𝑖
𝑑𝑖.

因此,矩阵−𝐵−1(𝐷 + 𝐴)非零特征根具有负实部.由

线性系统Lyapunov稳定性定理可知, 系统最终收敛

至平衡点𝑥∗,即实现分组一致. □

定理 2 拓扑结构𝒢为具有𝑛 个节点的连通二

部图,在控制协议 (4)下,多智能体系统实现加权分组

一致, 且最终收敛于𝑥∗ = [𝑎, 𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T,

其中 𝑎 =

𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖(0)−
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑥𝑖(0).

证证证明明明 由定理 1可知, 系统 (5)能够实现分组一

致, 且一致状态为𝑥∗ = [𝑎, 𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T.为

了实现系统的加权分组一致,下面求 𝑎的最终值为系

统各个初始值的加权状态之和.

首先,令决策值

𝑥̃ = Wave∗(𝑥) =
𝑟∑

𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖 −
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑥𝑖, (8)

可得

˙̃𝑥 =

𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖 −
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑥𝑖 =

𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑢𝑖 −
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑢𝑖 =

−
𝑟∑

𝑖=1

∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡) + 𝑥𝑖(𝑡))+

𝑛∑
𝑖=𝑟+1

∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡) + 𝑥𝑖(𝑡)). (9)

由引理 1可知,邻接矩阵

𝐴 =

[
0𝑟×𝑟 𝐴1

𝐴T
1 0(𝑛−𝑟)×(𝑛−𝑟)

]
,

则式 (9)可转化为

˙̃𝑥 = −
𝑟∑

𝑖=1

∑
𝑗∈𝑁𝑖,𝑗>𝑟

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡) + 𝑥𝑖(𝑡))+

𝑛∑
𝑖=𝑟+1

∑
𝑗∈𝑁𝑖,𝑗⩽𝑟

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡) + 𝑥𝑖(𝑡)) = 0, (10)
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由此可得 𝑥̃为一个常量.

由Wave∗(𝑥)的定义,可知

Wave∗(𝑥∗) =
𝑟∑

𝑖=1

𝑏𝑖𝑎−
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖(−𝑎) = 𝑎,

由于 𝑥̃为一个常量,可得

𝑎 = Wave∗(𝑥∗) = Wave∗(𝑥(0)).

根据定理 1的结论,可知系统的任意解收敛至平

衡点𝑥∗,且

𝑥∗ = [𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T,

其中 𝑎 =

𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖(0)−
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑥𝑖(0). 故系统可实现加

权分组一致. □

2.2 有有有时时时滞滞滞加加加权权权分分分组组组一一一致致致性性性控控控制制制器器器研研研究究究

由于网络通信过程不可避免会产生时滞,设计带

有时滞的控制器具有重要的实际意义.结合文献 [18]

的构建方法, 本文设计了一种含有时滞的控制器, 使

得在该控制器下, 系统达到分组加权一致,并给出系

统可容忍的最大时滞上界和系统最终的收敛状态.

定理 3 假设拓扑结构𝒢为具有𝑛个节点的连

通的二部图, 每个节点在接收信息时具有一个固

定的时间延迟 𝜏 > 0. 如果在控制协议 (6)下, 𝜏满足

max
𝑖∈𝐿

{𝑑𝑖𝜏/𝑏𝑖} < π/4,且当 𝑡 ⩽ 0时,智能体的状态满足

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(0), 𝑖 ∈ 𝐿,则系统实现加权分组一致,且各

个智能体最终收敛状态为 [𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T. 其

中

𝑎 =

𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖(0)−
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑥𝑖(0), 𝑑𝑖 =
∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 ∈ 𝐿.

证证证明明明 首先, 用频域分析方法证明系统 (6)的收

敛性. 对系统 (6)进行拉氏变换,可得系统 (6)的特征

方程

det(𝑠𝐼𝑛 + e−𝜏𝑠𝐵−1(𝐷 +𝐴)) = 0. (11)

考虑系统的特征值, 如果式 (1)的特征值 𝑠满足 𝑠 =

0为单根,而非零特征值具有负实部,则系统可以达到

稳定状态.

当 𝑠 = 0时,有

det(𝑠𝐼𝑛 + e−𝜏𝑠𝐵−1(𝐷 +𝐴)) =

det(𝐵−1(𝐷 +𝐴)) = 0,

由于秩𝐵−1(𝐷 + 𝐴) = 𝑛 − 1, 𝑠 = 0为特征方程的单

根,由𝐵−1(𝐷 + 𝐴)的构造可知,特征值 𝑠 = 0对应的

特征向量为 [𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

], 其中 𝑎为一个非

零常数,则该点正好为系统的平衡点.

当 𝑠 ∕= 0时,令

𝐹 (𝑠) = det
(
𝐼𝑛 +

e−𝜏𝑠

𝑠
𝐵−1(𝐷 +𝐴)

)
, (12)

𝐺(𝑠) =
e−𝜏𝑠

𝑠
𝐵−1(𝐷 +𝐴), (13)

取 𝑠 = j𝜔,则式 (13)可记为

𝐺(j𝜔) =
e(−𝜏 j𝜔)

j𝜔
𝐵−1(𝐷 +𝐴).

由此可得,式 (11)与 (12)在 𝑠 ∕= 0的情况下等价. 如果

方程 (12)的非零特征根都有负实部, 则系统 (4)可达

到一致性. 根据广义的奈氏准则,式 (12)的非零特征

根具有负实部,等价于𝐺(j𝜔)的特征值𝜆(𝐺(j𝜔))的奈

氏曲线不包围−1 + j0点.

根据圆盘定理,可得

𝜆(𝐺(j𝜔)) ∈
∪
𝑖∈𝐿

𝐺𝑖. (14)

其中

𝐺𝑖 ={
𝜂 : 𝜂 ∈ 𝒞,

∣∣∣𝜂 − 1

𝑏𝑖

∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗
exp(−j𝜔𝜏)

j𝜔

∣∣∣ ⩽
∣∣∣𝑑𝑖
𝑏𝑖

exp(−j𝜔𝜏)

j𝜔

∣∣∣}, (15)

𝒞为复数域.由矩阵𝐷的定义可知,圆盘中心为

𝐺𝑖0(j𝜔) =
𝑑𝑖
𝑏𝑖

exp(−j𝜔𝜏)

j𝜔
.

设复平面原点𝑂与圆心𝐺𝑖0连线的延长线与圆

盘边界相交于𝑊𝑖点, 当圆盘𝐺𝑖0(j𝜔)的奈氏曲线随

着𝜔 ∈ ℛ变化时, 圆盘𝐺𝑖也会发生变化. 从而可知,

𝑊𝑖也会发生变化,端点𝑊𝑖的变化曲线为

𝑊𝑖(j𝜔) =
2𝑑𝑖
𝑏𝑖

exp(−j𝜔𝜏)

j𝜔
.

结合引理 4,可得

𝑊𝑖(j𝜔) =
2𝑑𝑖
𝑏𝑖

× 2𝜏

𝜋
𝐸𝑖(j𝜔) =

4𝜏𝑑𝑖
𝑏𝑖π

𝐸𝑖(j𝜔). (16)

令 𝜁𝑖 =
4𝜏𝑑𝑖
𝑏𝑖𝜋

,则式 (16)可以转化成

𝑊𝑖(j𝜔) = 𝜁𝑖𝐸𝑖(j𝜔).

由定理可知, 𝜁𝑖=
4𝜏𝑑𝑖
𝑏𝑖π

<1,取 𝜁=max
𝑖∈𝐿

{𝜁𝑖},显然 𝜁 <1,

对于 ∀𝑖 ∈ 𝐿,有下式成立:

𝜁Co(0
∪

𝐸𝑖(j𝜔)) ⊇
𝜁𝑖Co(0

∪
𝐸𝑖(j𝜔)) = Co(0

∪
𝑊𝑖(j𝜔)).

结合引理 4,有

− 1 + j0 /∈ 𝜁Co(0
∪{𝐸𝑖(j𝜔), 𝑖 ∈ 𝐿}) ⊇

Co(0
∪{𝑊𝑖(j𝜔), 𝑖 ∈ 𝐿}).

由引理 3,可得

Co(0
∪{𝑊𝑖(j𝜔), 𝑖 ∈ 𝐿}) ⊇

∪
𝑖∈𝐿

𝐺𝑖,

所以有−1+ j0 /∈
∪
𝑖∈𝐿

𝐺𝑖,特征值𝜆(𝐺(j𝜔))的轨迹不包

含−1 + j0点. 根据广义奈氏判据, 零特征根为单根,
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所有非零特征根都具有负实部,从而系统收敛到平衡

点 [𝑎, 𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎,−𝑎, ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T.

根据Wave∗(𝑥)定义,可得

˙̃𝑥 =

𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖 −
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑥𝑖 =

𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑢𝑖 −
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖𝑢𝑖 =

−
𝑟∑

𝑖=1

∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡− 𝜏) + 𝑥𝑖(𝑡− 𝜏))+

𝑛∑
𝑖=𝑟+1

∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡− 𝜏) + 𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)) = 0.

设𝑥∗为系统的平衡点,则

𝑥∗ = [𝑎, 𝑎, . . . , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎,−𝑎, . . . ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T,

根据Wave∗(𝑥)的定义,有

Wave∗(𝑥∗) =
𝑟∑

𝑖=1

𝑏𝑖𝑎−
𝑛∑

𝑖=𝑟+1

𝑏𝑖(−𝑎) = 𝑎.

由于 𝑥̃为一个常量,可得

𝑎 = Wave∗(𝑥∗) = Wave∗(𝑥(0)).

系统最终收敛到平衡点 [𝑎, . . . , 𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑟

,−𝑎, . . . ,−𝑎︸ ︷︷ ︸
𝑛−𝑟

]T, 其中

𝑎 = Wave∗(𝑥(0)). 系统最终实现加权分组一致. □

3 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证本文结论的正确性, 给出几个仿真实

例. 如图 1所示,考虑具有 5个节点的多智能体系统

𝑥𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5.
其中: 𝑥𝑖 ∈ ℛ为第 𝑖个节点的状态, 𝑢𝑖 ∈ ℛ为第 𝑖个

节点的控制规则.初始状态𝑥(0) = [𝑥1(0), 𝑥2(0), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥5(0)]

T.

1 2

3 4 5

图 1 5个节点构成的无向图

例 1 当系统不含时滞时, 设计具有 5个节点的

控制器

𝑢𝑖(𝑡) = −
∑
𝑗∈𝒩𝑖

1

𝑏𝑖
(𝑥𝑖(𝑡) + 𝑥𝑗(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5.

(17)

由定理 2可知, 在控制协议 (4)下, 系统 (1)可实现分

组加权一致.

为了验证上述结论的有效性, 给出以下仿真结

果. 设计权值𝐵 = diag{0.25, 0.2, 0.3, 0.1, 0.15}, 满足
5∑

𝑖=1

𝑏𝑖 = 1, 给定初始条件𝑥(0) = [12,−10,−8,−7, 6]T,

由定理 2可知,系统最终收敛到各个初始状态的权值,

即

[𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡), 𝑥4(𝑡), 𝑥5(𝑡)]
T →

[3.2, 3.2,−3.2,−3.2,−3.2]T, 𝑡 → ∞.

上述收敛状态的计算见式 (8).

为了验证上述系统在控制协议 (17)下的收敛性,

给出如下仿真. 图 2为含有 5个节点的智能体系统在

无时滞情况下的状态响应, 在控制协议 (18)下, 各个

状态会随着时间的变化而最终达到加权分组一致.仿

真结果有效验证了理论的正确性.
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图 2 协议 (17)下系统的状态响应

例 2 当系统存在时滞时, 图 1对应的含有时滞

环节的控制器设计为

𝑢𝑖(𝑡) = −
∑
𝑗∈𝒩𝑖

1

𝑏𝑖
(𝑥𝑖(𝑡− 𝜏) + 𝑥𝑗(𝑡− 𝜏)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5, (18)

其中初始值与 𝑏𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)的设置与例 1相同.

通过计算可知, max
1⩽𝑖⩽5

{𝑑𝑖
𝑏𝑖

}
= 13.32,结合定理 3

系统的收敛条件可得, 𝜏 < π/53.28 ≈ 0.06.

图 3∼图 5为具有 5个节点的智能体系统存在时

滞情况时加权分组一致的仿真曲线, 随着 𝜏取值的

变化, 可以得到相应的仿真模拟图. 由图 3∼图 5可

见, 当 𝜏 < 0.06时, 智能体实现加权分组一致. 当 𝜏 =

0.07不满足条件 max
1⩽𝑖⩽5

{𝑑𝑖𝜏/𝑏𝑖} < π/4时,系统在协议
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图 3 系统的状态响应 (𝜏 = 0.03)
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图 4 系统的状态响应 (𝜏 = 0.06)
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图 5 系统的状态响应 (𝜏 = 0.07)

(18)下, 各个智能体节点逐步发散. 实验仿真有效验

证了理论的正确性.

4 结结结 论论论

本文针对连通二部图结构下的一阶多智能体系

统,考虑了有无时滞两种情形下多智能体的加权分组

一致问题.设计了一类基于竞争关系的分散协调控制

协议,利用矩阵论与代数图论等有利工具, 使得在该

控制协议下,多智能体系统均可全局收敛到任意指定

的加权一致状态, 从而将现有文献的结果进行推广;

此外,针对系统存在时滞情形、运用圆盘定理和广义

奈氏准则,得到了系统达到收敛时可能容忍的最大时

延上界. 仿真实例对结果进行了有效验证.
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