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摘 要: 在有限采样情况下,研究具有时滞的多输入单输出受控自回归系统的参数辨识和时滞估计问题.当采样次

数少于未知变量数时,描述系统的方程组是欠定的,对其目标函数求解是NP-hard问题,传统方法无法有效辨识出系

统参数. 受压缩感知理论的启发,基于参数向量所具有的稀疏特性,提出一种新的阈值正交匹配追踪算法辨识系统的

参数和时滞. 仿真实验表明,所提出的算法能在少量采样时有效地辨识系统参数、估计未知时滞,同时验证了算法的

有效性.
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Abstract: The identification problem of the multiple-input single-output controlled autoregressive systems with unknown

time-delays and finite sampled data is studied. A linear equation set is said to be undetermined if the number of equations

is less than that of unknown variables. Traditional methods such as the least squares algorithm cannot provide the unique

solution for an undetermined equation set because it is an NP-hard problem. Based on the compressed sensing theory, a new

orthogonal matching pursuit(OMP) algorithm is proposed for estimating the time-delays of the input channels and the system

parameters. The simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

系统辨识是根据输入输出数据建立系统数学模

型的理论和方法. 常规的系统辨识方法,如最小二乘

类算法、随机梯度辨识算法等[1], 要求有大量的采样

数据才能获得良好的辨识效果,但大量数据的采集过

程和计算过程需要耗费大量的成本. 时滞系统在现实

工业过程中普遍存在,如热工系统、化工过程等[2],在

传感网络、无线通信系统中也广泛存在[3], 因此时滞

辨识对于系统的分析与综合非常重要.时滞的估计有

许多方法,如基于最小二乘的时滞辨识方法[4-5]. 这些

时滞估计算法同样需要大量数据,当系统时滞较大时,

可能带来不可接受的近似误差. 因此,找到一种在采

样数据有限时,能够快速有效地估计时滞系统的参数

和时滞的方法显得十分必要.

本文借助压缩感知 (CS)理论, 讨论在采样数据

有限的情况下估计系统参数和时滞的方法. CS是

Donoho等[6-9]根据信号的稀疏表示和近似理论提出

的, 可由低维的观测向量和测量矩阵重构未知高维

稀疏信号. CS理论一经提出便引起了国内外学者的

研究热情,随之出现了不少研究成果.文献 [10-12]对

CS的基本概念、信号的稀疏变换、测量矩阵的选

取、重构算法和应用前景进行了综述.文献 [13]利用
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压缩感知理论研究了通信信道的辨识问题.文献 [14]

基于约束等距特性, 比较了各种贪婪算法的性能.最

近, CS理论开始用于系统辨识的研究, 如文献 [15]

讨论了多输入单输出受控自回归 (MISO-CAR)系统

在无噪声情况下的辨识问题.

本文基于CS理论, 针对时滞MISO-CAR系统,

考虑具有噪声干扰, 且采样数据有限 (即采样次数低

于稀疏系统参数维数)情况下的参数估计与时滞辨识

方法. 仿真实验表明,所提出的算法能在少量采样时

有效地辨识系统参数、估计未知时滞,同时验证了算

法的有效性.

1 模模模型型型描描描述述述

考虑CAR模型描述的MISO系统

𝐴(𝑧)𝑦(𝑡) =

𝑟∑
𝑖=1

𝑧−𝑑𝑖𝐵𝑖(𝑧)𝑢𝑖(𝑡) + 𝑣(𝑡). (1)

其中: 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑹(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟)为系统的第 𝑖个输入;

𝑦(𝑡) ∈ 𝑹为系统的输出; 𝑣(𝑡)为零均值白噪声; 𝑑𝑖为

第 𝑖个输入的时滞; 𝐴(𝑧)和𝐵𝑖(𝑧)为时间移位算子

𝑧−1 [𝑧−1𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡− 1)]的常系数多项式,有

𝐴(𝑧) := 1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑎𝑧
−𝑛𝑎 ,

𝐵𝑖(𝑧) := 𝑏𝑖1𝑧
−1 + 𝑏𝑖2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑖𝑛𝑏𝑖
𝑧−𝑛𝑏𝑖 .

假设多项式𝐴(𝑧)的阶次𝑛𝑎已知, 时滞 𝑑𝑖和阶次𝑛𝑏𝑖

未知,当 𝑡 ⩽ 0时,有

𝑦(𝑡) = 0, 𝑢𝑖(𝑡) = 0, 𝑣(𝑡) = 0.

定义信息向量𝜑𝑦(𝑡), 𝜑𝑢𝑖(𝑡), 𝜑(𝑡)和参数向量 𝜃𝑦,

𝜃𝑢𝑖 , 𝜃分别为

𝜑𝑦(𝑡) := [−𝑦(𝑡− 1), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝑦(𝑡− 𝑛𝑎)]
T ∈ 𝑹𝑛𝑎 ,

𝜑𝑢𝑖(𝑡) := [𝑢𝑖(𝑡− 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑖(𝑡− 𝑑𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢𝑖(𝑡− 𝑑𝑖 − 𝑛𝑏), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑖(𝑡− 𝑙)]T ∈ 𝑹𝑙,

𝜑(𝑡) := [𝜑T
𝑦 (𝑡)∣𝜑T

𝑢1
(𝑡)∣ ⋅ ⋅ ⋅ ∣𝜑T

𝑢𝑟
(𝑡)]T ∈ 𝑹𝑁 ,

𝜃𝑦 := [𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛𝑎 ]
T ∈ 𝑹𝑛𝑎 ,

𝜃𝑢𝑖
:= [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸

𝑑𝑖

, 𝑏𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑖𝑛𝑏𝑖
, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0︸ ︷︷ ︸
𝑙−(𝑛𝑏𝑖+𝑑𝑖)

]T ∈ 𝑹𝑙,

𝜃 := [𝜃T𝑦 ∣𝜃T𝑢1
∣ ⋅ ⋅ ⋅ ∣𝜃T𝑢𝑟

]T ∈ 𝑹𝑁 , 𝑁 := 𝑛𝑎 +

𝑟∑
𝑖=1

𝑙.

其中 𝑙为输入数据回归长度, 𝑙一般取足够大,即

𝑙 ⩾ max(𝑑𝑖) + max(𝑛𝑏𝑖).

系统模型 (1)可改写为如下紧凑形式:

𝑦(𝑡) = 𝜑T(𝑡)𝜃 + 𝑣(𝑡). (2)

若采样次数为𝑚,定义下列堆积向量和矩阵:

𝑦𝑚 := [𝑦(1), 𝑦(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑚)]T ∈ 𝑹𝑚,

Φ𝑚 := [𝜑(1), 𝜑(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑(𝑚)]T ∈ 𝑹𝑚×𝑁 ,

𝑣𝑚 := [𝑣(1), 𝑣(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣(𝑚)]T ∈ 𝑹𝑚,

则有

𝑦𝑚 = Φ𝑚𝜃 + 𝑣𝑚. (3)

对于辨识模型 (3), 采用常规辨识方法如最小二

乘算法可以获得参数向量 𝜃的估计值

𝜃LS = (ΦT
𝑚Φ𝑚)−1ΦT

𝑚𝑦𝑚.

由于参数向量 𝜃的维数𝑁很大,最小二乘估计要求采

样数𝑚 ≫ 𝑁 ,即需要大量的采样样本数据,从而花费

大量的实验时间和成本.本文基于压缩感知理论, 提

出一种阈值-正交匹配追踪 (TH-OMP)算法. 该算法可

以在较少的采样数据下,即当𝑚 < 𝑁时,获得系统的

时滞和参数估计.

2 压压压缩缩缩感感感知知知重重重构构构理理理论论论

为了便于描述在有限采样数据下的辨识算法,下

面介绍CS的一些定义和重构理论.

对于𝑥 ∈ 𝑹𝑛,定义

∥𝑥∥0 := lim
𝑝→0

∥𝑥∥𝑝𝑝 =

lim
𝑝→0

𝑛∑
𝑗=1

∣𝑥𝑗 ∣𝑝 = #{𝑖 : 𝑥𝑖 ∕= 0},

表示向量𝑥中非零元素的个数[16]. 对于任一向量 𝜃 ∈
𝑹𝑁 , 若有 ∥𝜃∥0 = 𝐾(𝐾 ≪ 𝑁), 则称 𝜃稀疏且稀疏度

为𝐾. CS的重构问题是由矩阵方程

𝑦 = Φ𝜃 (4)

求解未知向量 𝜃. 其中: Φ ∈ 𝑹𝑚×𝑁 (𝑚 < 𝑁)为已知的

满秩测量矩阵, 𝑦 ∈ 𝑹𝑚为观测向量. 由线性代数理论

可知式 (4)有无穷多解,是一个NP-hard问题.

理论研究表明, 对于适当稀疏的 𝜃 ∈ 𝑹𝑁 , 当规

范化后的测量矩阵Φ满足下列 𝑘阶约束等距 (RIP)条

件[6,17-18]:

(1− 𝛿𝑘)∥𝜃∥2 ⩽ ∥Φ𝜃∥2 ⩽ (1 + 𝛿𝑘)∥𝜃∥2,
则方程 (4)有唯一解.使上式成立的最小数值 𝛿𝑘 ∈ (0,

1)称为Φ的约束等距常数.

对于MISO系统 (1), 参数向量的维数为𝑁 = 𝑛𝑎

+ 𝑙𝑟,参数向量的稀疏度

𝐾 = ∥𝜃∥0 = 𝑛𝑎 +

𝑟∑
𝑖=1

𝑛𝑏𝑖 ≪ 𝑁.

根据压缩感知理论,系统 (3)的辨识问题可转换为式

(4)在噪声干扰下的重构问题,即为下式在最小 0范数

约束下的求解问题:

𝜃 = argmin ∥𝜃∥0,
s.t. ∥Φ𝑚𝜃 − 𝑦𝑚∥ < 𝜀. (5)

约束项 𝜀 > 0为给定的误差范围[19-20].
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3 辨辨辨识识识算算算法法法

CS领域主要采用贪婪方法或凸优化方法对式

(5)求解.贪婪方法中, OMP算法的计算复杂度低且

计算速度快, 对不同的参数维数和稀疏度有较强的

鲁棒性.本文针对有噪声干扰的情况, 提出一种基于

OMP的改进算法实现对系统的辨识. 辨识模型 (3)中,

由于 ∥𝜃∥0 = 𝐾, 𝑦𝑚可以看作是信息矩阵Φ𝑚中𝐾个

列向量的线性组合. 对系统进行辨识便是依次找出

这𝐾个列向量, 并由此求出对应的未知参数.具体算

法如下.

首先给出一些变量的说明.令迭代次数为 𝑘(𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ). 𝜃𝑖表示 𝜃中的第 𝑖个元素, 𝜙𝑖表示信息矩

阵Φ𝑚的第 𝑖列, 𝜆𝑘表示第 𝑘次迭代选择的Φ𝑚中列

的索引, Λ𝑘为前 𝑘次迭代选择的Φ𝑚中列的索引构成

的索引集, 𝑟𝑘表示第 𝑘次迭代得到的残差, ΦΛ𝑘
表示

由Λ𝑘指示的Φ𝑚中的 𝑘列组成子信息矩阵, 𝜃Λ𝑘
表示

第 𝑘次迭代得到的参数估计.

初始迭代时, 令残差 𝑟0 = 𝑦𝑚,Λ0 = ∅, 𝜃Λ0 = 0.

在第 𝑘次迭代时,遍历信息矩阵Φ𝑚的所有列,搜寻正

则化后与残差 𝑟𝑘−1内积绝对值最大的一列, 并将那

一列的列标记为𝜆𝑘,即

𝜆𝑘 = arg max
𝑖={1,2,⋅⋅⋅ ,𝑁}

∣⟨𝑟𝑘−1, ∣∣𝜙𝑖∣∣⟩∣. (6)

将𝜆𝑘并入集合Λ𝑘中, 根据索引集Λ𝑘的指示确定子

信息矩阵ΦΛ𝑘
,极小化下列准则函数:

𝐽(𝜃Λ𝑘
) = ∥𝑦𝑚 − ΦΛ𝑘

𝜃Λ𝑘
∥2, (7)

得到第 𝑘次迭代参数向量的估计值为

𝜃Λ𝑘
= Φ+

Λ𝑘
𝑦𝑚, (8)

其中Φ+
Λ𝑘

= (ΦT
Λ𝑘

ΦΛ𝑘
)−1ΦT

Λ𝑘
为ΦΛ𝑘

的广义逆.第 𝑘次

迭代的残差为

𝑟𝑘 = 𝑦𝑚 − ΦΛ𝑘
𝜃Λ𝑘

. (9)

令 𝑘 = 𝑘 + 1, 进入下一次迭代. 若系统中没有噪声

干扰, 则迭代𝐾次后, 残差为零, 可精确地确定稀疏

度为𝐾的参数向量中非零元素的位置和非零参数的

估计值.若系统受噪声干扰,则单一的OMP算法存在

较大参数估计误差. 为降低参数估计误差,本文通过

设定一个很小的阈值TH = 𝜖对每次估计的 𝜃Λ𝑘
进行

滤波, 如果 ∣𝜃𝑖∣ < 0, 则令 𝜃𝑖 = 0, 滤波后的估计值记

为 𝜃Λ𝑘𝜖
. 此时残差的计算式为

𝑟𝑘 = 𝑦𝑚 − ΦΛ𝑘
𝜃Λ𝑘𝜖

. (10)

给定一个允许误差 𝜀,当 ∥𝑟𝑘∥ < 𝜀时,停止迭代.迭代

停止后可根据集合Λ𝑘的指示将 𝜃Λ𝑘𝜖
恢复为𝑁维的

参数向量估计值 𝜃. 这种算法称为基于阈值滤波的正

交匹配追踪 (TH-OMP)算法.

值得说明的是,式 (7)对 𝜃Λ𝑘
求导可得

−ΦT
Λ𝑘

(𝑦𝑚 − ΦΛ𝑘
𝜃Λ𝑘

) = ΦT
Λ𝑘

𝑟𝑘 = 0. (11)

式 (11)表明, TH-OMP算法在迭代过程中, 第 𝑘次迭

代的残差 𝑟𝑘与ΦΛ𝑘
中的列均正交,在第 𝑘 + 1次迭代

时, 只需计算 𝑟𝑘与Φ𝑚中除去ΦΛ𝑘
的各列的内积, 因

此可以减少算法的计算量,即将式 (6)改写为

𝜆𝑘 = arg max
𝑖∈Ω∖Λ𝑘−1

∣⟨𝑟𝑘−1, ∣∣𝜙𝑖∣∣⟩∣,

Ω = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}.
采样次数𝑚的选择与系统参数向量 𝜃的维数

𝑁和稀疏度𝐾有关.对于OMP算法, 文献 [12]指出,

当𝑚 ⩾ 𝑐𝐾, 𝑐 ≈ 2 ln(𝑁)时,能以较高的概率恢复 𝜃.

为了更清晰地阐明TH-OMP算法,下面给出TH-

OMP算法的具体流程.

Step 1: 初始化. 令 𝑘 = 1, 𝑟0 = 𝑦𝑚, Λ0 = ∅, 𝜃0
= 0.

Step 2: 确定𝜆𝑘, 𝜆𝑘 = arg max
𝑖∈Ω∖Λ𝑘−1

∣⟨𝑟𝑘−1, ∣∣𝜙𝑖∣∣⟩∣,
其中Ω = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}.

Step 3: 更新集合Λ𝑘 = Λ𝑘−1

∪{𝜆𝑘}.

Step 4: 由Λ𝑘指向Φ𝑚的列组成的子信息矩阵

ΦΛ𝑘
和 𝑦𝑚计算第 𝑘次的估计值 𝜃Λ𝑘

= Φ+
Λ𝑘

𝑦.

Step 5: 设置阈值TH = 𝜖对参数向量 𝜃Λ𝑘
进行滤

波,得到 𝜃Λ𝑘𝜖
.

Step 6: 更新残差 𝑟𝑘 = 𝑦 − ΦΛ𝑘
𝜃Λ𝑘𝜖

.

Step 7: 若残差 ∥𝑟𝑘∥ < 𝜀或迭代次数 𝑘达到设置

值时,则停止迭代,否则令 𝑘 = 𝑘 + 1,返回Step 2继续

迭代.

Step 8: 由 𝜃Λ𝑘𝜖
恢复 𝜃.

得到参数估计值 𝜃 ∈ 𝑹𝑁后, 根据 𝜃中每个非零

元素块元素的个数可依次确定𝑛𝑏𝑖, 再根据输入阶次

𝑛𝑎和输入通道的数据回归长度 𝑙可估计出系统每个

通道的时滞. 由参数向量的结构可知, 𝜃中共有 𝑟 + 1

个零元素块,令零元素块中零元的个数为𝑛𝑖(𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 + 1),则输入通道的时滞估计为

𝑑1 = 𝑛1,

𝑑𝑖 = 𝑛𝑖 − (𝑙 − 𝑑𝑖−1 − 𝑛𝑏𝑖), 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟. (12)

4 仿仿仿真真真实实实验验验

考虑具有时滞的MISO-CAR系统

𝐴(𝑧)𝑦(𝑡) =

5∑
𝑖=1

𝑧−𝑑𝑖𝐵𝑖(𝑧)𝑢𝑖(𝑡) + 𝑣(𝑡),

𝐴(𝑧) = 1− 1.65𝑧−1 + 0.82𝑧−2,

𝐵1(𝑧) = −0.28𝑧−1 + 0.27𝑧−2,

𝐵2(𝑧) = 0.25𝑧−1 − 0.26𝑧−2,
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𝐵3(𝑧) = −0.22𝑧−1 + 0.32𝑧−2,

𝐵4(𝑧) = 0.38𝑧−1 − 0.34𝑧−2,

𝐵5(𝑧) = 0.24𝑧−1 − 0.38𝑧−2.

输入通道的时滞分别为

𝑑1 = 51, 𝑑2 = 40, 𝑑3 = 31, 𝑑4 = 20, 𝑑5 = 10.

取 𝑙 = 60, 则系统可写为式 (2)的形式. 其中: 参数向

量为

𝜃 = [−1.65, 0.82, 051 − 0.28, 0.27, 047, 0.25,−0.26,

047,−0.22, 0.32, 049, 0.38,−0.34, 047, 0.24,

− 0.38, 048]
T ∈ 𝑹𝑁 ,

0𝑖为含有 𝑖个零元素的零块,参数向量维数𝑁 = 𝑛𝑎 +

𝑙𝑟 = 302,稀疏度为𝐾 = 𝑛𝑎 +

𝑟∑
𝑖=1

𝑛𝑏𝑖 = 12.

仿真时, 输入 {𝑢𝑖(𝑡)}采用零均值单位方差不相
关可测随机信号序列, {𝑣(𝑡)}采用方差为𝜎2 = 0.102

的零均值白噪声序列. 在不同的数据长度𝑚下,分别

采用OMP算法和本文提出的TH-OMP算法对该系统

进行辨识,参数估计误差 𝛿 := ∥𝜃 − 𝜃∥/∥𝜃∥随𝑚变化

的曲线如图 1所示. 仿真实验期望最后的参数估计值

保留到小数点后两位, 故取TH = 0.01.由图 1可见,

当采样次数𝑚达到 110左右时,参数估计误差趋于稳

定,且TH-OMP算法的辨识精度要高于OMP算法.

OMP

TH-OMP

0 40 80 120 160 200
0

0.4

0.8

1.2

1.6

m

δ

图 1 参数估计误差 𝛿随采样数据长度𝑚的变化曲线

定义系统时滞估计成功率为

SR :=
1

𝑟

𝑟∑
𝑖=1

(𝑑𝑖/𝑑𝑖),

SR越接近于 1, 表明时滞的估计越准确.系统时滞估

计的成功率SR随采样长度𝑚的变化如图 2所示.

0 40 80 120 160 200

m

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

S
R

图 2 SR随采样数据长度𝑚的变化曲线

当𝑚 = 120时,利用本文提出的算法得到参数的

估计误差 𝛿随迭代次数 𝑘变化的曲线如图 3所示. 辨

识结果为

𝜃 = [−1.66, 0.83, 051,−0.28, 0.28, 047, 0.25,

− 0.25, 049,−0.21, 0.32, 047, 0.37,−0.32,

047, 0.25,−0.40, 048]
T. (13)

根据非零元素的个数可知𝑛𝑏𝑖 = 2. 结合式 (12)和 (13)

可知各个输入通道的时滞估计为

𝑑1 = 51,

𝑑2 = 47− (𝑙 − 𝑑1 − 𝑛𝑏1) = 40,

𝑑3 = 49− (𝑙 − 𝑑2 − 𝑛𝑏2) = 31,

𝑑4 = 47− (𝑙 − 𝑑3 − 𝑛𝑏3) = 20,

𝑑5 = 48− (𝑙 − 𝑑4 − 𝑛𝑏4) = 10. (14)

𝑑5也可以用最后一个零块来计算, 即 𝑑5 = 𝑙 − (48 +

𝑛𝑏4) = 10.
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图 3 参数估计误差 𝛿随迭代次数 𝑘的变化曲线

定义参数估计的匹配度 FR:= 𝜃𝑖/𝜃𝑖. 系统中部分

参数估计的匹配度 FR随迭代次数变化的曲线如图 4

所示.
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图 4 参数的匹配度FR随迭代次数 𝑘的变化曲线

由图 1∼图 4、式 (13)和 (14)可见,对于具有大时

滞的MISO-CAR系统, 仅已知阶次𝑛𝑎和设定足够大

的输入数据回归长度 𝑙, 便可以通过有限的测量数据

(𝑚 < 𝑁)有效地估计出系统的未知参数、阶次𝑛𝑏𝑖和

时滞 𝑑𝑖.

5 结结结 论论论

本文针对具有大时滞的MISO-CAR系统, 基于

压缩感知理论,提出了一种可以同时估计系统参数、

未知时滞和系统部分阶次的算法—–TH-OMP算法,

阈值TH的引入可以有效降低因噪声干扰产生的参数

辨识误差. 由于该算法相对于参数向量的维数而言只
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需要少量的采样数据,可以节约辨识实验中的采样成

本,提高辨识效率.仿真实验表明,所提出的算法能在

少量采样时有效地辨识系统参数、估计未知时滞,同

时验证了算法的有效性.
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