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摘 要: 为了提升经济模型预测控制的经济性能指标, 提出一种切换控制策略. 首先, 依据Lyapunov稳定性理论给出

理想和扰动下的两类估计可行域, 并实时检测系统状态; 然后, 根据系统状态所处不同区域, 采用相应的控制器分别

实施经济优化、状态驱动和稳态驱动. 所提方法在保证稳定性的同时, 能够为经济性能优化提供更多的在线优化时

间和优化自由度, 获得比传统方法更高的经济效益. 通过一个负阻振荡器实例验证了所提出方法的可行性和有效性.
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Abstract: A switching control strategy is proposed for improving the economic performance of the economics-based model-

predictive control(EMPC). Firstly, based on the Lyapunov stability theory, two kinds of feasible regions which are with

and without disturbances are defined, and the system state is detected in real time. Then, the corresponding controller

is implemented for economic optimization, state driving and stability driving respectively according to the different regions

which the system state belongs to. This method provides more degrees of freedom and on line optimization time for economic

optimization on the promise of guaranteeing stability, therefore obtaining higher economic performance than traditional

methods. The proposed EMPC designs are illustrated through a negative resistance oscillator example and their feasibility

and effectiveness are evaluated through simulations.
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0 引引引 言言言

经济模型预测控制 (EMPC)将过程的动态模型

引入决策层, 克服了传统双层模型预测控制 (MPC)结

构存在的模型不一致以及设定点不可达等问题[1].

同时, 研究发现, 对于渐近稳定的EMPC, 动态约束

下所获得的经济性能的平均指标要至少优于稳态

约束条件下的经济性能指标[2-3]. 其原因在于, 传统

MPC将状态限制于稳定状态下, 减少了优化的自由

度, 而EMPC打破了稳态约束条件对经济目标的限

制, 将MPC对设定点的跟踪变换为在动态过程中实

时保证经济目标函数的最优性. 此类研究已经取得了

一系列的成果, 并得到了推广和应用[4-5]. 但是, 动态

约束下的优化往往带来更多的稳定性问题.

传统的EMPC在处理稳定性问题时采用终端等

式约束、终端代价函数和终端集约束等方法在原始

EMPC优化问题上附加稳定条件, 补偿有限时域后的

无穷时域部分. 例如, 采用终端等式约束, 强制状态终

端返回平衡点[6-7]; 采用终端约束集策略, 在约束集内

利用 𝑘时刻的可行解构造EMPC在 𝑘 + 1时刻的候选

解[8-9]. 当系统状态进入约束集内部时, 采用线性反馈

控制器进行控制. 但此类方法在每个滚动时刻都将优

化问题限制在稳定点上, 寻优可行域小, 优化自由度

少. 同时, 人为约束的加入使得在线计算量、控制性能

和系统初始可行域之间的矛盾更加突出[10]. 在终端集

不变的条件下, 只有增大控制时域长度才能扩大系统

的初始可行域, 获取好的控制性能, 但如此操作加大

收稿日期: 2014-09-23；修回日期: 2015-02-12.

基金项目: 国家自然科学基金面上项目(21376014)；中央高校基本科研业务费(YS1404, zz1310)；国家质检总局科技

计划项目(2015IK048).

作者简介: 黄静雯(1978−), 女, 讲师, 博士, 从事模型预测控制、大系统优化的研究；李宏光(1963−), 男, 教授, 博士生

导师, 从事过程性能监督与优化等研究.



138 控 制 与 决 策 第 31 卷

了控制器的在线计算量. 众多的研究表明, EMPC的

经济性能与稳定性能之间存在着一定的矛盾. 如何在

确保稳定性条件下更大限度地提升其经济性能指标,

是EMPC研究的关键问题之一.

本文针对该问题, 研究设计了切换控制策略, 将

基于Lyapunov函数的有界控制与EMPC的优化有机

结合, 在不同状态下实施经济优化、状态驱动和稳态

驱动. 该策略一方面给EMPC动态优化赋予最大自由

度, 扩大了寻优可行域, 另一方面在减少稳定驱动时

间的前提下为EMPC提供了稳定性保障.

1 传传传统统统EMPC及及及存存存在在在的的的问问问题题题

考虑如下连续时间约束非线性系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡) ∈ 𝑋, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈,

(1)

其中𝑋和𝑈 分别为操纵变量𝑥(𝑡)和状态变量𝑢(𝑡)的

约束集合.

EMPC打破了稳态约束对经济目标的限制, 将

MPC对稳态点的跟踪变为在动态过程中实时优化经

济目标函数, 即直接将经济目标作为EMPC的目标函

数, 表示为

max(𝐽(𝑥̃(𝑡𝑘), 𝑢))=max
1

𝑁

𝑡=𝑡𝑘+𝑁∑
𝑡=𝑡𝑘

w 𝑡𝑓

𝑡𝑘
𝐿(𝑥̃(𝑡), 𝑢(𝑡))d𝑥;

s.t. ˙̃𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥̃(𝑡)) + 𝑔(𝑥̃(𝑡))𝑢(𝑡),

𝑥̃(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘),

𝑥̃(𝑡𝑘+𝑁 ) = 𝑥(𝑡𝑘),

𝑥̃(𝑡𝑘+𝑁 ) ∈ Ω ,

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈,

𝑥̃(𝑡) ∈ 𝑋,

𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+𝑁 . (2)

其中: 𝐿(𝑥̃(𝑡), 𝑢(𝑡))为EMPC对应的经济目标函数, 𝑁

为EMPC的预测时域长度值, 𝑡𝑓 为优化时间终端. 为

了简便起见, 令优化时间长度 (𝑡𝑓 − 𝑡𝑘)等于给定采

样间隔. Ω𝑠 表示终端稳态约束集; 𝑥̃(𝑡𝑘)表示EMPC

每个滚动时刻的状态初始值, 𝑥̃(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘)表示状态

初始值来源于 𝑘时刻的状态测量变量𝑥(𝑡𝑘). 状态初

始值是函数 (2)求解最优解 (𝑥̃∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))的重要元素.

同时, 输入序列𝑢 = (𝑢(𝑡𝑘), 𝑢(𝑡𝑘+1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑡𝑘+𝑁 ))是

否可行也取决于控制输入序列及状态初始值 𝑥̃(𝑡𝑘)共

同作用下的状态序列是否满足优化问题的约束.

传统方法求解问题 (1)时, 采用罚函数将附加约

束 𝑥̃(𝑡𝑘+𝑁 ) ∈ Ω 惩罚于目标函数中. 但该罚函数的引

入会使系统在经济寻优的同时寻找到达该约束条件

的最短路径, 这必然将经济指标的最优路径限制在稳

定性最优的路径上, 严重影响了经济寻优的自由度.

如果能够找到一个可行域, 既能最大限度地进行经济

寻优, 又能够保证在有限的时间内将系统状态驱动到

期望的点上或区域内, 那么就能在保证稳定性的前提

下扩大寻优可行域, 增加自由度, 提升经济性能指标.

更进一步, EMPC不需要在每个有限时域内都进行稳

态驱动, 而只需在优化的最终阶段实施稳态驱动, 可

为在线经济优化争取更多的在线优化时间.

2 基基基于于于切切切换换换控控控制制制的的的EMPC策策策略略略

2.1 切切切换换换控控控制制制策策策略略略

给定扰动和理想状态下的两类可行域Ω𝜌′ 和Ω𝜌,

并在线检测每个滚动时域的状态值. 当初始状态位

于扰动可行域Ω𝜌′ 时, 采用EMPC控制器实施经济模

型预测控制; 当初始状态位于扰动可行域Ω𝜌′ 和理想

可行域Ω𝜌 之间时, 采用 Sontag控制器将状态驱动到

扰动可行域Ω𝜌′ 内部, 重新选取Ω𝜌′ 内部的状态作为

EMPC的初始条件; 在优化的最后阶段, 采用状态反

馈控制器将状态驱动到稳态点. 该策略的表达式为

max(𝐽(𝑥̃(𝑡𝑘), 𝑢)) = max
1

𝑁

𝑡𝑘+𝑁∑
𝑡=𝑡𝑘

w 𝑡𝑓

𝑡𝑘
𝐿(𝑥̃(𝑡), 𝑢(𝑡))d𝑥.

(3)

s.t. ˙̃𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥̃(𝑡)) + 𝑔(𝑥̃(𝑡))𝑢𝑖(𝑡); (4)

𝑥̃(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘); (5)

𝑢𝑖(𝑡) = 𝑢EMPC(𝑡), 𝑉 (𝑥̃(𝑡)) ⩽ 𝜌, 𝑖 = 1,

if 𝑉 (𝑥̃(𝑡)) ⩽ 𝜌′ and 𝑡 ⩽ 𝑡𝑘+1 − 𝑇 ; (6)

𝑢𝑖(𝑡) = ℎ(𝑥̃(𝑡𝑘)), 𝑖 = 2,

if 𝜌′ ⩽ 𝑉 (𝑥̃(𝑡)) ⩽ 𝜌 and 𝑡 ⩽ 𝑡𝑘+1 − 𝑇 ; (7)

𝑢𝑖(𝑡) = 𝑝𝑥̃(𝑡) + 𝑔, 𝑖 = 3, if 𝑡 > 𝑡𝑘+1 − 𝑇 ; (8)

𝑥̃(𝑡) = 𝑥𝑠, if 𝑡 = 𝑡𝑘+𝑁 + 𝑇 ; (9)

𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑈 ; (10)

𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+𝑁 . (11)

其中: 𝑥(𝑡𝑘)为 𝑘时刻的状态测量变量, 是EMPC在滚

动优化过程中对应的状态初始值; 𝑇 为状态驱动器

将状态由Ω𝜌′ 边沿驱动到稳态点所需的驱动时间; 𝑥𝑠

为稳态点. 当检测到状态初始值𝑥(𝑡𝑘)位于Ω𝜌′ 内部,

即符合式 (6)所述条件时, 系统控制器切换为经济

模型预测控制器𝑢EMPC(𝑡)进行经济模型预测控制,

并对 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+𝑁 ]阶段的预测状态增添边界约束

𝑉 (𝑥̃(𝑡)) ⩽ 𝜌, 其中𝑉 (𝑥)为Lyapunov函数. 该边界约

束将系统预测状态限制在理想可行域内, 也保证了即

使在经济优化过程中发生状态逃逸, 系统也能够拥

有足够的时间将状态驱动回稳态点. 经济模型预测控

制器在Ω𝜌′ 内部不需要像传统模型预测控制一样将

优化问题限制在稳定路径上, 而是以式 (3)为目标进

行动态优化, 可以最大程度地利用Ω𝜌′ 内的可行域寻

优. 式 (7)表示当检测到系统初始状态值𝑥(𝑡𝑘)位于

Ω𝜌′ 与Ω𝜌 边界之间时, 控制器切换为Sontag控制器
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ℎ(𝑥(𝑡)), 其功能是将系统状态驱动进入Ω𝜌′ 内部. 在优

化的最后阶段, Riccati状态反馈控制器𝑢3(𝑡) = 𝑝𝑥̃(𝑡)

+ 𝑔将状态驱动到稳态点, 其中 𝑝和 𝑔代表最优控制律

系数, 可利用Riccati方程求解.

2.2 切切切换换换控控控制制制策策策略略略的的的实实实施施施步步步骤骤骤

本文提出的策略中, 在不同的阶段采用不同的控

制器以确保系统的稳定和运行的最优. 当检测到系

统状态位于扰动可行域Ω𝜌′ 内时, 启动EMPC控制器,

用于经济优化; 当系统状态超出扰动可行域Ω𝜌′ 时,

采用 Sontag控制器将状态驱动到扰动可行域Ω𝜌′ 内

部. 优化最后阶段的稳态驱动采用线性化方法, 利用

Riccati状态反馈控制器进行驱动. 算法的实施包括离

线和在线两个部分.

1) 离线部分.

Step 1: 设计 Sontag控制器和状态反馈控制器, 确

定Lyapunov函数𝑉 (𝑥)、控制参数和系数;

Step 2: 令𝑢2(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑡𝑘)), 并在约束下求取 𝜌 =

max(𝑉 (𝑥))的估计值, 获取无扰动可行域Ω𝜌;

Step 3: 根据扰动以及约束求取 𝜌′ = max(𝑉 (𝑥))

的估计值, 获取扰动可行域Ω𝜌′ ;

Step 4: 计算采用驱动器𝑢3(𝑡) = 𝑝𝑥̃(𝑡) + 𝑔由Ω𝜌′

边沿将状态驱动到稳态点所需时间𝑇 .

2) 在线部分.

Step 1: 对于 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+𝑁 ], 若 𝑡 < 𝑡𝑘+1 − 𝑇 , 则实

施Step 2, 否则实施 Step 3.

Step 2: 判断初始值𝑥(𝑡𝑘)所处区域, 如果初始值

位于Ω𝜌′ 内, 则采用𝑢1(𝑡) = 𝑢EMPC(𝑡)进行经济模型

预测控制; 如果状态初始值位于Ω𝜌′ 与Ω𝜌 边界之间,

则采用驱动器𝑢2(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑡𝑘)), 将状态驱动到Ω𝜌′ 内

部, 𝑘 = 𝑘 + 1, 并返回Step 1.

Step 3: 采用𝑢3(𝑡) = 𝑝𝑥̃(𝑡) + 𝑔, 将系统状态驱动

到稳态点.

3 切切切换换换控控控制制制策策策略略略的的的性性性能能能分分分析析析

3.1 扰扰扰动动动下下下的的的EMPC状状状态态态分分分析析析

假定存在有界扰动 𝑑(𝑡), 系统分别存在无扰动和

被扰动的两个状态𝑥(𝑡)和𝑥′(𝑡), 且𝑥(𝑡0) = 𝑥′(𝑡0). 其

中, 有界扰动包括上一时刻有限时间预测产生的误差,

以及外界干扰等所有对下一时刻的影响.

由局部Lipschitz和Gronwall-Bellman引理可知,

对于扰动有界, 在任意 𝑡 > 𝑡0 时刻, 存在 𝑘函数𝛼𝑑(⋅),
满足

∥𝑥(𝑡)− 𝑥′(𝑡)∥ ⩽ 𝛼𝑑(𝑡− 𝑡0), (12)

其中

𝛼𝑑 =
𝑀𝛿

𝐿
(e𝐿(𝑡−𝑡0) − 1).

对于固定的初始时间点 𝑡0, 𝑀、𝐿和 𝛿均为大于

零的常数. 由泰勒展开式可知, 𝑉 (𝑥)可在𝑥′ 处进行泰

勒展开, 从而得到

𝑉 (𝑥) ⩽ 𝑉 (𝑥′) +
∂𝑉

∂𝑥
(∣𝑥− 𝑥′∣) +

(∂𝑉
∂𝑥

)2

(∣𝑥− 𝑥′∣)2.
(13)

根据 Sontag理论[11], 存在 𝑘函数𝛼𝑖(⋅), 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 4, 及连续可微Lyapunov函数𝑉 (𝑥), 满足

𝛼1(∣𝑥∣) ⩽ 𝑉 (𝑥) ⩽ 𝛼2(∣𝑥∣); (14)
∂𝑉

∂𝑥
𝑓(𝑥, ℎ1(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑚(𝑥), 0) ⩽ −𝛼3(∣𝑥∣); (15)∣∣∣∂𝑉

∂𝑥

∣∣∣ ⩽ 𝛼4(∣𝑥∣); (16)

ℎ𝑖(𝑥) ∈ 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (17)

其中

ℎ(𝑥) =⎧⎨⎩
− 𝐿𝑓𝑉 (𝑥) +

√∣𝐿𝑓𝑉 (𝑥)∣2 + ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥)∣4
∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥)∣2 ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥)∣T,

∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥)∣T ∕= 0;

0, ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥)∣T = 0;

(18)

𝐿𝑓𝑉 (𝑥) =
∂𝑉

∂𝑥
𝑓(𝑥);

𝐿𝑔𝑉 (𝑥) =
∂𝑉

∂𝑥
𝑔(𝑥).

在 Sontag控 制 器 约 束 下 求 理 想 状 态 下 的

Lyapunov函数最大值, 可以获得无扰动可行域边界

𝜌 = max𝑉 (𝑥);

s.t. 𝑥 ∈ 𝑋,

ℎ(𝑥) ∈ 𝑈. (19)

同理可求得扰动下可行域边界值 𝜌′, 并假定 𝜌′ ⩽ 𝜌.

根据式 (14)和 (16), 式 (13)变换为

𝑉 (𝑥) ⩽
𝑉 (𝑥′)+𝛼4(𝛼

−1
1 (𝜌))∣𝑥−𝑥′∣+ (𝛼4(𝛼

−1
1 (𝜌)))2(∣𝑥− 𝑥′∣)2,

(20)

由式 (12)得
𝑉 (𝑥) ⩽
𝑉 (𝑥′) + 𝛼4(𝛼

−1
1 (𝜌))𝛼𝑑(Δ) + (𝛼4(𝛼

−1
1 (𝜌)))2(𝛼𝑑(Δ))2,

(21)

其中

Δ = 𝑡− 𝑡0.

令

𝛼(Δ) =

𝛼4(𝛼
−1
1 (𝜌))𝛼𝑑(Δ) + (𝛼4(𝛼

−1
1 (𝜌)))2(𝛼𝑑(Δ))2, (22)

则有

𝑉 (𝑥) ⩽ 𝑉 (𝑥′) + 𝛼(Δ). (23)

当𝑥′(𝑡𝑘) ∈ Ω𝜌′ , 即EMPC的初值位于可行域Ω𝜌′

内时, 假定在滚动时域𝑁 步之内EMPC滚动时域控

制下的扰动状态不变, 为
𝑉 (𝑥′(𝑡𝑘+𝑁 )) ⩽ 𝜌′, (24)
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即𝑥′(𝑡𝑘+𝑛) ∈ Ω𝜌′ .

对于式 (23), 有

𝑉 (𝑥(𝑡𝑘+𝑁 )) ⩽ 𝑉 (𝑥′(𝑡𝑘+𝑁 )) + 𝛼(Δ). (25)

令

𝜌′ ⩽ 𝜌− 𝛼(Δ), (26)

由式 (24)∼ (26)可得

𝑉 (𝑥(𝑡𝑘+𝑁 )) ⩽ 𝜌, (27)

𝑥(𝑡𝑘+𝑁 ) ∈ Ω𝜌. (28)

结论 1 式 (28)表明, 当EMPC的状态初始值位

于Ω𝜌′ 内, 并在该可行域内进行经济优化时, 其状态终

值可被限定在可行域Ω𝜌 内.

当𝑥′(𝑡𝑘) ∈ (Ω𝜌 − Ω𝜌′), 即EMPC的初值位于Ω𝜌′

与Ω𝜌 之间时, 假定在滚动时域𝑁 步之内EMPC滚动

时域控制下的扰动状态不变, 即为

𝜌′ ⩽ 𝑉 (𝑥′(𝑡𝑘+𝑁 )) ⩽ 𝜌, (29)

𝑉 (𝑥(𝑡𝑘+𝑁 )) ⩽ 𝜌+ 𝛼(Δ). (30)

结论 2 式 (30)表明, 当初始值位于Ω𝜌′ 与Ω𝜌 之

间的区域时, EMPC经历𝑁 步优化后可能出现状态位

于Ω𝜌 之外的情况, 即出现状态逃逸.

由结论 1可知, Ω𝜌′ 是EMPC的可行域, 当初值位

于该可行域时, 经济优化是可行的, 但可能会导致状

态终值位于Ω𝜌′ 与Ω𝜌 之间. 由结论 2可知, 当系统状

态位于Ω𝜌′ 与Ω𝜌 之间时, 进一步进行EMPC优化会

出现状态逃逸, 不能保证系统的稳定性. 为此, 一旦检

测到状态位于Ω𝜌′ 和Ω𝜌 之间, 就需要启动状态驱动,

将在线状态驱动到Ω𝜌′ 内.

3.2 Sontag控控控制制制器器器控控控制制制下下下的的的系系系统统统状状状态态态分分分析析析

状态驱动采用 Sontag控制器. 根据式 (1), 有

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) =
∂𝑉

∂𝑥
𝑥̇(𝑡) =

∂𝑉

∂𝑥
(𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡))ℎ(𝑥(𝑡))),

(31)

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) = 𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑡)) + 𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑡))ℎ(𝑥(𝑡)), (32)

𝑉̇ (𝑥) = −
√

∣𝐿𝑓𝑉 (𝑥)∣2 + ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥)∣4. (33)

给定采样间隔Δ1, 则有

𝑢(𝑡) = ℎ(𝑥(𝑘Δ1)) = ℎ(𝑘), ∀ 𝑘Δ1 ⩽ 𝑡 ⩽ (𝑘 + 1)Δ1.

(34)

结合式 (32)和 (33)可知

𝑉̇ (𝑥(𝑘Δ1)) =

−
√

∣𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))∣2 + ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))∣4 =

𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑘Δ1)) + 𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))ℎ(𝑘). (35)

对式 (32)作变换, 得到

𝑉̇ (𝑥(𝑘Δ1)) =

𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑘Δ1)) + 𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))ℎ(𝑘)+

𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑡))− 𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))+

(𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑡))ℎ(𝑥(𝑡))− 𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))ℎ(𝑘). (36)

由式 (12)可以推理

∥𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑘Δ1)∥ ⩽ 𝛼𝑑(𝑡− 𝑘Δ1) ⩽ 𝛼𝑑Δ1. (37)

同理, 存在 𝑘函数𝛼𝑑(⋅)和𝛼𝑔(⋅)使得

∥𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑡))− 𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))∥ ⩽ 𝛼𝑓 (𝑥(𝑘Δ1)𝛼𝑑Δ1,

(38)

∥(𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑡))ℎ(𝑥(𝑡))− 𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))ℎ(𝑘)∥ ⩽
𝛼𝑔(𝑥(𝑘Δ1)𝛼𝑑Δ1. (39)

式 (36)变化为

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽

−
√

∣𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))∣2 + ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))∣4+
𝛼𝑓 (𝑥(𝑘Δ1)𝛼𝑑Δ1 + 𝛼𝑔(𝑥(𝑘Δ1)𝛼𝑑Δ1. (40)

令

𝜌𝑚 =
√

∣𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))∣2 + ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑘Δ1))∣4, (41)

𝐾 = max(𝛼𝑓 (𝑥(𝑘Δ1)𝛼𝑑 + 𝛼𝑔(𝑥(𝑘Δ1)𝛼𝑑), (42)

且假定存在大于零的常数 𝜀, 则
𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽ −𝜌𝑚 + 𝑘Δ1 ⩽ −𝜀. (43)

为了保证闭环系统的稳定性, 要求采样周期Δ1

满足

Δ1 ⩽ (𝜌𝑚 − 𝜀)/𝐾. (44)

由式 (43)和 (44)可知, 当采样时间足够小时, 满足

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽ −𝜀. (45)

上式不等号两侧对时间积分得

𝑉 (𝑥(𝑡𝑘+1)) ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑡𝑘))− 𝜀Δ1. (46)

由此可得

𝑉 (𝑥(𝑡)) ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑡𝑘))− (𝑡− 𝑡𝑘)𝜀, ∀ 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+𝑁 ].

(47)

结论 3 对于位于Ω𝜌′ 与Ω𝜌 边界之间的初值

𝑥(𝑡𝑘), 存在 𝜀使得状态能够在有限时间段内被 Sontag

控制器驱动到期望的可行域Ω𝜌′ 内.

3.3 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器及及及其其其复复复杂杂杂度度度分分分析析析

除了在空间上获得更多的优化自由度, 本策略还

侧重于减少用于稳态驱动的时间, 将更多的时间用于

优化. 为此, 在每个滚动时域内, 不考虑稳态驱动问题,

而仅在优化的最后时刻采用较少的时间将系统驱动

到稳定点附近的邻域中.

在最后的稳态驱动过程中, 算法的效率和速度

是影响实施的重要因素, 稳态驱动控制器的性能是否

优良直接影响EMPC性能. 通过对比 Sontag控制器和

Riccati状态反馈控制器的时间复杂度, 选择状态反馈

控制器作为收敛的控制器. 其理论分析如下:

在理想情况下, 令𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥, 由渐近稳定条

件得

𝑉 (𝑥(𝑡)) ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑡0)) +
w 𝑡

𝑡0
𝑉̇ (𝑥(𝑡))d𝑡. (48)

对于 Sontag控制器和Riccati状态反馈控制器,

在相同初始条件下, 有限时间的收敛过程中的复杂度
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是影响两者算法速度的关键因素.

已知 Sontag控制器对应的Lyapunov函数为

𝑉𝑠(𝑥(𝑡)) = −
√

∣𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑡))∣2 + ∣𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑡))∣4. (49)

Riccati的状态反馈控制器对应的Lyapunov函数

为

𝑉𝑅(𝑥(𝑡)) = −𝑥T𝑥. (50)

定理 1 如果能够找到式 (1)对应的非线性公式

的最简规范型, 则在系统渐近稳定问题上, 状态反馈

控制器比Sontag控制器要更加灵敏快速.

证证证明明明 取非线性系统 (1)对应的最简规范型

𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥+𝐵𝑖(𝑥), 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (51)

令𝐴 = 0, 𝑖 = 2, 𝐵(𝑥) = 𝑥, 则得到

𝑥̇ = 𝑥2 + 𝑢. (52)

对于 Sontag控制器, 有

𝐿𝑓𝑉 (𝑥(𝑡)) = (𝑥2)T𝑃𝑥+ 𝑥T𝑃𝑥2, (53)

𝐿𝑔𝑉 (𝑥(𝑡)) = 𝑃𝑥+ 𝑥T𝑃, (54)

𝑉𝑠(𝑥(𝑡)) = −
√

∣(𝑥2)T𝑃𝑥+ 𝑥T𝑃𝑥2∣2 + ∣𝑃𝑥+ 𝑥T𝑃 ∣4.
(55)

如果存在常数𝑛1、𝑛2, 且𝑛1 > 𝑛2, 则𝑂(𝑥𝑛1) >

𝑂(𝑥𝑛2), 其中𝑂为时间复杂度. 比较式 (50)和 (55), 有

𝑂(𝑉𝑠(𝑥(𝑡))) > 𝑂(𝑉𝑅(𝑥(𝑡))). (56)

从时间复杂度上可见, 使用状态反馈控制器的计

算速度要比使用Sontag控制器快. □
采用Riccati状态反馈控制器控制非线性系统时,

需要在稳态点附近近似线性化. 对于远离稳态点的状

态而言, 线性化误差增大. 因此, 此类控制器适用于稳

态点附近较小邻域内的控制. 同时, 时间复杂度小等

特点决定了该控制器在稳态驱动方面的优势.

4 实实实 例例例

已知一类负阻振荡器[12]的电压 𝑣满足范德波尔

振荡器函数ℎ′(𝑣) = −𝑣+
1

3
𝑣3 , 选择变量𝑥1 = 𝑣, 𝑥2 =

𝑣̇ + 𝜀ℎ′(𝑣), 得到该负阻振荡器的动态方程⎧⎨⎩ 𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑥2 − 1

3
𝑥3
2 + 2𝑢.

(57)

其状态约束和控制约束为𝑋 = (−5 ⩽ 𝑥 ⩽ 5, 𝑖 =

1, 2), 𝑈 = (−6 ⩽ 𝑢 ⩽ 6).

给出其EMPC性能指标函数为

max
1

𝑁

𝑡=𝑡𝑘+𝑁∑
𝑡=𝑡𝑘

w 𝑡𝑓

𝑡𝑘
((2− 𝑥1)

2 + 2𝑢2)d𝑥. (58)

构造Lyapunov函数

𝑉 (𝑥) =
1

2
(𝑥2

1 + 𝑥2
2). (59)

本例中, Lyapunov函数与经济目标函数并不一

致. 为了兼顾经济性能和稳态性能, 并在保证稳态的

前提下进行经济寻优, 采用本文提出的切换控制策

略. 首先根据算法离线部分策略, 获取各参数. 根据式

(18)设计 Sontag控制器ℎ(𝑥), 使其具有镇定和驱动功

能 ⎧⎨⎩
𝐿𝑓𝑉 (𝑥) =

∂𝑉

∂𝑥
𝑓(𝑥) = 𝑥2

2 −
1

3
𝑥4
2,

𝐿𝑔𝑉 (𝑥) =
∂𝑉

∂𝑥
𝑔(𝑥) = 2𝑥2;

(60)

ℎ(𝑥) =⎧⎨⎩
−

𝑥2
2 −

1

3
𝑥4
2 +

√
∣𝑥2

2 −
1

3
𝑥4
2∣2 + ∣2𝑥2∣4

∣2𝑥2∣2 ∣2𝑥2∣T,

∣2𝑥2∣T ∕= 0;

0, ∣2𝑥2∣T = 0.

(61)

根据约束𝑋、𝑈 和式 (19), 求解Lyapunov函数

𝑉 (𝑥)的最大值 𝜌, 获取理想可行域Ω𝜌 = (𝜌′ < 15.26).

考虑有界扰动噪声 𝑑 = [𝑑1, 𝑑2]
T, ∣𝑑1∣ < 1 kmol/m

3,

∣𝑑2∣ < 1 kmol/m
3, 得到Ω𝜌′ = (𝜌′ < 10.75). 在图 1中,

Ω𝜌′ 和Ω𝜌 分别用实、虚椭圆图形表示. 计算采用状态

驱动器将状态由Ω𝜌′ 边沿驱动到稳态点所需驱动时

间, 得𝑇 = 10 s.

x
2

图 1 切换控制器作用下的系统轨迹

根据在线算法步骤, 在有足够优化时间的情况

下, 在线检测状态变量, 并根据 𝜌′ 和 𝜌的值判断状

态所处位置. 若状态位于扰动可行域Ω𝜌′ 内, 则启用

EPMC控制器, 采用滚动策略获取操纵变量序列, 并

取第 1个操作变量施加到实际系统, 再采用实际系统

状态值更新EMPC的状态初值. 在EMPC滚动优化过

程中, 各类扰动使EMPC状态不断发生逃逸. 根据本

文策略, 一旦发现系统状态逃逸出扰动可行域Ω𝜌′ , 则

立刻启动 Sontag驱动器, 将系统状态驱动到扰动可行

域Ω𝜌′ 内部. 本例中, 以A点 (−1.1, 2)作为初始点进

行经济模型预测控制. 如图 1所示, 在优化过程中, 状

态两次逃逸出Ω𝜌′ . 采用本文策略, 系统状态被驱动回

Ω𝜌′ 内部. 在优化的最优阶段, 启动状态反馈控制器,

将系统驱动到稳定点C. 图 2和图 3分别是此过程中

对应的状态变量𝑥1 和𝑥2 随时间变化的曲线.

图 3显示了系统状态𝑥2 在 𝑡 = 7 s和 19 s时出现

了逃逸. 结合图 1可以看出, 逃逸范围限制在Ω𝜌 (图 1

所示椭圆实线为扰动可行域, 椭圆虚线为理想可行
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图 2 𝑥1的状态曲线
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图 3 𝑥2的状态曲线

域, 轨迹虚线为逃逸轨迹)内. 一旦发现出现了状态

逃逸, 系统启动 Sontag控制器将其驱动回Ω𝜌′ . 系统于

𝑡 = 30 s采用状态反馈控制器将状态向稳定点驱动,

历时𝑇 达到稳定.

传统EMPC在优化过程将稳定性问题作为约束

条件, 为了保证系统的稳定性, 需要在每个滚动时域

中同时进行经济目标寻优和稳态驱动, 其控制器作用

下的系统轨迹如图 4所示.

图 4 传统EMPC控制器作用下的系统轨迹

与传统EMPC方法相比, 基于切换控制的方法为

经济性能提供了更多的寻优自由度和优化时间, 能

够促进经济性能的进一步提升. 本例中, 采用本文提

出的方法获得的经济效益 (动态平均目标函数值为

1.606 6)优于EMPC (动态平均目标函数值为 0.725 8).

实例进一步验证了所提出方法的有效性.

5 结结结 论论论

传统的EMPC方法在优化的同时考虑稳态问题,

将优化限制在特定的寻优路线上, 并在每个滚动环节

考虑稳态驱动问题. 基于切换控制策略的优势在于,

在保证有足够的时间进行稳态驱动的情况下给经济

优化提供更多的自由度和在线优化时间, 扩大了寻优

的可行域和在线优化时间, 促进了经济效益和稳定性

能的同步提高. 通过理论推导证明了所提方法的可行

性, 同时, 基于此理论的仿真验证表明, 采用切换控制

的EMPC方法实现的经济效益高于传统EMPC方法.
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