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摘 要: 为了扩展马田系统在模糊积分多属性决策领域中的应用,引入区间样本描述统计量,将传统的实数型马田

系统改进为区间型马田系统,并在此基础上提出一种基于区间数据的模糊测度计算方法.为了便于集成区间属性值,

定义区间Choquet模糊积分算子.实例分析表明,所提方法能够解决属性值为区间数据的模糊积分多属性决策问题,

验证了该方法的可行性.
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Abstract: To expand the application of the Mahalanobis-Taguchi system (MTS) in fuzzy integral multi-attribute decision

making, the descriptive statistics of the interval sample is introduced into the MTS, and the interval Mahalanobis-Taguchi

system (IMTS) is established. An identification method of fuzzy measures by IMTS is provided. The interval fuzzy Choquet

operator is defined to integrate interval data. Finally, an illustrative example is given to demonstrate that the proposed method

is feasible and can solve the fuzzy integral multi-attribute decision making problems based on interval data.
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0 引引引 言言言

马田系统 (MTS)[1-2]是在 20世纪 90年代初由日

本著名质量工程学家田口玄一博士在质量工程学基

础上发展起来的一种模式识别技术,该技术广泛应用

于质量检测[3-4]、疾病诊断[5]和风险预测[6]等领域.为

了拓展MTS的应用领域,文献 [7-8]成功地将MTS引

入到模糊积分多属性决策领域中, 提出了两种基于

MTS的模糊测度[9]计算方法, 并结合Choquet模糊积

分算子[10]构建了两种基于MTS的模糊积分多属性决

策方法.然而,文献 [7-8]提出的两种模糊积分多属性

决策方法主要针对单点的实数型数据,并且模糊测度

主要通过借助𝜙𝑠转换函数
[11]间接利用MTS来确定,

限制了MTS在模糊积分多属性决策领域中的应用.

为了进一步扩展MTS在模糊积分多属性决策领

域中的应用,本文利用区间样本描述统计量对传统的
实数型MTS进行改进,定义了区间马氏距离和 3种区
间信噪比,使其能够处理区间型数据, 并在此基础上
提出一种基于区间数据的模糊测度计算方法; 另外,
针对传统Choquet模糊积分算子只能处理实数型属性
值的问题,本文定义了区间Choquet模糊积分算子,使
其能够处理区间型属性值数据.

1 马马马田田田系系系统统统和和和区区区间间间数数数理理理论论论

1.1 马马马田田田系系系统统统理理理论论论

MTS是田口玄一博士通过整合田口方法和马氏

距离创立的一种模式识别技术. MTS的基本理论参

见文献 [1-2], 这里不再赘述.下面详细介绍MTS的 3

个关键工具: 马氏距离、信噪比和正交表.

1) 马氏距离 (MD)是由印度统计学家马哈拉诺
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比斯提出的一种协方差距离.在MTS中,如果样本容
量为𝑛,特征变量数为 𝑝,则第 𝑘个样品的马氏距离定

义为

MD𝑘 =

√
𝑍𝑘𝑅−1𝑍T

𝑘

𝑝
, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

其中: 𝑍𝑘 = [𝑧𝑘1, 𝑧𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑘𝑝], 𝑅为相关系数矩阵.

2) 信噪比 (SNR)在MTS中用来评估产品性能.
由于产品性能指标的评价标准不同,田口玄一定义了
多种形式的信噪比,常用的有望小特性信噪比 (LB)、
望大特性信噪比 (HB)和望目特性信噪比 (NB)[12],
3种信噪比的具体公式表示如下:⎧⎨⎩

𝜂LB𝑞 = −10log10
( 1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

MD2
𝑘

)
,

𝜂HB
𝑞 = −10log10

( 1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

1

MD2
𝑘

)
,

𝜂NB
𝑞 = −10log10

[ 1

𝑛− 1

( 𝑛∑
𝑘=1

MD2
𝑘 − 𝑛(MD)

2
)]

.

其中: 𝑛为异常样品的个数, 𝑞为第 𝑞次试验, MD =

1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

MD𝑘.这里: 𝜂LB𝑞 主要针对产品性能指标连续且

不为负,可取 0 ∼ ∞的任何值,越接近 0越好, 0是理
想值,如电厂的污染及零部件的磨损量等可以通过望
小特性信噪比衡量; 𝜂HB

𝑞 主要针对产品性能指标连续

且不为负,且越大越好,如材料的强度及弹簧的寿命
等可以通过望大特性信噪比衡量; 𝜂NB

𝑞 主要针对产品

性能指标连续且不为负,可以取 0 ∼ ∞的任何值,它
的目标值是非零的有限值,产品性能指标越接近目标
值越好,如电源电路输出电压目标值为 115 V,可以通
过望目特性信噪比衡量.大量实践验证表明, 信噪比
通常是越大越好,这样有利于分析问题[13].

3)正交表是一套科学安排实验条件的规格化表
格,具有均衡搭配和综合可比的特点, 因此能以少量
试验获取较全面的信息.例如, 对于具有 𝑝个特征变

量的试验, 如果进行全面的 2水平试验, 则需要进行
2𝑝次试验,如果用𝐿𝑞(2

𝑝)正交表筛选,则只需要进行
𝑞次试验.由于本文需要测度决策属性集全集的重要
程度,不需要正交表进行筛选属性集的子集.

1.2 区区区间间间数数数理理理论论论

定定定义义义 1 设 𝑎 = [𝑎𝐿, 𝑎𝑈 ]为实数轴上的一个闭

区间,则 𝑎为一个区间数.其中: 𝑎𝐿 ⩽ 𝑎𝑈 , 𝑎𝐿、𝑎𝑈 ∈ R.

定定定义义义 2 记 𝐼(R) = {[𝑎𝐿, 𝑎𝑈 ]∣𝑎𝐿、𝑎𝑈 ∈ R, 𝑎𝐿 ⩽
𝑎𝑈}为区间数集.

定定定义义义 3 设 𝑎 = [𝑎𝐿, 𝑎𝑈 ], 𝑏 = [𝑏𝐿, 𝑏𝑈 ]为任意两

个区间数, 𝑎与 𝑏之间的Hausdorff距离[14]为

𝑑𝐻(𝑎, 𝑏) = ∣𝑚(𝑎)−𝑚(𝑏)∣+ ∣𝑠(𝑎)− 𝑠(𝑏)∣. (2)

其中: 𝑚(𝑎) =
𝑎𝐿 + 𝑎𝑈

2
, 𝑠(𝑎) =

𝑎𝑈 − 𝑎𝐿

2
.

定定定义义义 4 设 𝑎 = [𝑎𝐿, 𝑎𝑈 ], 𝑏 = [𝑏𝐿, 𝑏𝑈 ]为任意两

个区间数,且记 𝑙𝑎 = 𝑎𝑈 − 𝑎𝐿, 𝑙𝑏 = 𝑏𝑈 − 𝑏𝐿,则称

𝜌(𝑎 ⩾ 𝑏) = max
{
1−max

(𝑏𝑈 − 𝑎𝐿

𝑙𝑎 − 𝑙𝑏
, 0
)
, 0
}

(3)

为 𝑎 ⩾ 𝑏的可能度[15].

2 基基基于于于马马马田田田系系系统统统的的的区区区间间间属属属性性性模模模糊糊糊测测测度度度确确确定定定

方方方法法法

Sugeno[16]于 1974年首次提出了模糊测度的概
念.模糊测度作为经典可加测度的拓展,是一种可以
将属性间相关性或交互性列入考虑的一类集函数,具
有很强的表示能力.

定定定义义义 5 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑝}为有限属性
集, 𝑃 (𝑋)为𝑋的幂集, 𝑔 : 𝑃 (𝑋) → [0, 1]为一组函数,
具有如下性质:

1) 𝑔(𝜙) = 0, 𝑔(𝑋) = 1;

2) ∀𝐸、𝐹 ∈ 𝑃 (𝑋),若𝐸 ⊆ 𝐹 ,则有 𝑔(𝐸) ⩽ 𝑔(𝐹 ).

对于 ∀𝐸、𝐹 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐸
∩

𝐹 = 𝜙,如果 𝑔(𝐸
∪

𝐹 )

< 𝑔(𝐸) + 𝑔(𝐹 ),则𝐸与𝐹 之间存在消极的交互关系;
如果 𝑔(𝐸

∪
𝐹 ) > 𝑔(𝐸) + 𝑔(𝐹 ),则𝐸与𝐹 之间存在积

极的交互关系;如果 𝑔(𝐸
∪

𝐹 ) = 𝑔(𝐸)+ 𝑔(𝐹 ),则𝐸与

𝐹 之间是相互独立的[9].

MTS的一个重要功能是可以利用基于马氏距
离的信噪比,测度幂集𝑃 (𝑋)在分类过程中的重要程

度, 即任意子属性集对MTS能够正确判断类别的贡
献.由于马氏距离是一种协方差距离, 当属性间存在
相关性或交互作用时, MTS能够有效、客观地测度子
属性集的重要程度.但是,传统的MTS只能测度单点
实数型属性幂集的重要程度,而在实际应用中, 由于
观测误差、信息不完备等原因,经常需要用区间数据
来表示属性值.为此,本文利用区间样本描述统计量,
对传统的MTS进行改进, 使其能够处理区间属性值,
并在此基础上提出一种基于区间数据的模糊测度确

定方法,具体步骤如下.

设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑝}为 𝑝个用于分类的属性,
𝐴 = {𝑎𝑡∣𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}, 𝐵 = {𝑏𝑘∣𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}
分别为正常和异常两类区间样本, 属性𝑥𝑗在样品 𝑎𝑡

和 𝑏𝑘上的区间属性值分别为 [𝑎𝐿𝑡𝑗 , 𝑎
𝑈
𝑡𝑗 ]和 [𝑏𝐿𝑘𝑗 , 𝑏

𝑈
𝑘𝑗 ], 它

们构成的区间样本矩阵分别为 [𝐴] = [[𝑎𝐿𝑡𝑗 , 𝑎
𝑈
𝑡𝑗 ]]𝑚×𝑝

和

[𝐵] = [[𝑏𝐿𝑘𝑗 , 𝑏
𝑈
𝑘𝑗 ]]𝑛×𝑝

.

Step 1 计算区间样本矩阵 [𝐴]的均值、标准差和

相关系数矩阵.

2000年, Lynne等[17]从均匀分布的角度推导出区

间样本均值和标准差的计算公式

𝑋̄𝑗 =
1

2𝑚

𝑚∑
𝑡=1

(𝑎𝑈𝑡𝑗 + 𝑎𝐿𝑡𝑗), (4)

𝑆𝑗
2 =

1

3𝑚

𝑚∑
𝑡=1

[(𝑎𝑈𝑡𝑗)
2
+ 𝑎𝑈𝑡𝑗𝑎

𝐿
𝑡𝑗 + (𝑎𝐿𝑡𝑗)

2
]−
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1

4𝑚2

[ 𝑚∑
𝑡=1

(𝑎𝐿𝑡𝑗 + 𝑎𝑈𝑡𝑗)
]2
, (5)

𝑆𝑖𝑗 =
1

4𝑚

𝑚∑
𝑡=1

(𝑎𝐿𝑡𝑖 + 𝑎𝑈𝑡𝑖)(𝑎
𝐿
𝑡𝑗 + 𝑎𝑈𝑡𝑗)−

1

4𝑚2

[ 𝑚∑
𝑡=1

(𝑎𝐿𝑡𝑖 + 𝑎𝑈𝑡𝑖)
][ 𝑚∑

𝑡=1

(𝑎𝐿𝑡𝑗 + 𝑎𝑈𝑡𝑗)
]
. (6)

由上述区间样本描述统计量可以得到相关系数

𝑟𝑖𝑗 =
𝑆𝑖𝑗

𝑆𝑖𝑆𝑗
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, (7)

进而得到相关系数矩阵𝑅 = [𝑟𝑖𝑗 ]𝑝×𝑝.

Step 2 利用式 (4)和 (5)对区间样本矩阵 [𝐵]进

行标准化

[𝑧𝐿𝑘𝑗 , 𝑧
𝑈
𝑘𝑗 ] =

[𝑏𝐿𝑘𝑗 − 𝑋̄𝑗

𝑆𝑗
,
𝑏𝑈𝑘𝑗 − 𝑋̄𝑗

𝑆𝑗

]
, (8)

可得标准化区间样本矩阵 [𝑍] = [[𝑧𝐿𝑘𝑗 , 𝑧
𝑈
𝑘𝑗 ]]𝑛×𝑝

.

Step 3 根据幂集𝑃 (𝑋)计算异常样本的区间马

氏距离.

定定定义义义 6 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑝}为有限属性
集, 记𝑌 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌2𝑝}为𝑃 (𝑋)上的 2𝑝个子属

性集,则利用子属性集𝑌𝑞 (𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑝)计算的第
𝑘个异常样本区间马氏距离为

[MD𝐿
𝑘𝑞,MD𝑈

𝑘𝑞] =

min/max
[√𝑍𝐿

𝑘𝑞𝑅
−1
𝑞 (𝑍𝐿

𝑘𝑞)
T

∣𝑌𝑞∣ ,

√
𝑍𝑈
𝑘𝑞𝑅

−1
𝑞 (𝑍𝑈

𝑘𝑞)
T

∣𝑌𝑞∣
]
.

其中: MD𝐿
𝑘𝑞和MD𝑈

𝑘𝑞分别为上式的最小值和最大值;

𝑍𝐿
𝑘𝑞 = [{𝑧𝐿𝑘𝑗 ∣𝑗 ∈ 𝑌𝑞}], 𝑍𝑈

𝑘𝑞 = [{𝑧𝑈𝑘𝑗 ∣𝑗 ∈ 𝑌𝑞}]; 𝑅𝑞为利

用属性集𝑌𝑞(𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑝)计算得到的相关系数
矩阵, 当𝑅𝑞奇异时, 𝑅−1

𝑞 可用𝑅𝑞的伪逆𝑅+
𝑞 来计算;

∣𝑌𝑞∣为𝑌𝑞中属性的个数.

例如, 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}, 记𝑃 (𝑋)上的

任意子属性集 {𝑥1, 𝑥3, 𝑥5}为𝑌21, 即𝑌21 = {𝑥1, 𝑥3,

𝑥5},利用𝑌21计算的第 𝑘个区间马氏距离为

[MD𝐿
𝑘,21,MD𝑈

𝑘,21] =

min/max
[√1

3
× [𝑧𝐿𝑘1, 𝑧

𝐿
𝑘3, 𝑧

𝐿
𝑘5]𝑅

−1
21 [𝑧

𝐿
𝑘1, 𝑧

𝐿
𝑘3, 𝑧

𝐿
𝑘5]

T
,√

1

3
× [𝑧𝑈𝑘1, 𝑧

𝑈
𝑘3, 𝑧

𝑈
𝑘5]𝑅

−1
21 [𝑧

𝑈
𝑘1, 𝑧

𝑈
𝑘3, 𝑧

𝑈
𝑘5]

T
]
,

其中

𝑅21 =

⎡⎢⎢⎣
1 𝑟13 𝑟15

𝑟13 1 𝑟35

𝑟15 𝑟35 1

⎤⎥⎥⎦ .

因此，可以根据定义 6计算得到异常样本的区间马

氏距离矩阵 [MD] = [[MD𝐿
𝑘𝑗 ,MD𝑈

𝑘𝑗 ]]𝑛×𝑝
.

然后,利用式 (9)和 (10)对 [MD]中区间马氏距离

进行规范化

𝑑𝐿𝑘𝑞 =
MD𝐿

𝑘𝑞

min
𝑘

min
𝑞

(MD𝐿
𝑘𝑞,MD𝑈

𝑘𝑞)
, (9)

𝑑𝑈𝑘𝑞 =
MD𝑈

𝑘𝑞

min
𝑘

min
𝑞

(MD𝐿
𝑘𝑞,MD𝑈

𝑘𝑞)
, (10)

可得规范化异常样本区间马氏距离矩阵

[𝐷] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[𝑑𝐿11, 𝑑

𝑈
11] [𝑑𝐿12, 𝑑

𝑈
12] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑑𝐿12𝑝 , 𝑑

𝑈
12𝑝 ]

[𝑑𝐿21, 𝑑
𝑈
21] [𝑑𝐿22, 𝑑

𝑈
22] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑑𝐿22𝑝 , 𝑑

𝑈
22𝑝 ]

...
...

. . .
...

[𝑑𝐿𝑛1, 𝑑
𝑈
𝑛1] [𝑑𝐿𝑛2, 𝑑

𝑈
𝑛2] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑑𝐿𝑛2𝑝 , 𝑑

𝑈
𝑛2𝑝 ]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Step 4 计算子属性集𝑌𝑞 (𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑝)的重
要程度.传统信噪比只能处理实数型马氏距离, 本文

从均匀分布角度将 3种特性信噪比改进为区间形式.

定定定理理理 1 望小、望大和望目特性区间信噪比为

𝜂LB𝑌𝑞
=

− 10log10

{ 1

3𝑛

𝑛∑
𝑘=1

[
(𝑑𝑈𝑘𝑞)

2
+ 𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑

𝐿
𝑘𝑞 + (𝑑𝐿𝑘𝑞)

2
]}

,

𝜂HB
𝑌 𝑞 = −10log10

( 1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

1

𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑
𝐿
𝑘𝑞

)
,

𝜂NB
𝑌𝑞

=

− 10log10

{ 1

3(𝑛− 1)

𝑛∑
𝑘=1

[
(𝑑𝑈𝑘𝑞)

2
+ 𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑

𝐿
𝑘𝑞 + (𝑑𝐿𝑘𝑞)

2
]
−

1

4𝑛(𝑛− 1)

[ 𝑛∑
𝑘=1

(𝑑𝑈𝑘𝑞 + 𝑑𝐿𝑘𝑞)
]2}

.

证证证明明明 令𝑌𝑞为某一特定的随机变量, 且在 [𝑑𝐿𝑘𝑞,

𝑑𝑈𝑘𝑞]上服从均匀分布,即

𝐹𝑌𝑞 (𝑦) = 𝑃 (𝑌𝑞 ⩽ 𝑦) =

⎧⎨⎩
0, 𝑦 < 𝑑𝐿𝑘𝑞;

𝑦 − 𝑑𝐿𝑘𝑞
𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞

, 𝑑𝑈𝑘𝑞 ⩽ 𝑦 < 𝑑𝐿𝑘𝑞;

1, 𝑦 ⩾ 𝑑𝑈𝑘𝑞.

由此可知, 𝑌𝑞的经验分布函数为𝑛个服从均匀分

布随机变量 {𝑌𝑘𝑞∣𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}的综合,即

𝐹𝑌𝑞 (𝑦) = 𝑃 (𝑌𝑞 ⩽ 𝑦) =

1

𝑛
{𝑃 (𝑌1𝑞 ⩽ 𝑦) + 𝑃 (𝑌2𝑞 ⩽ 𝑦) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑃 (𝑌𝑛𝑞 ⩽ 𝑦)} =

1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝐹𝑌𝑘𝑞
(𝑦), (11)

进而可以得到𝑌𝑞的经验分布函数

𝐹𝑌𝑞 (𝑦) = 𝑃 (𝑌𝑞 ⩽ 𝑦) =

1

𝑛

{ 𝑛∑
𝑘=1

( 𝑦 − 𝑑𝐿𝑘𝑞
𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞

)
+ ∣{𝑘∣𝑦 ⩾ 𝑑𝑈𝑘𝑞}∣

}
.

因此, 𝑌𝑞的经验密度函数为

𝑓𝑌𝑞 (𝑦) = 𝐹 ′
𝑌𝑞 (𝑦) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

1

𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞
. (12)
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利用式 (12)可以推导出如下 3种区间信噪比:

1)望小特性区间信噪比为

𝜂LB𝑌𝑞
=

− 10log10

( w 𝑑𝑈
𝑘𝑞

𝑑𝐿
𝑘𝑞

𝑦2𝑓𝑌𝑞
(𝑦)d𝑦

)
=

− 10log10

[ 1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

(w 𝑑𝑈
𝑘𝑞

𝑑𝐿
𝑘𝑞

𝑦2

𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞
d𝑦

)]
=

− 10log10

{ 1

3𝑛

𝑛∑
𝑘=1

[ (𝑑𝑈𝑘𝑞)3 − (𝑑𝐿𝑘𝑞)
3

𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞

]}
=

− 10log10

{ 1

3𝑛

𝑛∑
𝑘=1

[
(𝑑𝑈𝑘𝑞)

2
+ 𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑

𝐿
𝑘𝑞 + (𝑑𝐿𝑘𝑞)

2
]}

;

2)望大特性区间信噪比为

𝜂HB
𝑌 𝑞 =

− 10log10

( w 𝑑𝑈
𝑘𝑞

𝑑𝐿
𝑘𝑞

1

𝑦2
𝑓𝑌𝑞 (𝑦)d𝑦

)
=

− 10log10

[ 1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

( w 𝑑𝑈
𝑘𝑞

𝑑𝐿
𝑘𝑞

1

𝑦2
× 1

𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞
d𝑦

)]
=

− 10log10

[ 1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

(𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞
𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑

𝐿
𝑘𝑞

× 1

𝑑𝑈𝑘𝑞 − 𝑑𝐿𝑘𝑞

)]
=

− 10log10

( 1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

1

𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑
𝐿
𝑘𝑞

)
;

3)望目特性区间信噪比为

𝜂NB
𝑌𝑞

=

− 10log10

{ 𝑛

𝑛− 1

[ 1

3𝑛

𝑛∑
𝑘=1

[
(𝑑𝑈𝑘𝑞)

2
+

𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑
𝐿
𝑘𝑞 + (𝑑𝐿𝑘𝑞)

2
]
−
[ 1

2𝑛

𝑛∑
𝑘=1

(𝑑𝑈𝑘𝑞 + 𝑑𝐿𝑘𝑞)
]2]}

=

− 10log10

{ 1

3(𝑛− 1)

𝑛∑
𝑘=1

[
(𝑑𝑈𝑘𝑞)

2
+ 𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑

𝐿
𝑘𝑞+

(𝑑𝐿𝑘𝑞)
2
]
− 1

4𝑛(𝑛− 1)

[ 𝑛∑
𝑘=1

(𝑑𝑈𝑘𝑞 + 𝑑𝐿𝑘𝑞)
]2}

. □

由于在测度属性集𝑌𝑞 (𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑝)的重要
程度时,每个属性集在决策过程中发挥的作用越大越

好,本文采用望大特性区间信噪比,即

𝜂𝑌 𝑞 = −10log10
[ 1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

1

𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑
𝐿
𝑘𝑞

]
. (13)

Step 5 计算属性集𝑌𝑞 (𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑝)的模糊
测度.

定定定理理理 2 𝑔𝑌𝑞为属性集𝑌𝑞的模糊测度,且有

𝑔𝑌𝑞 =
𝜂𝑌𝑞

𝜂𝑋
, 𝑌𝑞 ⊆ 𝑋, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑝, (14)

其中 𝜂𝑌𝑞和 𝜂𝑋分别为利用属性集𝑌𝑞和𝑋计算的望

大特性信噪比.

证证证明明明 由定义 5可知,模糊测度需要满足单调性

和有界性,下面分别证明 𝑔𝑌𝑞满足单调性和有界性.

1)单调性. 规范化区间马氏距离的下限和上限

𝑑𝐿𝑘𝑞 =

√
𝑍𝐿
𝑘𝑞𝑅

−1
𝑞 (𝑍𝐿

𝑘𝑞)
T
, 𝑑𝑈𝑘𝑞 =

√
𝑍𝑈
𝑘𝑞𝑅

−1
𝑞 (𝑍𝑈

𝑘𝑞)
T

为实二次型, 故对于 ∀𝑉 = (𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑝) ∕= 0和 ∀𝑈
= (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝) ∕= 0, 都可以通过正交变换𝑍𝐿

𝑘𝑞 =

𝐶𝑉𝑘𝑞和𝑍𝑈
𝑘𝑞 = 𝐶𝑈𝑘𝑞将其变换为标准型,即

𝑑𝐿𝑘𝑞 =

√∑
𝑗∈𝑌𝑞

𝜆𝑗𝑣2𝑘𝑗 , 𝑑
𝑈
𝑘𝑞 =

√∑
𝑗∈𝑌𝑞

𝜆𝑗𝑢2
𝑘𝑗 . (15)

其中: 𝑉𝑘𝑞 = {𝑣𝑘𝑗 ∣𝑗 ∈ 𝑌𝑞}, 𝑈𝑘𝑞 = {𝑢𝑘𝑗 ∣𝑗 ∈ 𝑌𝑞}, 𝜆1, 𝜆2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑝为𝑅−1
𝑞 的特征值.

由相关系数矩阵𝑅𝑞为半正定矩阵可知, 𝑅−1
𝑞 也

为半正定矩阵,故𝜆1 ⩾ 0, 𝜆2 ⩾ 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑝 ⩾ 0.进而由

式 (15)可知,当𝑌𝑞 ⊆ 𝑌ℎ ⊆ 𝑋时,有 𝑑𝐿𝑘𝑞 ⩽ 𝑑𝐿𝑘ℎ, 𝑑
𝑈
𝑘𝑞 ⩽

𝑑𝑈𝑘ℎ, 𝑞, ℎ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑝, 故有 𝜂𝑌𝑞 ⩽ 𝜂𝑌ℎ
, 即

𝜂𝑌𝑞

𝜂𝑋
⩽

𝜂𝑌ℎ

𝜂𝑋
,由此可得 𝑔𝑌𝑞 ⩽ 𝑔𝑌ℎ

满足单调性.

2) 有界性.由规范化的区间马氏距离 𝑑𝐿𝑘𝑞 ⩾ 1,

𝑑𝑈𝑘𝑞 ⩾ 1可得

𝜂𝑌𝑞 = −10log10
[ 1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

1

𝑑𝑈𝑘𝑞𝑑
𝐿
𝑘𝑞

]
⩾ 0. (16)

由式 (14)可知𝑌1 = 𝜙,故

𝑔𝑌1 =
𝜂𝜙
𝜂𝑋

= 0.

由于𝑌2𝑝 = 𝑋 ,故 𝑔𝑌2𝑝
=

𝜂𝑋
𝜂𝑋

= 1,即模糊测度满

足有界性. □

3 区区区间间间Choquet模模模糊糊糊积积积分分分
Choquet模糊积分[18]算子只能对单点实数型属

性值进行集成, 而在实际应用中, 由于数据的不确

定性、测量误差、专家思维的模糊性等原因, 属性值

往往通过区间值表示, 为了使Choquet模糊积分算

子能够对区间型属性值进行集成, 本文定义了区间

Choquet模糊积分.

定定定义义义 7 设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑝}为有限属性
集, 𝑃 (𝑋)为𝑋的幂集, 𝑔为定义在 (𝑋,𝑃 (𝑋))上的模

糊测度, 𝑓 : 𝑋 → 𝐼(R)关于 𝑔的区间Choquet模糊积

分为w
𝑓d𝑔 =

𝑝∑
𝑗=1

𝑓(𝑥(𝑗))(𝑔(𝑋(𝑗))− 𝑔(𝑋(𝑗+1))). (17)

其中: (𝑗)为按照 𝑓(𝑥(1)) ⩽ 𝑓(𝑥(2)) ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑓(𝑥(𝑝))进

行排序后的下标, 𝑋(𝑝+1) = 𝜙, 𝑋(𝑗) = {𝑥(𝑗), 𝑥(𝑗+1),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑝)}.
定定定理理理 3 设区间值 𝑓(𝑥𝑗) = [𝑓𝐿(𝑥𝑗), 𝑓

𝑈 (𝑥𝑗)] (𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)满足递增序列 𝑓(𝑥(1)) ⩽ 𝑓(𝑥(2)) ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽
𝑓(𝑥(𝑝)),则区间Choquet模糊积分为w

𝑓d𝑔 =
[w

𝑓𝐿d𝑔,
w
𝑓𝑈d𝑔

]
. (18)
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证证证明明明w
𝑓d𝑔 =

𝑝∑
𝑗=1

𝑓(𝑥(𝑗))(𝑔(𝑋(𝑗))− 𝑔(𝑋(𝑗+1))) =

𝑝∑
𝑗=1

[𝑓𝐿(𝑥𝑗), 𝑓
𝑈 (𝑥𝑗)](𝑔(𝑋(𝑗))− 𝑔(𝑋(𝑗+1))) =

𝑝∑
𝑗=1

[𝑓𝐿(𝑥𝑗)(𝑔(𝑋(𝑗))− 𝑔(𝑋(𝑗+1))),

𝑓𝑈 (𝑥𝑗)(𝑔(𝑋(𝑗))− 𝑔(𝑋(𝑗+1)))] =[ 𝑝∑
𝑗=1

𝑓𝐿(𝑥𝑗)(𝑔(𝑋(𝑗))− 𝑔(𝑋(𝑗+1))),

𝑝∑
𝑗=1

𝑓𝑈 (𝑥𝑗)(𝑔(𝑋(𝑗))− 𝑔(𝑋(𝑗+1)))
]
=

[ w
𝑓𝐿d𝑔,

w
𝑓𝑈d𝑔

]
. □

4 实实实例例例分分分析析析

有 4种投资方案分别为 𝐼1、𝐼2、𝐼3和 𝐼4, 假设一
个投资者在这 4种投资方案中考虑 5个决策属性, 分
别是房屋面积 (𝑥1)、设施水平 (𝑥2)、小区环境 (𝑥3)、

房屋价格 (𝑥4)和小区与工作单位的距离 (𝑥5).在这 5
个决策属性中, 𝑥1、𝑥2和𝑥3为效益型, 𝑥4和𝑥5为成本

型,这 4种投资方案的区间数决策矩阵为

[𝐴]=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
[90, 120] [7, 11] [6, 10] [2 900, 3 300] [9, 12]

[70, 100] [3, 8] [7, 11] [3 050, 3 200] [6, 10]

[65, 70] [5, 13] [11, 12] [3 150, 3 250] [7, 11]

[60, 80] [4, 6] [8, 9] [3 050, 3 250] [8, 14]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Step 1 利用下式构造异常样品区间矩阵:

1)当属性𝑥𝑗为效益型时,有⎧⎨⎩[𝑏𝐿1𝑗 , 𝑏
𝑈
1𝑗 ] = [max

𝑘
𝑎𝐿𝑘𝑗 ,max

𝑘
𝑎𝑈𝑘𝑗 ],

[𝑏𝐿2𝑗 , 𝑏
𝑈
2𝑗 ] = [min

𝑘
𝑎𝐿𝑘𝑗 ,min

𝑘
𝑎𝑈𝑘𝑗 ];

(19)

2)当属性𝑥𝑗为成本型时,有⎧⎨⎩ [𝑏𝐿1𝑗 , 𝑏
𝑈
1𝑗 ] = [min

𝑘
𝑎𝐿𝑘𝑗 ,min

𝑘
𝑎𝑈𝑘𝑗 ],

[𝑏𝐿2𝑗 , 𝑏
𝑈
2𝑗 ] = [max

𝑘
𝑎𝐿𝑘𝑗 ,max

𝑘
𝑎𝑈𝑘𝑗 ].

(20)

由此可得异常样品区间矩阵

[𝐵]=

[
[90, 120] [7, 13] [11, 12] [2 900, 3 200] [6, 10]

[60, 70] [3, 6] [6, 9] [3 150, 3 300] [9, 14]

]
.

Step 2 计算决策矩阵 [𝐴]的均值、标准差和相关

系数矩阵,并利用式 (8)对矩阵 [𝐵]进行标准化,可得

𝑍1 = ([0.097 3, 0.456 9], [−0.017 4, 0.786 9], [0.187 8,
0.295 1], [−0.077 5, 0.017 9], [−0.373 5, 0.038 1]),

𝑍2 = ([−0.262 2,−0.142 4], [−0.553 6,−0.151 5],
[−0.348 7,−0.026 8], [0.002 0, 0.049 7],
[−0.064 8, 0.449 6]).

Step 3 根据属性集𝑌𝑞 (𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 32)计算𝑍1

和𝑍2的区间马氏距离,如表 1所示.

表 1 𝑍1和𝑍2的区间马氏距离

𝑞 𝑌𝑞 [MD𝐿
1𝑞, MD𝑈

1𝑞 ] [MD𝐿
2𝑞, MD𝑈

2𝑞 ]

1 {𝜙} [0.000 0, 0.000 0] [0.000 0, 0.000 0]

2 {1} [0.001 9, 0.041 8] [0.004 1, 0.013 7]

3 {2} [0.000 1, 0.123 8] [0.004 6, 0.061 3]

4 {3} [0.007 1, 0.017 4] [0.000 1, 0.024 3]

5 {4} [0.000 1, 0.001 2] [0.000 1, 0.000 4]

6 {5} [0.000 2, 0.027 9] [0.000 8, 0.040 4]

7 {1, 2} [0.002 0, 0.163 5] [0.008 5, 0.074 2]

8 {1, 3} [0.009 1, 0.060 1] [0.004 2, 0.038 7]

9 {1, 4} [0.003 1, 0.041 8] [0.004 5, 0.013 8]

10 {1, 5} [0.029 8, 0.042 0] [0.014 6, 0.044 5]

11 {2.3} [0.007 1, 0.140 0] [0.004 7, 0.084 6]

12 {2, 4} [0.001 3, 0.123 9] [0.005 1, 0.061 3]

13 {2, 5} [0.028 0, 0.124 1] [0.045 0, 0.062 1]

14 {3, 4} [0.008 3, 0.017 5] [0.000 6, 0.024 3]

15 {3, 5} [0.017 7, 0.034 7] [0.025 2, 0.040 5]

16 {4, 5} [0.000 3, 0.029 1] [0.000 8, 0.040 9]

17 {1, 2, 3} [0.009 2, 0.180 6] [0.008 7, 0.098 1]

18 {1, 2, 4} [0.003 2, 0.163 6] [0.009 0, 0.074 2]

19 {1, 2, 5} [0.029 9, 0.163 8] [0.049 0, 0.075 0]

20 {1, 3, 4} [0.010 3, 0.060 2] [0.004 7, 0.038 7]

21 {1, 3, 5} [0.036 8, 0.060 4] [0.039 6, 0.044 7]

22 {1, 4, 5} [0.031 0, 0.042 1] [0.014 6, 0.045 0]

23 {2, 3, 4} [0.008 3, 0.140 1] [0.005 2, 0.084 6]

24 {2, 3, 5} [0.034 8, 0.140 3] [0.085 5, 0.045 1]

25 {2, 4, 5} [0.029 2, 0.124 2] [0.045 5, 0.062 1]

26 {3, 4, 5} [0.017 8, 0.035 9] [0.025 2, 0.041 0]

27 {1, 2, 3, 4} [0.010 4, 0.180 6] [0.009 2, 0.098 1]

28 {1, 2, 3, 5} [0.036 9, 0.180 9] [0.049 1, 0.099 0]

29 {1, 2, 4, 5} [0.031 1, 0.163 9] [0.049 5, 0.075 0]

30 {1, 3, 4, 5} [0.038 0, 0.060 5] [0.039 6, 0.045 2]

31 {2, 3, 4, 5} [0.036 0, 0.140 4] [0.045 6, 0.085 5]

32 {1, 2, 3, 4, 5} [0.038 1, 0.180 9] [0.049 6, 0.099 0]

Step 4 对表 1的区间马氏距离进行规范化, 利

用式 (13)计算属性集𝑌𝑞 (𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 32)的重要程
度,利用式 (14)计算属性集𝑌𝑞 (𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 32)的模
糊测度,如表 2所示.

表 2 属性集的模糊测度

𝑞 𝑌𝑞 𝑔𝑌𝑞 𝑞 𝑌𝑞 𝑔𝑌𝑞

1 {𝜙} 0 17 {1, 2, 3} 0.877 3

2 {1} 0.663 1 18 {1, 2, 4} 0.828 1

3 {2} 0.586 1 19 {1, 2, 5} 0.976 5

4 {3} 0.465 1 20 {1, 3, 4} 0.772 6

5 {4} 0.135 1 21 {1, 3, 5} 0.919 4

6 {5} 0.517 2 22 {1, 4, 5} 0.858 1

7 {1, 2} 0.804 7 23 {2, 3, 4} 0.834 4

8 {1, 3} 0.763 9 24 {2, 3, 5} 0.978 4

9 {1, 4} 0.681 4 25 {2, 4, 5} 0.955 4

10 {1, 5} 0.856 5 26 {3, 4, 5} 0.850 5

11 {2, 3} 0.825 6 27 {1, 2, 3, 4} 0.883 2

12 {2, 4} 0.751 5 28 {1, 2, 3, 5} 0.998 5

13 {2, 5} 0.953 5 29 {1, 2, 4, 5} 0.978 2

14 {3, 4} 0.594 5 30 {1, 3, 4, 5} 0.921 0

15 {3, 5} 0.848 3 31 {2, 3, 4, 5} 0.980 1

16 {4, 5} 0.545 2 32 {1, 2, 3, 4, 5} 1.000 0
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Step 5 计算各决策方案区间Choquet模糊积分

综合评价值.

首先,对区间决策矩阵 [𝐴]进行规范化处理,具体

处理方法如下:

1)当属性𝑥𝑗为效益型时,有

ℎ𝐿
𝑡𝑗 =

𝑎𝐿𝑡𝑗
𝑚∑
𝑡=1

𝑎𝑈𝑡𝑗

, ℎ𝑈
𝑡𝑗 =

𝑎𝑈𝑡𝑗
𝑚∑
𝑡=1

𝑎𝐿𝑖𝑗

;

2)当属性𝑥𝑗为成本型时,有

ℎ𝐿
𝑡𝑗 =

1

𝑎𝑈𝑡𝑗
𝑚∑
𝑡=1

1

𝑎𝐿𝑡𝑗

, ℎ𝑈
𝑡𝑗 =

1

𝑎𝐿𝑡𝑗
𝑚∑
𝑡=1

1

𝑎𝑈𝑡𝑗

.

然后,得到规范化的区间决策矩阵

[𝐻] =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
[0.243 2, 0.421 1] [0.184 2, 0.578 9] [0.142 9,

[0.189 2, 0.350 9] [0.078 9, 0.421 1] [0.166 7,

[0.175 7, 0.245 6] [0.131 6, 0.684 2] [0.261 9,

[0.162 1, 0.280 7] [0.105 3, 0.315 8] [0.190 5,

→

←

0.312 5] [0.229 9, 0.280 1] [0.152 7, 0.321 4]

0.343 8] [0.231 7, 0.266 3] [0.183 3, 0.482 2]

0.375 0] [0.233 5, 0.257 9] [0.166 6, 0.413 3]

0.281 2] [0.233 5, 0.266 3] [0.130 9, 0.361 6]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

下面以方案 𝐼1为例,说明区间Choquet模糊积分

综合评价值的计算过程.

首先,利用式 (3)确定方案 𝐼1的区间属性值排序

𝑓(𝑥3) ⩽ 𝑓(𝑥5) ⩽ 𝑓(𝑥4) ⩽ 𝑓(𝑥1) ⩽ 𝑓(𝑥2).

利用式 (18)计算区间Choquet模糊积分的上限

和下限w
𝑓𝐿
1 d𝑔 =

𝑓𝐿(𝑥3)(1− 𝑔5 412) + 𝑓𝐿(𝑥5)(𝑔5 412 − 𝑔412)+

𝑓𝐿(𝑥4)(𝑔412 − 𝑔12) + 𝑓𝐿(𝑥1)(𝑔12 − 𝑔2) + 𝑓𝐿(𝑥2)𝑔2 =

0.193 4,w
𝑓𝑈
1 d𝑔 =

𝑓𝑈 (𝑥3)(1− 𝑔5 412) + 𝑓𝑈 (𝑥5)(𝑔5 412 − 𝑔412)+

𝑓𝑈 (𝑥4)(𝑔412 − 𝑔12) + 𝑓𝑈 (𝑥1)(𝑔12 − 𝑔2) + 𝑓𝑈 (𝑥2)𝑔2 =

0.498 8.

然后,得到方案 𝐼1的区间Choquet模糊积分综合

评价值
w
𝑓1d𝑔 = [0.193 4, 0.498 8],同理可分别得到方

案 𝐼2、𝐼3和 𝐼4的区间Choquet模糊积分综合评价值w
𝑓2d𝑔 = [0.171 6, 0.423 8],w
𝑓3d𝑔 = [0.198 6, 0.489 5],w
𝑓4d𝑔 = [0.163 1, 0.314 9].

最后,利用式 (3)进行排序,可得 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻
𝐼4,故方案 𝐼1为最优方案.

为了验证本文方法的有效性,下面分别与不同的

决策方法进行比较分析.

1)与文献 [19]方法进行比较分析.由于该方法是

一种基于可加测度 (权重)的决策方法,为了便于比较,

本文利用下式[15]计算各属性的客观权重:

𝑤𝑗 =

𝑚∑
𝑡=1

𝑚∑
𝑘=1

𝑑𝐻(ℎ𝑡𝑗 , ℎ𝑘𝑗)

𝑝∑
𝑗=1

𝑚∑
𝑡=1

𝑚∑
𝑘=1

𝑑𝐻(ℎ𝑡𝑗 , ℎ𝑘𝑗)

, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝.

通过计算可以得到各属性的权重分别为: 𝑤1 =

0.204 9, 𝑤2 = 0.433 7, 𝑤3 = 0.154 4, 𝑤4 = 0.023 5,

𝑤5 = 0.183 5.

本文方法和文献 [19]方法的可能度排序值如表

3所示.

表 3 可能度排序值

方法 𝐼1 𝐼2 𝐼3 𝐼4

文献 [19] 0.273 9 0.242 9 0.277 4 0.205 8

本文方法 0.276 8 0.248 9 0.276 3 0.198 0

从表 3可以看出,两种方法的最优方案与次优方

案排序值比较接近, 但是本文方法得到的方案排序

为 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4,文献 [19]方法得到的方案排序

为 𝐼3 ≻ 𝐼1 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4.分析其原因, 主要因为本文方

法一方面采用了非可加测度 (模糊测度)描述属性间

客观存在的交互性或关联性, 另一方面采用非线性

Choquet模糊积分算子集成属性值信息,从而使本文

方法更符合实际决策问题.

2)与文献 [20]方法进行比较分析.文献 [20]方法

是一种基于属性权重和属性间交互度的模糊测度

确定方法, 通过与该方法进行比较来验证本文提出

的模糊测度确定方法的合理性和有效性.基于上述

权重,首先利用文献 [20]中𝜙𝑠转换函数,分别计算交

互度为−0.99、−0.50、1、10、50和 100时的模糊测度;

然后计算各方案的区间Choquet模糊积分综合评价

值;最后利用可能度公式计算各方案的排序值,所得

排序值如表 4所示.

表 4 不同交互度下各决策方案的可能度排序值

𝜆 𝑌1 𝑌2 𝑌3 𝑌4 排序

−0.99 0.282 4 0.243 0 0.276 1 0.198 4 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4

−0.50 0.282 1 0.239 2 0.278 5 0.200 2 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4

0 0.284 0 0.240 0 0.271 5 0.204 6 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4

1 0.288 3 0.241 5 0.261 4 0.208 8 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4

10 0.293 3 0.243 6 0.253 6 0.209 5 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4

100 0.295 3 0.244 8 0.246 1 0.213 7 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻ 𝐼4

从表 4可以看出,当交互度𝜆在−0.99 ∼ 100之

间时, 4个决策方案的排序一直稳定为 𝐼1 ≻ 𝐼3 ≻ 𝐼2 ≻
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𝐼4, 与本文的排序结果完全一致, 进一步验证了本文

方法的有效性.

5 结结结 论论论

为了将广泛应用于质量工程学领域中的马田系

统引入到区间模糊积分多属性决策领域中,本文主要

做了以下几个方面工作: 1) 利用区间样本描述统计

量,构建了区间马氏距离及其标准化方法; 2)从均匀

分布角度推导出区间信噪比公式; 3)证明了区间信噪

比所计算的属性幂集重要程度为模糊测度; 4)定义了

区间Choquet模糊积分算子, 拓展了Choquet模糊积

分算子的应用领域.从实例的推演过程可以看出,本

文方法易于操作、原理简单,但是本方法是一种客观

决策方法, 决策结果可能会偏离决策者的主观偏好.

下一步研究的重点将会引入决策者的主观偏好,使决

策结果更加科学、合理.
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