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摘 要: 针对一类变体飞行器控制问题,提出一种平滑切换线性变参数 (LPV)鲁棒控制器设计方法. 建立变体飞行器

切换LPV模型,设计平滑切换控制器,其中偶数子系统控制器由相邻两个子系统控制器线性插值得到. 给出保证切

换LPV系统指数稳定且具有一定鲁棒性能的充分条件,由于考虑了调参变量的渐变特性,所得切换律没有平均驻留

时间的限制.仿真结果表明,所提出方法使得飞行器系统既具有良好的稳定性和鲁棒性,又能实现平滑切换.
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Smooth switching LPV robust control for morphing aircraft

JIANG Wei-laia, DONG Chao-yanga, WANG Tongb, WANG Qingb

(a. School of Aeronautical Science and Engineering，b. School of Automation Science and Electrical Engineering，Beihang

University，Beijing 100191，China．Correspondent：JIANG Wei-lai，E-mail：jiangweilai@126.com)

Abstract: A smooth switching linear parameter varying(LPV) robust controller is proposed for the control problem of a class

of morphing aircraft. The LPV model of morphing aircraft is developed, and the smooth switching control law is designed,

in which the controllers of the even subsystems are smoothly scheduled between the two controllers of adjacent subsystems.

Then, a sufficient condition for ensuring the LPV system exponential stable and having a certain robust performance is

presented. Considering the scheduling parameter changing gradually, a switching law without constraint on average dwell

time is obtained. Simulation result shows that, by using the proposed method, the aircraft system not only has good stability

and robustness, but also can switch smoothly during morphing.
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0 引引引 言言言

变体飞行器外形结构能够根据飞行环境、剖

面、任务进行自适应变化,以实现最优的飞行效能.然

而, 飞行器构型的变化会带来气动特性的变化, 这使

得变体飞行器是一个依赖于外形结构的复杂参变系

统.相较于传统飞行器, 其控制系统的设计面临新的

挑战,是当下航空航天领域的研究热点[1].

线性变参数 (LPV)系统理论为这类飞行器的建

模和控制问题提供了一种解决方案[2]. 然而, 当LPV

系统调参变量变化范围较大时, 运用单一的LPV控

制器, 可能会使得系统性能较差甚至无法求得控制

器. 为此,基于切换LPV系统理论的变增益控制得到

了广泛关注[3-4]. 文献 [3]针对导弹的切换LPV系统建

模和𝐻∞控制问题,提出了一种自动驾驶仪设计新方

法. 文献 [4]采用参数依赖多Lyapunov函数方法, 得

到了切换LPV系统稳定的充分条件和鲁棒控制器设

计方法,并应用于F-16飞机进行了仿真验证. 然而,上

述研究只针对一般的切换LPV系统,所得结论对于调

参变量具有渐变特性的切换LPV系统具有一定的保

守性. 另一方面,切换的引入可能会导致系统状态的

抖振,从而降低切换系统总体性能.为此,众多学者开

展了LPV系统平滑切换控制的研究[5-6]. 文献 [5]通过

采用下降迭代算法求解一组非线性矩阵不等式,设计

了LPV系统的平滑切换控制器. 文献 [6]研究了LPV

系统在输入输出受限的情形下,平滑切换增益调参控

制器的设计方法. 但是,上述文献只着重于LPV系统

的平滑切换,并未讨论系统的鲁棒性, 而将这两方面

研究结合起来,并应用于变体飞行器的控制系统设计,

则鲜有报道.
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出一种平滑切换LPV鲁棒控制器的设计方法. 将变

体飞行器建模成以机翼后掠角变形率为调参变量

的LPV系统,并将调参变量的取值区间划分为奇数个

子区间. 设计平滑切换控制器,其中偶数子系统控制

器由相邻两个奇数子系统控制器线性插值得到,给出

了保证切换LPV系统指数稳定且具有一定鲁棒性能

的充分条件.考虑调参变量的渐变特性, 得到了没有

平均驻留时间限制的切换律, 降低了结论的保守性.

仿真实例表明了所提出方法的有效性.

1 变变变体体体飞飞飞行行行器器器LPV建建建模模模
考虑如图 1所示的机翼后掠角可变飞行器“火

蜂 (Fire-bee)”[7-8],它是美国NextGen航空公司设计的

一款变体无人技术验证机. 在飞行过程中, 该飞行

器机翼后掠角𝜆能在 15∘∼ 60∘之间连续变化, 实现

在“巡航”和“高速”两种构型间的切换. 定义 𝜉 =

(𝜆− 𝜆0)/𝜆0为机翼后掠角变形率 (以下简称变形率),

其中𝜆0 = 15∘为“巡航”构型对应的机翼后掠角,易知

𝜉 ∈ [0, 3]. 假设飞行器目标运动过程为在高度ℎ =

9144m,以马赫数𝑀𝑎 = 0.5作水平无侧滑匀速平飞,

且只考虑纵向运动上的干扰,故该过程只与飞行器纵

向运动有关.
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图 1 机翼后掠角可变飞行器

变体飞行器纵向短周期非线性动力学模型可表

示[7-8]为

𝑚𝑇𝑉𝑇 (𝛼̇− 𝑞) =

𝑔𝑚𝑇 (cos 𝜃 cos𝛼+ sin 𝜃 sin𝛼)−
𝑆𝑞𝐶𝐿(𝜆,𝐻,𝑀𝑎, 𝛿𝑒, 𝑞, 𝛼̇)+

(𝑚𝑤𝑥̈𝑤 +𝑚𝑎𝑥̈𝑎) sin𝛼− 2(𝑚𝑤𝑥̇𝑤 +𝑚𝑎𝑥̇𝑎)𝑞 cos𝛼,

𝐽𝑓𝑞 =

𝑆𝑞𝑐𝐶𝑚(𝜆,𝐻,𝑀𝑎, 𝛿𝑒, 𝑞, 𝛼̇)− (𝑚𝑤𝑥
2
𝑤 +𝑚𝑎𝑥

2
𝑎)𝑞−

2(𝑚𝑤𝑥𝑤𝑥̇𝑤 +𝑚𝑎𝑥𝑎𝑥̇𝑎)𝑞. (1)

其中: 𝐶𝐿、𝐶𝑚分别为气动力和气动力矩系数,可近似

地表示为

𝐶𝐿 = 𝐶𝐿𝛼=0 + 𝐶𝐿𝛼𝛼+ 𝐶𝐿𝛿𝑒
𝛿𝑒,

𝐶𝑚 = 𝐶𝑚𝛼=0
+ 𝐶𝑚𝛼

𝛼+ 𝐶𝑚𝛿𝑒
𝛿𝑒;

𝛼, 𝑞分别为攻角、俯仰角速率; 𝛿𝑒为升降舵偏角; 𝑉𝑇、

𝐻、𝑀𝑎、𝜃分别为飞行速度、高度、马赫数和航迹倾

角; 𝑞、𝑔分别为动压和重力加速度; 其他参数的物理

意义和数值见表 1[7].

表 1 变体飞行器构型参数

参数 巡航构型 高速构型

后掠角𝜆/(∘) 15 60

俯仰转动惯量𝐽𝑓 /(kg⋅m2) 3 107.5 3 107.5

总重𝑚𝑇 /kg 907.8 907.8

机翼重𝑚𝑤 /kg 272 272

配重𝑚𝑎/kg 26.36 26.36

机翼质心位置𝑥𝑤 /m 0 −0.607 2

配重质心位置 𝑥𝑎/m −3.2 3.065 6

翼面积𝑆/m2 4.362 1 6.079 2

气动弦长 𝑐/m 0.710 1 1.911 7

选定 𝜉 = 0, 0.3, 0.6, ⋅ ⋅ ⋅ , 3共 11个值作为计算参

考点. 参考点选取的越多, 建模精度越高, 但计算量

也会越大, 所以参考点的选取需综合考虑这两个因

素.运用 Fluent软件计算每个 𝜉下飞行器的纵向气动

参数, 并借助Matlab软件对所得数据进行插值拟合,

得到飞行器气动参数与变形率之间的函数关系为

𝐶𝐿𝛼=0 = 0.054 37𝜉3 − 0.208𝜉2 + 0.147 6𝜉 − 0.103 6,

𝐶𝐿𝛼 = −0.894𝜉 + 5.538,

𝐶𝐿𝛿𝑒
= −0.000 53𝜉 + 0.006 5,

𝐶𝑀𝛼=0 = 0.583 5𝜉3 − 2.223𝜉2 + 1.639𝜉 − 0.000 35,

𝐶𝑀𝛼 = 0.047 43𝜉 − 0.300 3,

𝐶𝑚𝛿𝑒
= −0.006 6𝜉 − 0.022 2.

将式 (1)所示的飞行器非线性模型表示成LPV

模型, 通常有雅克比线性化、状态变换和方程替换

3种方法[9], 本文采用应用最为广泛的雅克比线性化

方法.

首先, 选取一组覆盖待研究工作区域的平衡点.

在此, 同样选取 𝜉 = 0, 0.3, 0.6, ⋅ ⋅ ⋅ , 3这 11个平衡点.

基于式 (1),令

𝑓1 =( 1

𝑚𝑇𝑉𝑇

)
(𝑔𝑚𝑇 (cos 𝜃 cos𝛼+ sin 𝜃 sin𝛼)−

𝑆𝑞𝐶𝐿 + (𝑚𝑤𝑥̈𝑤 +𝑚𝑎𝑥̈𝑎) sin𝛼−
2(𝑚𝑤𝑥̇𝑤 +𝑚𝑎𝑥̇𝑎)𝑞 cos𝛼) + 𝑞,

𝑓2 =
𝑆𝑞𝑐𝐶𝑚 − 2(𝑚𝑤𝑥𝑤𝑥̇𝑤 +𝑚𝑎𝑥𝑎𝑥̇𝑎)𝑞

𝐽𝑓 + (𝑚𝑤𝑥2
𝑤 +𝑚𝑎𝑥2

𝑎)
.

考虑飞行器平衡状态是在不同 𝜉下定直平飞,

即 𝑓1 = 0, 𝑓2 = 0, 则可以计算得到各平衡点处变量

𝛼𝑒(𝜉)、𝑞𝑒(𝜉)、𝛿𝑒𝑒(𝜉)的值.然后,定义偏差变量

Δ𝛼 = 𝛼− 𝛼𝑒(𝜉),

Δ𝑞 = 𝑞 − 𝑞𝑒(𝜉),

Δ𝛿𝑒 = 𝛿𝑒 − 𝛿𝑒𝑒(𝜉).

将式 (1)所示的非线性模型在各自不同 𝜉下平衡点处
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线性化,得到 11个小扰动线性模型为[
Δ𝛼̇

Δ𝑞

]
=

[
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

][
Δ𝛼

Δ𝑞

]
+

[
𝐵11

𝐵21

]
Δ𝛿𝑒.

其中

𝐴11 =
∂𝑓1
∂𝛼

, 𝐴12 =
∂𝑓1
∂𝑞

,

𝐴21 =
∂𝑓2
∂𝛼

, 𝐴22 =
∂𝑓2
∂𝑞

,

𝐵11 =
∂𝑓1
∂𝛿𝑒

, 𝐵21 =
∂𝑓2
∂𝛿𝑒

.

最后, 将得到的 11个小扰动线性模型进行数值拟合,

即可构建变体飞行器纵向短周期运动LPV模型

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜉)𝑥(𝑡) +𝐵(𝜉)𝑢(𝑡). (2)

其中: 状态变量𝑥 = [Δ𝛼 Δ𝑞]T,控制变量𝑢 = Δ𝛿𝑒,且

有

𝐴(𝜉) =[
0.225 5𝜉 − 1.396 7 1

0.087 6𝜉2 − 0.488 9𝜉 − 0.377 5 0.448 9𝜉 − 0.822 9

]
,

𝐵(𝜉) =

[
0.000 34𝜉 − 0.001 638

0.000 053𝜉2 − 0.044 151𝜉 − 0.143 984

]
.

2 切切切换换换LPV系系系统统统
考虑如下LPV系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜌)𝑥(𝑡) +𝐵(𝜌)𝑢(𝑡) + 𝐸(𝜌)𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝜌)𝑥(𝑡) +𝐷(𝜌)𝑢(𝑡).
(3)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为状态变量, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑝为控制输出,

𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟为输入变量, 𝑤(𝑡) ∈ 𝑅𝑞为扰动输入, 𝜌 ∈ 𝑅

为调参变量且实时可测,系数矩阵𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸均

为 𝜌的函数. 假定 𝜌及其变化率 𝜌̇有界

Θ = {𝜌 ∈ R : 𝜌 ⩽ 𝜌 ⩽ 𝜌}, (4)

𝑉 = {𝜌̇ ∈ 𝑅 : 𝑣 ⩽ 𝜌̇ ⩽ 𝑣}. (5)

将 𝜌的取值区间Θ划分为 𝐽个子区间, 第 𝑗个子区间

Θj 可表示为

Θj = {𝜌
j
⩽ 𝜌 ⩽ 𝜌j}, j ∈ NJ , (6)

其中𝑁𝐽 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽}.

对应于调参变量的 𝐽个子区间, 系统 (3)被划分

为 𝐽个子系统.定义𝜎(𝑡) : [𝑡0,∞) → 𝑁𝐽为系统的切

换信号,本文中, 𝜎(𝑡)取决于调参变量 𝜌,且由式 (5)可

知, 调参变量具有渐变特性, 所以子系统间的切换仅

发生在调参变量子区间的边界上.得到切换LPV系

统为⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑗(𝜌)𝑥(𝑡) +𝐵𝑗(𝜌)𝑢(𝑡) + 𝐸𝑗(𝜌)𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑗(𝜌)𝑥(𝑡) +𝐷𝑗(𝜌)𝑢(𝑡), 𝑗 ∈ 𝑁𝐽 .
(7)

构建如下形式的无记忆状态反馈控制器:

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑗(𝜌)𝑥(𝑡), 𝑗 ∈ 𝑁𝐽 . (8)

得到闭环切换LPV系统⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴cl,𝑗(𝜌)𝑥(𝑡) + 𝐸cl,𝑗(𝜌)𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶cl,𝑗(𝜌)𝑥(𝑡).
(9)

其中

𝐴cl,𝑗(𝜌) = 𝐴𝑗(𝜌) +𝐵𝑗(𝜌)𝐾𝑗(𝜌),

𝐶cl,𝑗(𝜌) = 𝐶𝑗(𝜌) +𝐷𝑗(𝜌)𝐾𝑗(𝜌),

𝐸cl,𝑗(𝜌) = 𝐸𝑗(𝜌).

3 控控控制制制器器器设设设计计计

3.1 鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器设设设计计计

定义 1[10] 对于切换LPV系统 (9), 假设切换律

𝜎(𝑡)在时间段Δ𝑇 > 0内切换次数为𝑁𝜎(Δ𝑇 ), 对于

任意𝑁0 ⩾ 0,若不等式

𝑁𝜎(Δ𝑇 ) ⩽ 𝑁0 +
Δ𝑇

𝜏𝑎
, ∀Δ𝑇 > 0 (10)

成立,则 𝜏𝑎称为平均驻留时间.

定义 2 如果存在切换律𝜎(𝑡), 使得系统的状态

轨迹满足 ∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝛼∥𝑥(𝑡0)∥e−𝛽(𝑡−𝑡0), 𝛼 ⩾ 0, 𝛽 ⩾ 0,

𝑡 ⩾ 𝑡0,则称系统是指数稳定的.

定理 1 考虑闭环切换LPV系统 (9), 给定标量

𝛽 > 0, 𝜇 > 1, 𝛾 > 0,对于所有的参数变化轨迹,若存

在连续可微的适维矩阵𝑃𝑗(𝜌) = 𝑃T
𝑗 (𝜌) > 0,使得矩阵

不等式⎡⎢⎣ Φcl,j 𝑃𝑗(𝜌)𝐸cl,𝑗(𝜌) 𝐶T
cl,𝑗(𝜌)

∗ −𝛾2𝐼 0

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ < 0, 𝑗 ∈ 𝑁𝐽 ; (11)

1

𝜇
𝑃 𝑗+1(𝜌) ⩽ 𝑃 𝑗(𝜌) ⩽ 𝜇𝑃 𝑗+1(𝜌), 𝑗 ∈ 𝑁𝐽−1,

𝑁𝐽−1 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1} (12)

成立. 其中

Φcl,j = AT
cl,j (𝜌)Pj (𝜌) + Pj (𝜌)Acl,j (𝜌)+

𝛽𝑃𝑗(𝜌) + {𝑣, 𝑣}∂𝑃𝑗

∂𝜌
,

𝑃 𝑗(𝜌) = 𝑃𝑗(𝜌)∣𝜌 = 𝜌𝑗 ,

𝑃 𝑗+1(𝜌) = 𝑃𝑗+1(𝜌)∣𝜌 = 𝜌
𝑗+1

,

{𝑣, 𝑣}表示取调参变量的上界或者下界. 且系统的平

均驻留时间满足

𝜏𝛽 > 𝜏∗𝛽 =
ln𝜇

𝛽
. (13)

则系统 (9)指数稳定且具有鲁棒𝐻∞性能 𝛾.

证证证明明明 对于第 𝑗个子系统,选取Lyapunov函数

𝑉𝑗(𝑡) = 𝑥T(𝑡)𝑃𝑗(𝜌)𝑥(𝑡). (14)
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求𝑉𝑗(𝑡)的时间导数

𝑉̇𝑗(𝑡) =

𝑥T(𝑡)
(
𝐴T

cl,𝑗(𝜌)𝑃𝑗(𝜌) + 𝑃𝑗(𝜌)𝐴cl,𝑗(𝜌)+

𝜌̇
∂𝑃𝑗(𝜌)

∂𝜌

)
𝑥(𝑡) + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑗(𝜌)𝐸cl,𝑗(𝜌)𝑤(𝑡).

当𝑤(𝑡) = 0时, 由式 (11)有 𝑉̇𝑗(𝑡) ⩽ −𝛽𝑉𝑗(𝑡), 则系统

的𝑉𝑗(𝑡)满足不等式

𝑉𝑗(𝑡) ⩽ 𝑉𝑗(𝑡
𝑗
0)e

−𝛽(𝑡−𝑡𝑗0), 𝑡 ⩾ 𝑡𝑗0, (15)

其中 𝑡𝑗0表示第 𝑗个子系统运行的初始时刻.

将系统的运行时间区间分割成 [𝑡0, 𝑡1), [𝑡1, 𝑡2),

⋅ ⋅ ⋅ , [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛).由于切换仅发生在子区间边界上, 由

𝜇 > 1和式 (12)可知,在切换时刻
1

𝜇
𝑉𝑗+1(𝑡) ⩽ 𝑉𝑗(𝑡) ⩽ 𝜇𝑉𝑗+1(𝑡), 𝑗 ∈ 𝑁𝐽−1, (16)

当系统运行在 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)时,由式 (15)和 (16)可知,

系统的Lyapunov函数满足

𝑉 (𝑡) ⩽ 𝑉𝜎(𝑡𝑘)(𝑡𝑘)e
−𝛽(𝑡−𝑡𝑘) ⩽

𝜇𝑉𝜎(𝑡𝑘−1)(𝑡
−
𝑘 )e

−𝛽(𝑡−𝑡𝑘) ⩽

𝜇𝑉𝜎(𝑡𝑘−1)(𝑡𝑘−1)e
−𝛽(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)e−𝛽(𝑡−𝑡𝑘) ⩽, ⋅ ⋅ ⋅ ,⩽

𝜇𝑘𝑉𝜎(𝑡0)(𝑡0)e
−𝛽(𝑡−𝑡0) =

𝜇𝑁𝜎(𝑡,𝑡0)𝑉𝜎(𝑡0)(𝑡0)e
−𝛽(𝑡−𝑡0) =

𝑉𝜎(𝑡0)(𝑡0)e
−𝛽(𝑡−𝑡0)+𝑁𝜎(𝑡,𝑡0) ln𝜇 ⩽

𝑉𝜎(𝑡0)(𝑡0)e
− 1

2 (𝛽− ln𝜇
𝜏𝛽

)(𝑡−𝑡0)
.

选取

𝑎 = min
𝑗∈𝑁𝐽

𝜆min(𝑃𝑗(𝜌)), 𝑏 = max
𝑗∈𝑁𝐽

𝜆max(𝑃𝑗(𝜌)),

可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽
√

𝑏

𝑎
∥𝑥(𝑡0)∥e−

1
2 (𝛽− ln𝜇

𝜏𝛽
)(𝑡−𝑡0)

.

当系统的平均驻留时间满足式 (13)时, 切换

LPV系统 (9)指数稳定.系统 (9)具有𝐻∞性能约束 𝛾

的证明思路与过程同文献 [11],此处不再列出. □

注 1 式 (11)中存在Lyapunov函数矩阵𝑃𝑗(𝜌)

与系统矩阵之间的耦合, 是一个非线性问题, 可通

过引入附加矩阵和应用投影引理来实现解耦.

在下面的定理中,基于解耦后的鲁棒𝐻∞性能准

则,得到系统 (7)的鲁棒状态反馈控制器.

定理 2 考虑切换LPV系统 (7), 给定标量 𝛽 >

0, 𝜇 > 1, 𝛾 > 0, 平均驻留时间满足式 (13), 对于

所有的参数变化轨迹, 若存在连续可微的适维矩阵

𝑃𝑗(𝜌) = 𝑃T
𝑗 (𝜌) > 0和适维矩阵𝐺𝑗 , 𝑄𝑗(𝜌), 使得线性

矩阵不等式

Γ𝑗 < 0, 𝑗 ∈ 𝑁𝐽 , (17)
1

𝜇
𝑃 𝑗+1(𝜌) ⩽ 𝑃 𝑗(𝜌) ⩽ 𝜇𝑃 𝑗+1(𝜌), 𝑗 ∈ 𝑁𝐽−1 (18)

成立. 其中

Γ𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Γ 11
𝑗 Γ 12

𝑗 𝐸𝑗(𝜌) 0 𝐺𝑗

∗ Γ 22
𝑗 0 Γ 24

𝑗 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼 0 0

∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃𝑗(𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Γ 11
𝑗 = −(𝐺𝑗 +𝐺T

𝑗 ),

Γ 12
𝑗 = 𝐴𝑗(𝜌)𝐺𝑗 +𝐵𝑗(𝜌)𝑄𝑗(𝜌) + 𝑃𝑗(𝜌),

Γ 22
𝑗 = −𝑃𝑗(𝜌) + 𝛽𝑃𝑗(𝜌) + {𝑣, 𝑣}∂𝑃𝑗

∂𝜌
,

Γ 24
𝑗 = (𝐶𝑗(𝜌)𝐺𝑗 +𝐷𝑗(𝜌)𝑄𝑗(𝜌))

T.

则系统 (7)指数稳定且具有鲁棒𝐻∞性能 𝛾.

若上述不等式有可行解,则状态反馈控制器的增

益矩阵为𝐾𝑗(𝜌) = 𝑄𝑗(𝜌)𝐺
−1
𝑗 .

证明过程见文献 [12].

3.2 平平平滑滑滑切切切换换换鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器设设设计计计

为抑制系统状态在切换过程中的抖振现象,提升

系统总体控制性能,设计一种平滑切换控制器𝐾(𝜌):

令 𝐽为奇数, 当 𝜌 ∈ Θ𝑗 (𝑗 = 1, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽)时, 控制器

𝐾(𝜌) = 𝐾𝑗(𝜌); 当 𝜌 ∈ Θ𝑗 (𝑗 = 2, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1)时, 控

制器𝐾(𝜌) = 𝐾𝑗−1,𝑗+1(𝜌), 𝐾𝑗−1,𝑗+1(𝜌)由相邻两个子

系统控制器𝐾𝑗−1(𝜌)、𝐾𝑗+1(𝜌)线性插值算得. 即平滑

切换控制器可表示为

𝐾(𝜌) =⎧⎨⎩𝐾𝑗(𝜌), 𝜌 ∈ Θ𝑗 , 𝑗 = 1, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 ;
𝐾𝑗−1,𝑗+1(𝜌), 𝜌 ∈ Θ𝑗 , 𝑗 = 2, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1.

(19)

其中

𝐾𝑗(𝜌) = 𝑄𝑗(𝜌)𝐺
−1
𝑗 , (20)

𝐾𝑗−1,𝑗+1(𝜌) = 𝑄𝑗−1,𝑗+1(𝜌)𝐺
−1
𝑗−1,𝑗+1,

𝑄𝑗−1,𝑗+1(𝜌) = 𝛼1(𝜌)𝑄𝑗+1
(𝜌) + 𝛼2(𝜌)𝑄𝑗−1(𝜌), (21)

𝐺𝑗−1,𝑗+1 = 𝛼1(𝜌)𝐺𝑗+1 + 𝛼2(𝜌)𝐺𝑗−1, (22)

𝛼1(𝜌) =
𝜌− 𝜌𝑗−1

𝜌
𝑗+1

− 𝜌𝑗−1

, 𝛼2(𝜌) = 1− 𝛼1(𝜌), (23)

𝑄𝑗−1(𝜌) = 𝑄𝑗−1(𝜌)∣𝜌 = 𝜌𝑗−1,

𝑄
𝑗+1

(𝜌) = 𝑄𝑗+1(𝜌)∣𝜌 = 𝜌
𝑗+1

. (24)

定理 3 考虑切换LPV系统 (7), 给定标量 𝛽 >

0, 𝜇 > 1, 𝛾 > 0, 对于所有的参数变化轨迹, 若存在

连续可微的适维矩阵𝑃𝑗(𝜌) = 𝑃T
𝑗 (𝜌) > 0和适维矩

阵𝐺𝑗 , 𝑄𝑗(𝜌),使得线性矩阵不等式

Γ𝑗 < 0, 𝑗 = 1, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 ; (25)

Γ̃𝑗−1,𝑗+1 < 0, 𝑗 = 2, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1; (26)

Γ̂𝑗−1,𝑗+1 < 0, 𝑗 = 2, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1 (27)
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成立. 其中: Γ𝑗的表达式同式 (17),且有

Γ̃𝑗−1,𝑗+1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Γ̃ 11
𝑗−1,𝑗+1 Γ̃ 12

𝑗−1,𝑗+1 𝐸𝑗(𝜌) 0 𝐺𝑗+1

∗ Γ̃ 22
𝑗−1,𝑗+1 0 Γ̃ 24

𝑗−1,𝑗+1 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼 0 0

∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃 𝑗+1(𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Γ̃ 11
𝑗−1,𝑗+1 = −(𝐺𝑗+1 +𝐺T

𝑗+1),

Γ̃ 12
𝑗−1,𝑗+1 = 𝐴𝑗(𝜌)𝐺𝑗+1 +𝐵𝑗(𝜌)𝑄𝑗+1

(𝜌) + 𝑃 𝑗+1(𝜌),

Γ̃ 22
𝑗−1,𝑗+1 =(
𝛽 − 1 +

{𝑣, 𝑣}
𝜌− 𝜌𝑗−1

)
𝑃 𝑗+1(𝜌) + {𝑣, 𝑣}∂𝑃 𝑗+1

∂𝜌
,

Γ̃ 24
𝑗−1,𝑗+1 = (𝐶𝑗(𝜌)𝐺𝑗+1 +𝐷𝑗(𝜌)𝑄𝑗+1

(𝜌))T,

Γ̂𝑗−1,𝑗+1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Γ̂ 11
𝑗−1,𝑗+1 Γ̂ 12

𝑗−1,𝑗+1 𝐸𝑗(𝜌) 0 𝐺𝑗−1

∗ Γ̂ 22
𝑗−1,𝑗+1 0 Γ̂ 24

𝑗−1,𝑗+1 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼 0 0

∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃 𝑗−1(𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Γ̂ 11
𝑗−1,𝑗+1 = −(𝐺𝑗−1 +𝐺T

𝑗−1),

Γ̂ 12
𝑗−1,𝑗+1 = 𝐴𝑗(𝜌)𝐺𝑗−1 +𝐵𝑗(𝜌)𝑄𝑗−1(𝜌) + 𝑃 𝑗−1(𝜌),

Γ̂ 22
𝑗−1,𝑗+1 =(
𝛽 − 1 +

{𝑣, 𝑣}
𝜌− 𝜌

𝑗+1

)
𝑃 𝑗−1(𝜌) + {𝑣, 𝑣}∂𝑃 𝑗−1

∂𝜌
,

Γ̂ 24
𝑗−1,𝑗+1 = (𝐶𝑗(𝜌)𝐺𝑗−1 +𝐷𝑗(𝜌)𝑄𝑗−1(𝜌))

T.

则系统 (7)指数稳定且具有鲁棒𝐻∞性能 𝛾.

若上述不等式有可行解,则平滑切换控制器的增

益矩阵可由式 (19)得到.

证证证明明明 1)当 𝑗 = 2, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1时, 由式 (26)

和 (27)可知其凸组合

𝛼1(𝜌)Γ̃𝑗−1,𝑗+1 + 𝛼2(𝜌)Γ̂𝑗−1,𝑗+1 < 0 (28)

成立. 定义

𝑃𝑗−1,𝑗+1(𝜌) = 𝛼1(𝜌)𝑃 𝑗+1(𝜌) + 𝛼2(𝜌)𝑃 𝑗−1(𝜌), (29)

则有

{𝑣, 𝑣}∂𝑃𝑗−1,𝑗+1

∂𝜌
=

𝛼1(𝜌)({𝑣, 𝑣}
∂𝑃 𝑗+1

∂𝜌
+

{𝑣, 𝑣}
𝜌− 𝜌𝑗−1

𝑃 𝑗+1(𝜌))+

𝛼2(𝜌)({𝑣, 𝑣}∂𝑃 𝑗−1

∂𝜌
+

{𝑣, 𝑣}
𝜌− 𝜌

𝑗+1

𝑃 𝑗−1(𝜌)). (30)

综合式 (21)∼ (23)、(29)和 (30)可知,式 (28)等价

于

Γ𝑗−1,𝑗+1 < 0. (31)

其中

Γ𝑗−1,𝑗+1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Γ 11
𝑗−1,𝑗+1 Γ 12

𝑗−1,𝑗+1 𝐸𝑗(𝜌) 0 𝐺𝑗−1,𝑗+1

∗ Γ 22
𝑗−1,𝑗+1 0 Γ 24

𝑗−1,𝑗+1 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼 0 0

∗ ∗ ∗ −𝐼 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃𝑗−1,𝑗+1(𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Γ 11
𝑗−1,𝑗+1 = −(𝐺𝑗−1,𝑗+1 +𝐺T

𝑗−1,𝑗+1),

Γ 12
𝑗−1,𝑗+1 = 𝐴𝑗(𝜌)𝐺𝑗−1,𝑗+1 +𝐵𝑗(𝜌)𝑄𝑗−1,𝑗+1(𝜌)+

𝑃𝑗−1,𝑗+1(𝜌),

Γ 22
𝑗−1,𝑗+1 =

− 𝑃𝑗−1,𝑗+1(𝜌) + 𝛽𝑃𝑗−1,𝑗+1(𝜌) + {𝑣, 𝑣}∂𝑃𝑗−1,𝑗+1

∂𝜌
,

Γ 24
𝑗−1,𝑗+1 = (𝐶𝑗(𝜌)𝐺𝑗−1,𝑗+1 +𝐷𝑗(𝜌)𝑄𝑗−1,𝑗+1(𝜌))

T.

令

𝑄𝑗(𝜌) = 𝑄𝑗−1,𝑗+1(𝜌),

𝐺𝑗 = 𝐺𝑗−1,𝑗+1,

𝑃𝑗(𝜌) = 𝑃𝑗−1,𝑗+1(𝜌),

则当 𝑗 = 2, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1时, 式 (31)等价于式 (17), 且

控制器增益矩阵为

𝐾(𝜌) = 𝐾𝑗−1,𝑗+1(𝜌) = 𝑄𝑗−1,𝑗+1(𝜌)𝐺
−1
𝑗−1,𝑗+1. (32)

结合式 (25)可知, 对于 ∀𝑗 ∈ 𝑁𝐽 , 式 (17)成立, 且平滑

切换控制器的增益矩阵可由式 (19)得到.

2)由式 (29)可知,当 𝑗 = 2, 4, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 − 1时, 𝑃 𝑗(𝜌)

= 𝑃 𝑗−1(𝜌)且𝑃 𝑗(𝜌) = 𝑃 𝑗+1(𝜌).所以有 ∀𝑗 ∈ 𝑁𝐽−1,

𝑃 𝑗(𝜌) = 𝑃 𝑗+1(𝜌),等价于式 (18)中𝜇 = 1,由式 (13)可

知最小平均驻留时间 𝜏∗𝛽 = 0. □

注 2 由于考虑了调参变量的渐变特性, 在定

理 1和定理 2中, 只在调参变量子区间边界上对

Lyapunov函数矩阵提出了式 (12)和 (18)所示的约束

条件. 进而在定理 3中, 通过设计平滑切换控制器以

及定义𝑃𝑗−1,𝑗+1(𝜌)如式 (29)所示,得到了没有平均驻

留时间限制的切换律,降低了结论的保守性.

注 3 本文只讨论了调参变量为一维的情形,对

于多维的情形, 所提出的方法同样适用.主要区别在

于, 将式 (21)、(22)和 (29)所示的线性插值由一维空

间扩展到多维空间.

由于对参数的依赖性,式 (25)∼ (27)对应的是无

限维的线性矩阵不等式组,可采用近似基函数和网格

技术将其转化为有限维的LMIs[13]. 选取近似基函数

为

𝑛𝑓∑
𝑖=1

𝑓𝑖(𝜌),则有
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𝑄𝑗(𝜌) =

𝑛𝑓∑
𝑖=1

𝑓𝑖(𝜌)𝑄𝑖,𝑗(𝜌),

𝑃𝑗(𝜌) =

𝑛𝑓∑
𝑖=1

𝑓𝑖(𝜌)𝑃𝑖,𝑗(𝜌) > 0. (33)

推论 1 考虑切换LPV系统 (7), 给定标量 𝛽, 对

于任意的 𝑗 ∈ 𝑁𝐽 ,可以通过求解以下凸优化问题设计

次优鲁棒控制器:

min 𝛾, s.t.式 (25)∼ (27)和 (33), (34)

满足要求的控制器增益矩阵可由式 (19)求得.

注 4 将调参变量区间划分为奇数个子区间,其

个数和上下界的选取应在满足预期鲁棒性能指标的

前提下, 使得子区间个数尽可能小, 以减少切换的次

数. 调参变量区间划分方法可总结为如下算法.

Step 1: 设定 𝐽 = 1且预期的鲁棒性能指标为 𝛾0.

Step 2: 将调参变量划分为 𝐽个子区间,在所有可

能的划分中, 通过求解式 (34)所示的凸优化问题, 得

到使鲁棒性能指标最小的划分方法, 此时性能指标

为 𝛾∗.

Step 3: 若 𝛾∗ ⩽ 𝛾0,则终止算法,否则令 𝐽 = 𝐽 +

2,返回 Step 2.

4 仿仿仿真真真分分分析析析

为验证所设计平滑切换控制器的有效性,以Fire-

bee的LPV模型为例进行仿真验证. 考虑开环LPV系

统 (3), 选取变形率为系统调参变量, 令𝐴(𝜌) = 𝐴(𝜉),

𝐵(𝜌)=𝐵(𝜉), 𝐴(𝜉)和𝐵(𝜉)同式 (2), 𝐶(𝜌)= 𝐼2×2, 𝐷(𝜌)

= 0.为了更加全面地考察系统的鲁棒性能, 𝐸(𝜌)的设

计应使得干扰信号𝑤(𝑡)对所有状态变量的干扰作用

大体一致.本文中,由于状态变量可能的取值范围Δ𝛼

略小于Δ𝑞,可令𝐸(𝜌) = [0.4 0.5]T.

图 2为变体飞行器鲁棒LPV控制系统结构.其

中: 𝐺(𝜉)为变体飞行器LPV模型, 𝐾(𝜉)为系统控制

器, 𝑤为测量噪声, 𝑟为系统参考输入, 𝑦为系统输出,

𝑢为控制输入, 𝑊𝑒、𝑊𝑢、𝑊𝑚分别为跟踪误差加权、

控制加权和测量噪声加权,设计过程可参见文献 [8].

图 2 鲁棒LPV控制系统结构

设定后掠角变化速率小于 3∘/s, 可知式 (4)和

(5)中Θ = [0, 3], 𝑉 = [−0.2, 0.2]. 利用网格技术将Θ

均匀划分为 30个网格, 选择 𝛽 = 0.8. 设定预期鲁棒

性能水平 𝛾0 = 1.5, 通过求解式 (34)的凸优化问题,

两步迭代后, 计算得到次优𝐻∞噪声抑制水平 𝛾∗ =

1.419 4,调参变量划分为 3个子区间Θ1 = [0, 1.6], Θ2

= [1.6, 2.2],Θ3 = [2.2, 3], 同时得到𝑄1(𝜌)、𝑄3(𝜌)、𝐺1

和𝐺3,代入式 (19)得到 3个子系统的控制器增益矩阵

分别为

𝐾1 =

[−45.486 1 + 5.717 6𝜉 −17.900 6 + 2.241 9𝜉],

𝐾2 =

[−46.284 2 + 6.216 4𝜉 −18.157 6 + 2.402 5𝜉],

𝐾3 =

[−48.234 5 + 7.102 9𝜉 −18.824 9 + 2.705 8𝜉].

假定变形率随时间的变化规律为

𝜉(𝑡) =

⎧⎨⎩

0.2𝑡− 1, 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 20;

3, 20 ⩽ 𝑡 ⩽ 30;

−0.2𝑡+ 9, 30 ⩽ 𝑡 ⩽ 45;

0, otherwise.

易知飞行器在飞行过程中, 将会发生 4次切换, 切换

时刻分别为第 13 s、第 16 s、第 34 s和第 37 s.

为验证控制系统的鲁棒性及平滑切换特性, 假

定外界干扰信号为𝑤(𝑡) = e−0.1𝑡 sin(0.2π𝑡).在同一区

间划分下, 运用定理 2设计非平滑切换控制器, 与本

文所设计的平滑切换控制器一起, 分别进行变体飞

行器非线性仿真. 仿真曲线如图 3∼图 5所示. 图中:

o标示了 4个切换时刻, 𝛼com、𝑞com分别为参考迎角

和参考俯仰角速率仿真曲线, 𝛼nosm、𝑞nosm分别为非

平滑切换控制器作用下迎角和俯仰角速率仿真曲线,

𝛼sm、𝑞sm分别为平滑切换控制器作用下迎角和俯仰

角速率仿真曲线.
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图 5 升降舵舵偏变化曲线

由图 3和图 4可见,当飞行器后掠角连续变化且

存在外部干扰时,飞行器迎角和俯仰角速率能快速跟

踪所给定的参考信号,表现出良好的稳定性和鲁棒性.

同时,在图 3∼图 5中,以第 13 s、第 16 s和第 37 s三个

切换时刻为例, 通过细节放大图可知, 在系统发生切

换时, 采用非平滑切换控制器, 飞行器状态和控制输

入会出现明显的抖振,而采用本文所设计的平滑切换

控制器,系统切换过程平滑,控制性能良好.

5 结结结 论论论

本文将后掠角可变飞行器建模成切换LPV系统,

设计平滑切换控制器,其中偶数子系统控制器由相邻

子系统控制器线性插值得到. 在进行稳定性分析和控

制器设计时, 考虑调参变量的渐变特性, 得到了没有

平均驻留时间限制的切换律, 降低了结论的保守性.

仿真结果表明, 相比于非平滑切换控制器, 所设计的

平滑切换鲁棒控制器使得变体飞行器不但具有良好

的稳定性和鲁棒性,而且能实现变形过程中的平滑切

换.
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